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Wprowadzenie do teorii ciggow liczbowych
(tres¢ wyktadu z 21 grudnia 2014)

1 Definicja ciggu liczbowego

Sposrod funkcji rzeczywistych f: Dy — R wazng rolg odgrywaja te, dla ktorych
dziedzina Dy zawarta jest w zbiorze liczb naturalnych, czyli

D;=N,CN. (1)

Definicja 1 Ciggiem liczbowym nazywamy kazdg funkcje f: Dy — R, dla
ktorej spetniony jest warunek (1).

Dalej bedziemy zaktadali, ze N, jest nieskoriczonym podzbiorem zbioru liczb
naturalnych!. Ponadto dla uproszczenia rozwazan przyjmiemy, ze N, = N.
Z historycznego punktu widzenia w literaturze przedmiotu obowiazuje specy-
ficzny spos6b oznaczania ciagdéw i dostosowane do tego sposobu nazewnictwo.

[ tak, zamiast pisa¢ f(x), bedziemy pisali a, i bedziemy mowili, ze mamy
n-ty wyraz ciggu, natomiast cigg ten bedziemy oznaczali albo przez

(an)n>1, (2)

albo
ap, n 2= 1. (3)

Wtedy postaé n—tego wyrazu ciagu (a,),>1 bedziemy nazywali jego wzorem.
Wyjasniaja to dostatecznie podane nizej przyktady.

Przyklad 1 Cigg (an)n>1 dany jest wzorem a, = (—1)" dla n > 1. Poniewaz
dla kolejnych liczb parzystych cigg ten przyjmuje wartosé jeden, a dla nieparzy-
stych —1, bedziemy go dalej nazywali ciggiem naprzemiennym.

Przyklad 2 Niech b, = n%, dla n > 1, gdzie « jest dang liczbg rze-
czywistq wiekszq od zera. Wtedy cigg (by)n>1 bedziemy nazywali ciggiem o—
harmonicznym. Oczywiscie takich ciggow jest nieskonczenie wiele, np.

1 1 1

’

n’ n2 Jn

! Takie ciggi nazywamy tez ciggami nieskoriczonymi.

dlan > 1.

1
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Przyklad 3 Niech teraz ¢, = q", n > 1, gdzie q jest dang liczbg rzeczy-
wistq. Wtedy tak zdefiniowany ciqgg nazywamy ciggiem geometrycznym, natomiast
liczbg q—jego ilorazem. W takim razie ponizsze ciggi stanowiq przytady ciggow
geometrycznych?

1 n
2", (g), dlan > 1.

Przyklad 4 Przez ciqg Eulera bedziemy rozumieli cigg dany wzorem
1 n
en = (1+—) dlan > 1.
n
Przyktad 5 Przypusémy, ze dany jest ciag (an)n>1. Definiujemy nowy cigg,
ktorego n—ty wyraz oznaczymy wyjgetkowo duzq literq S,, w sposob nastepujacy
Sp,=a1+ay+...4+ay,, dan>2,

gdzie z definicji przyjmiemy, ze S; = ay. Tak zdefiniowany cigg (Sp)n>1 dalej
bedziemy nazywali szeregiem liczbowym, jego n—ty wyraz S, nazwiemy n-tg
sumgq czesciowq. Dlatego mozemy np. mowicé odpowiednio o:

e szereqach a—harmonicznych, kiedy

1 1 1
Sp=—+—+...+ —, gdziea >0,
1 2« ne

e szeregach geometrycznych, wtedy

S, =q+¢+...+q" gdzieqeR.

Zauwazmy, ze w przypadku szeregu geometrycznego danego powyzej mozemy
napisac

1—q"

Sy =
(]1_

, oile g # 1, oraz S, = n, w przeciwnym razie.
Nie da sie natomiast uzyskac¢ podobnego efektu w przypadku szeregu a—harmonicz-

nego i wielu innych. Z tego powodu w matematyce szeregi liczhowe oznacza sie
inaczej, w miejsce dotychczasowego oznaczenia (S,,),>1, przyjmuje sie nastepu-

jace ) ay,, np.
1
Zﬁa an (4)

2Zauwazmy, ze ciag naprzemienny jest przykladem ciaggu geometrycznego.



2 KLASYFIKACJA-MONOTONICZNOSC I OGRANICZONOSC
CIAGOW

2 Klasyfikacja—monotoniczno$¢ i ograniczonosé
ciggow

Z wielu powoddéw, o niektérych napiszemy dalej, warto sklasyfikowaé ciagi co
najmniej wedhug dwoch kryteriow. Zaczniemy od pojecia monotonicznosci. Z de-
finicji przyjmiemy, ze

Definicja 2 Cigg (an)n>1 jest monotoniczny, jesli definiujgca go funkcja jest
funkcjg monotoniczng. Dlatego mozemy mowicé o czterech sytuacjach, kiedy cigg
jest albo:

1. rosngcy, albo

2. malejgcy, albo

3. niemalejgcy, albo

4. nierosngcy.

Z definicji funkcji monotonicznej oraz z wlasnoéci zbioru liczb naturalnych

wynika np., ze (prosze to uzasadnic)
Fakt 1

(an)n>1 jest rosnacy < a, < any1 dla kazdego n > 1.

Zadanie 1 Sformutowad, a nastepnie uzasadnié pozostate przypadki pojawiajgce
sie w definicji ciggu monotonicznego.

Przykltad 6 Zbadamy monotonicznosé ciggu a, = g—fl, n > 1. W tym celu
skorzystamy z faktu 1, ktory mown, zZe nalezy porownaé ze sobg tzw. sgsiednie
wyrazy ciqggu, czyli

(n+1)! n

|
z ap, = —, dla kazdego n.

Unt1 = on+1 on

Poniewaz obie zdefiniowane powyzej liczby sq¢ dodatnie, oraz majq strukture ilo-
czynu, porownamy je ze sobq dzielgc je przez siebie, czyli
any1  (n+1)0 27

ay, 2n+tl pl’

co po skroceniu oznacza, ze
ny1 n+1

an, 2

W takim razie, jesli tylko n > 1, a,.1 > a,, co oznacza, zZe poczqwszy od n = 2
cigg zachowuje sie jak ciqg rosngci’.

3Dalej zobaczymy, ze taki rodzaj monotonicznosci jest wazny w tej teorii.
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Przyktad 7 Mozna uzasadnié, ze cigg Eulera jest rosngcy.

Zadanie 2 Zbadaé¢ monotonicznosé ciggow

1

1
— >0), ———,
ne (o ) n?—n-+1

Zajmiemy sie teraz druga kategoria ciagdéw—ciggame ograniczonymi. 7 definicji
przyjmiemy, ze
Definicja 3 Cigg (an)n>1 jest ograniczony, jesli definiujgca go funkcja jest
ograniczona. Oznacza to, ze jesli wezmiemy zbior wartosci ciggu {a,: n > 1},

to
{an: n>1} C (a, b), dla pewnych rzeczywistych a < b.

W dalszym ciggu wygodniej jest rozwazaé osobno dwa nastepujgce warunks:

1.
{an: n>1} C (=00, b), dla pewnego rzeczywistego b,

wtedy mowimy o tzw. ograniczonosci z gory, oraz

{an: n>1} C (a, +00), dla pewnego rzeczywistego a,
wtedy mowimy o tzw. ograniczonosci z dotu.

W takim razie ograniczonosé oznacza jednoczesng ograniczonosé z dotu i z gory.

Przykltad 8 Mozna pokazac, ze ciqg Eulera jest ograniczony, doktadniej zachodzi
wtedy dla kazdego n warunek

1 n
2 < (1 + —) < 3.
n
Zadanie 3 Zbadac ograniczono$é nastepujgcych ciggow:

1
sinn, 2", n*—n+1, lnn, Z—.
n
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3 Zbiezno$¢ i rozbieznos$é ciaggu

Zajmiemy sie teraz najwazniejsza kategoriag ciagu—jego zbieznoscig. Dla tego celu
dobrze jest wprowadzi¢ dodatkowa strukture ciggu, na ktoéra sktada sie n jego
poczatkowych wyrazow, zwanych gfowg ciagu, oraz reszta—zwana jego ogonem.
Jesli mamy ciag (an)n>1, to

(ay,aq,...,a,) jest przyktadem jego gtowy,

(@ps1, Qpyo, . . .) jest przykladem jego ogona.

Zbiezno$¢ ciagu jest wlasnoscia jego ogona. Dokladniej, opisuje jego asymp-
totyczne stabilne zachowanie sie. Zwigzane ono jest z pojeciem bliskosci, ktore to
pojecie jest konsekwencja odelgtosci na prostej rzeczywistej. Jak dobrze wiadomo
ze szkoly odleglosé dwoch liczb a i b mierzy sie za pomoca liczby zdefiniowanej
nastepujaco |a — bl.

Zaczniemy od pewnej pomocniczej definicji

Definicja 4 Niech g € R oraz € > 0. Przez O(g,e) oznaczymy zbidr wszyst-
kich liczb rzeczywistych oddalonych od liczby g o mniej anizeli €, czyli z definicji
odlegtosci oznacza to, zZe

Olg,e)={reR: [r—g|<e}=(9g—¢,9+¢).

Dalej zbior O(g,e) bedziemy nazywali e—otoczeniem liczby g.

Mozemy teraz zdefiniowa¢ pojecie zbieznosci ciagu.
Definicja 5 Powiemy, ze cigg (a,)n>1 jest zbiezny, jesli istnieje taka liczba rze-
czywista g, ze w kazdym jej e —otoczeniu znajduje sie ogon tego ciggu, co bedziemy
zapisywali symbolicznie nastepujgco a, — g.

Z przyjetej definicji zbieznosci ciagu wynika wprost, ze:
Whniosek 1

1. Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

2. Ciag zbiezny nie moze mie¢ dwoch réznych granic.

Jednoczesnie nalezy zwrocié uwaga na:
Uwaga 1

1. Na zbieznos¢ ciagu nie ma wptywu zachowanie sie glowy ciagu.

2. Ciag ograniczony nie musi by¢ zbiezny (dlaczego?).

>
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n—1
2n+1
razem ciqgu, a liczbg % Doktadniej, sprawdzimy, dla jakich wyrazow odlegtosé ta

jest mniejsza od z gory zadanej liczby € > 0. W tym celu warunek

Przyktad 9 Sprawdzié, ze — % Zbadamy odlegtosé pomiedzy n—tym wy-

n—1
2n+1

1
L)<

potraktujemy jako nierowno$¢ z niewiadomq n 1 rozwigzemy jq. Z matematyki
szkolelnej wiadomo (dlaczego?), ze wtedy

>1(1 1>
n —_ — -
2\ 2¢ ’
1

co oznacza, ze (dlaczego?) w e-otoczeniu liczby 5 znajduje si¢ pewien ogon

badanego ciggu. Poniewaz w przyjete) analizie liczba € > 0 byta dowolna, dowodzi
to, ze badany ciqg jest zbiezny 1 jego granicq jest liczba %

Wr6émy na chwile do szezegdlnych ciagow, czyli szeregow. Jesli ciag (Sy)n>1
jest zbiezny, to jego granice oznaczamy przez S i nazywiemy sumg tego szeregu.
Wtedy bedziemy tez pisali

+o0
Sp— S =Y a,. (5)

n=1

Przyktad 10 Mozna pokazaé, zZe ciqg Eulera jako rosngcy i ograniczony jest
zbiezny. Wtedy jego granice oznaczamy literq e i nazywamy liczbg Eulera. Wia-
domo, ze liczba ta jest niewymierna, ponadto e ~ 2,71.

Zadanie 4 uzasadnié, ze:

1.

1
— — 0 dla kazdego o > 0.
nCM

q¢" — 0 dla kazdego |q| < 1.

Wyprowadzi¢ stqd ponizszq rownosé

+o0 q
Y ¢"=——, oile|q| <1.
n=1 1_q
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Na koniec tej czesci wyktadu zajmiemy sie pewnym specyficznym przypad-
kiem zbieznoéci, ktéra nazywamy rozbieznoscig. W tym celu zdefiniujemy nowy
rodzaj otoczenia—beda to tzw. polproste rzeczywiste, czyli przedzialy (—oo,a)
oraz (b, +00). Pierwszy z nich nazwiemy wtedy otoczenim —oo, drugi odpo-
wiednio otoczeniem —+oo.

Przyjmiemy teraz nastepujaca definicje
Definicja 6 Powiemy, zZe cigg (an)n>1 jest rozbiezny do +o0o (odpowiednio do
—o0), jesli w kazdym otoczeniu +oo (odpowiednio —oo) znajduje sie jego pewien

ogon, co bedziemy zapisywali odpowiednio

a, — +00 (—00).

Uwaga 2

Istniej alternatywne nazewnictwo odnoszace sie do pojecia rozbieznosci: przypa-
dek a, — 4o00o(—00) nazywamy zbieznoscig niewtasciwg. Wtedy symbol oo
nazywamy tez granicg niewtasciwg.

Whprost z definicji rozbieznosci wynika (dlaczego?), ze
Fakt 2 Kazdy cigg rozbiezny jest nieograniczony.
Nalezy jednak pamietac, ze istnieja ciagi, ktére pomimo, Ze nie sa ograniczone,

to nie sg rozbiezne?.
Na zkoriczenie zadanie

Zadanie 5 Uzasadnic¢ rozbieznosé nastepujgcych ciggow

n 2 l
2", n"—n+2, Zn

4Zbada¢ ciag (—1)"n, n > 1.



