Rozdzial 3

Relacje

3.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykilady

Definicja 3.1.1 Niech A, B C X bedg niepustymi zbiorami. Kazdy podzbior R
produktu A X B bedziemy nazywali relacjg dwuargumentowqg pomiedzy pewnymi
elementami zbioru A i pewnymi elementami zbioru B.

U
Uwaga 3.1.1 Jesli (a,b) € R, to bedziemy pisali aRb. Zatem
Viapeaxs aRb < (a,b) € R.
U

Zadanie 3.1.1 W zbiorze N okreslona jest relacja dwuargumentowa R wzorem
m+n = 7. Zapisaé te relacje jako zbior par uporzedkowanych.

Rozwiazanie

Poniewaz R = {(m,n): m,n € N, } im+n =7, wiec m,n € {1,2,3,4,5,6}.
Ponadto m 4+ n = 7 implikuje, ze R = {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2),(6,1)}.
l

Wiréd relacji dwuargumentowych R C Ax B kluczowa role odgrywaja funkcje
(odwzorowania).

Definicja 3.1.2 Relacje R C A X B nazywamy funkcjg okreslong na zbiorze A

i 0 wartosciach w zbiorze B, co moZemy zapisaé¢ R : A — B lub A s B, jesli

vaeA E”beB aRb.
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]
Zadanie 3.1.2 Niech A = {a,b,c,d}, B =1{1,2,3,4,5} oraz R = {(a, 1), (b,2),
(b,5),(c,4),(d,3)}. Czy relacja R jest funkcjg?

Rozwiazanie
Zgodnie z definicja funkeji musi by¢ spelmiony warunek
vaeA E”beB aRb.

Poniewaz OR2 oraz bR5, zatem nie istnieje doktadnie jeden element w zbiorze B,
ktory jest w relacji z b € A, co oznacza, ze relacja R nie jest funkcja.

O
Majac relacje R C A x B, mozemy zdefiniowa¢ relacje R~ C B x A.

Definicja 3.1.3 Relacje R~ nazywamy relacjg przeciwng (odwrotng) do relacyi
R, gdy
vaeAJ)eB bR(_CL =4 CLRb
U

Zadanie 3.1.3 Niech A, B i R bedg dane jak w zadaniu 3.1.2. Okresli¢ relacje
odwrotng R—. Czy ta relacja jest funkcjg?

Rozwiazanie
Wykorzystujac definicje relacji odwrotnej, mamy
R™ = {(1’ (L), (2’ b)7 (3’ d)a (4a d)> (5a b)}

W takim razie relacja ta jest funkcja.

Jednym z dziatan na relacjach jest superpozycja, czyli ich zlozenie.

Definicja 3.1.4 Bedziemy mowili, ze R jest ztozeniem relacji Ry C Ay X By i
Ro C As X By (co zapisujemy R = Ro 0 Ry), jesli

v(a,b)eAleg aRb < E|b1 €B; aR1b1 N\ b1Rob
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O
Zadanie 3.1.4 Na zbiorze A = {1,2,3,4} dana jest relacja R =
{(1,1),(1,2),(3,4),(2,3)}. Wyznaczyc relacje Ry = RoR.
Rozwiazanie
Mamy kolejno:
1R1 oraz 1R2, wiec 1R,2,
1R1 oraz 1R1, wiec 1R1,
1'R2 oraz 2R3, wiec 1R,3,
2R3 oraz 3R4, wiec 2R 14,
stad Ry = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,4)}.
O

Kolejnymi przyktadami dziatan mnogosciowych na relacjach sa suma, réznica,

iloczyn i produkt.
Definicja 3.1.5 (suma relacji)
R=RiURy C (Al X Bl)U(AQ X Bg)

vaeAluAg,beBluBg aRb < aRibV aRyb.

Definicja 3.1.6 (rdznica relacji)
R:Rl\RQ C (Al X Bl)\<A2 X Bg)

va€A1\A2,b€B1\Bg aRb & (I,Rlb N ﬁ((LRQb).

Definicja 3.1.7 (iloczyn relacji)
R:leRg C (Al X Bl)m(Ag X Bg)

vaEAlr1A2,l;€BlmB2 aRb & aRlb A\ CLRgb.
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Definicja 3.1.8 (produkt relacji)
R =TRi X Ry C (A1 X By) X (A3 X By)
Vajea;pien; (a1, 01)R(az,b2) < a1Riby A ayRobo.
U

W matematyce szerokie zastosowanie maja trzy typy relacji: réwnowaznosci,
czesciowego porzadku i porzadku.
Okresdlimy najpierw cztery pomocnicze wlasnosci relacji R C A x A.

Powiemy, ze relacja R jest

1. zwrotna (RZ), jesli
Vaea (a,a) € R.

2. symetryczna (RS), jesli
V(apyeaxa aRb= bRa.

3. antysymetryczna (RA), jesli

V(a,b)eAxA aRbAbRa = a =b.

4. przechodnia (RP), jesli

Vapeca aRONOBRc = aRe.

Zadanie 3.1.5 Rozstrzygngé, ktore z powyiszych wtasnosSct w zbiorze S =
{0,1,2,3} spetnia relacja R okreslona nastepujgco

Veyes TRy & v +y = 3.

Rozwiazanie
Z definicji relacji ‘R wynika, ze
R =1{(0,3),(1,2),(2,1),(3,0)}.
Poniewaz (0,0) ¢ R,(1,1) € R,(2,2) ¢ R oraz (3,3) ¢ R, wigc R nie jest

zwrotna.
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Mamy, ze V(;esxs (2,9) € R = (y,2) € R, bo (0,3) € R = (3,0) € R oraz
(,2) e R=(2,1) € R, (3,00 e R=(0,3) € Roraz (2,1) € R = (1,2) € R,
co dowodzi, ze R jest symetryczna.

Poniewaz (0,3) € R i (3,0) € R, ale 0 # 3, wiec R nie jest relacja anty-
symetryczng.
Podobnie mozna wykaza¢, ze R nie jest relacja przechodnia, bowiem

(0,3) € Ri (3,0) € R, ale (0,0) & R.
0

Zadanie 3.1.6 Sprawdzi¢, czy iloczyn dwoch relacji przechodnich jest relacjg
przechodniq.

Rozwiazanie

Zakladamy, ze Ry i Ro sa relacjami przechodnimi. Niech (z,y) € R1 N Ry
oraz (y,z) € R1 N'Re. Wowezas (x,y) € R1 1 (z,y) € Ry oraz (y,2) € Ry
i(y,2) € Ro.

Z powyzszego mamy (z,y) € Ry i (y,2) € Ry oraz (x,y) € Re i (y,2) € Ra.
Z wlasnosci przechodniodci relacji Ry 1 Ry otrzymamy, ze (x,2) € Ry i (z,2) €
R, wiec (z,2) € R1 N Ra.

Wykazalismy zatem, ze iloczyn dwéch relacji przechodnich jest relacja prze-
chodnia.

i

Zadanie 3.1.7 Sprawdzié, czy relacja R okreslona na zbiorze X = {1,3,6} jest
zwrotna, symetryczna, antysymetryczna, przechodnia, jesli

R={(1,1),(1,3),(1,6),(3,6),(6,3),(6,6)}.

Rozwiazanie

Relacja R nie moze by¢ zwrotna, bowiem (3,3) ¢ R. Nie jest ona réwniez
symetryczna, gdyz (1,3) € R, ale (3,1) ¢ R. Poniewaz (3,6) € R oraz (6,3) € R,
wigc nie moze by¢ ona relacja antysymetryczna.

Nie spelnia ona rowniez warunku na to, aby by¢ relacja przechodnia, bowiem
(3,6) € R1i(6,3) € R, ale (3,3) € R.

Relacja R nie jest zatem zwrotna, symetryczna, antysymetryczna oraz prze-
chodnia.

i
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Istnieja inne sposoby przedstawiania relacji. Pokazemy kolejne dwa sposoby
oparte na pojeciach grafu skierowanego i macierzy sgsiedztwa.

Niech R bedzie dwuargumentowa relacja okreslona w skonczonym zbiorze
A ={ay,ay,...,a,}. Dlakazdego j mamy wiec co najmniej jedna uporzadkowana
par¢ punktow (a;, a,; ), ktére nazwiemy wierzchotkami. Dla kazdej takiej pary, a;
nazwiemy wierzchotkiem poczgtkowym, natomiast a,, wierzcholkiem koricowym.
Ponadto bedziemy mowili, ze wierzcholki te stanowia poczatek i koniec krawedzi

k(a;, anj).

Definicja 3.1.9 Skonczonym grafem skierowanym odpowiadajgcym relacji R
(oznaczamy Gg ) nazywamy obiekt, w ktérym:

1. dany jest zbior W jego wierzchotkow;
2. dany jest zbior K jego krawedzi;
3. okreslona jest funkcja g : K — W x W, gdzie
9(k(aj, an,)) = (a5, an,)
dla 7 =1,2,....n.
OJ

Zadanie 3.1.8 Niech R bedzie relacjg okreslong jak w zad. 3.1.7. Narysowaé
graf tej relacyi.

Rozwiazanie

Zbiorem wierzchotkow W jest zbior X = {1,3,6}. Kolejne krawedzie grafu
powstana w wyniku potaczenia tych wierzchotkéw i, j, ktére sa w relacji R. 1R6
oznacza, ze wierzchotek 1 zostanie potaczony krawedzia k(1,6) z wierzchotkiem 6.
Dla zaznaczenia poczatku i korica krawedzi uzyjemy odcinka (lub tuku krzywej)
zakonczonego grotem. Poniewaz 1R1, wigc dla zaznaczenia tego faktu uzyjemy
petli. Dlatego graf naszej relacji bedzie sie sktadat z 2 petli oraz 4 krawedzi.
Rysunek 3.1 przedstawia graf relacji R.

t

Zadanie 3.1.9 Dane s¢ dwie relacje Ry = {(1,2),(2,2),(2,3),(3,1)} okreslona
na Ay ={1,2,3} oraz R = {(3,3),(3,5), (4,5), (5,5) } okreslona na zbiorze Ay =
{3,4,5}. Narysowaé grafy reprezentujgce te relacje oraz graf odpowiadajgcy sumie
tych relacji.
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Rysunek 3.1: Rysunek grafu relacji R

Rozwiazanie

Oznaczmy grafy reprezentujace relacje Ry i Ry odpowiednio G, oraz Gg,.
Ich wykresy przedstawiaja rysunki 3.2 1 3.3.

1///’“\\2:)

3

Rysunek 3.2: Rysunek grafu G,

Graf relacji R1URy (Gr,ur,) Powstanie przez ”potaczenie” wykreséw graféw
Gr, 1 Gg,.

0
Sposobem analitycznego kodowania graféw (czyli nowy sposéb reprezentowa-

nia relacji) jest macierz. Macierz relacji R oznaczamy przez A i nazywamy ja

rowniez macierzqg sqsiedztwa.
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Rysunek 3.3: Rysunek grafu Gg,

Rysunek 3.4: Rysunek grafu Gg,ur,
Fakt 3.1.1 Dla kazdej dwuargumentowej relacji R okreslonej na skoriczonym

zbiorze n-elementowym A istnieje reprezentujgca jg macierz Ag.

Jesli przez aq,as, ..., a, oznaczymy elementy zbioru A, to

— 1 gdy a;Ra;
Y10 gdy —(aiRay).

Na odwrét dla kazdej macierzy zero-jedynkowej A = [a;;] stopnia n istnieje
relacja R okreslona na zbiorze A = {ay, ay, ..., a, }, taka ze a;Ra; & a;; = 1.

g

Zadanie 3.1.10 Dana jest relacja Ry jak w zadaniu 3.1.9. Podac jej macierz
sqgsiedztwa.
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Rozwiazanie

W zbiorze A; = {1,2,3} ustalamy kolejno$¢ od najmniejszej wartosci do
najwiekszej. Macierz Ag bedzie stopnia 3, bo |A;| = 3. Bedzie ona sktadala sie z
4 niezerowych elementow, bo graf tej relacji miatl 4 krawedzie z uwzglednieniem
petli.

Macierz A ma postaé

010
Arp=10 11
100

Zwracamy uwage na fakt, ze o postaci macierzy sasiedztwa decyduje sposéb
uporzadkowania zbioru, na ktérym okreslona jest relacja.

i

Zadanie 3.1.11 Podac¢ macierz reprezentujgcg relacji Ry . Jaka jest zaleznosé
pomiedzy macierzami Agr oraz Ag—?

Rozwiazanie

Z definicji relacji odwrotnej wynika, ze R7 = {(2,1),(2,2),(3,2),(1,3)}. Ma-
cierz reprezentujaca te relacje przy uporzadkowaniu zbioru 1,2, 3 jest postaci

0 01
Aprp—=111 0
010
Nietrudno zauwazy¢, ze Ar— = A%.
O
Zadanie 3.1.12 Dana jest macierz
1 010
01 00
A= 1 001
00 01

Opisac relacje R, takg aby A = Ar. Czy ta relacja jest przechodnia?

Rozwiazanie

Relacja R bedzie okreslona na zbiorze A = {1,2,3,4} uporzadkowanym
rosnaco. Macierz A posiada 6 jedynek, wiec relacja R sklada sie z 6 par ele-
mentéw. Zatem R = {(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,4),(4,4)}. Poniewaz (1,3) €
R oraz (3,4) € R, ale (1,4) € R, relacja R nie jest przechodnia.
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4

Zadanie 3.1.13 O relacjach Ry i Re wiadomo, ze ich macierze sqsiedztwa majg
postac:

01 0]
Ag, =101 0|,
0 1 1]
(1 0 17
Ag, =10 0 1
1.0 0|

Narysowaé grafy oraz wyznaczyé macierze sgsiedztwa relacji Ry U Ry, Re 0 Ry.

Rozwiazanie

Z postaci macierzy sasiedztwa wynika, ze
Rl = {(17 2)7 (27 2)7 (37 2)7 (37 3)}7
RZ = {(17 1)7 (17 3)7 (27 3>7 (37 1>}

Wykorzystujac definicje sumy relacji otrzymamy:
R1UR: ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}

Graf tej relacji ma wtedy postaé jak na rys. 3.5.

o i(?o

Rysunek 3.5: Rysunek grafu Gg,ur,

Natomiast macierz sasiedztwa ma postac:

A'Rl UR2 —

(R R
—_ = =
—_ = =



3.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykiady 39

WezZmy teraz zlozenie relacji Ry o Ry, czyli
RooR1 ={(1,3),(2,3),(3,1),(3,3)}.

Graf tej relacji wyglada jak na rys. 3.6.
1\ 2
K@*

Rysunek 3.6: Rysunek grafu Gr,or,

Macierz sasiedztwa tej relacji jest postaci:

A’Rg oR1 —

—_— O O
o O O
— =

g

Definicja 3.1.10 Kazdg relacje R na zbiorze A, ktora jest zwrotna, symetryczna
1 przechodnia, bedziemy nazywali relacjg rownowaznosci.

g

Zadanie 3.1.14 Dany jest zbior A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} oraz
okreslona na nim relacja R
TRy < zly.

Sprawdzié, czy jest to relacja rownowaznosci.

Rozwiazanie

Musimy sprawdzi¢, czy jest to relacja typu: RZ, RS, RP. R bedzie zwrotna,
gdy Veea aRx. Poniewaz V,enw, n|n, zatem tym bardziej zachodzi powyzszy
warunek, czyli R jest zwrotna. R bedzie symetryczna, gdy Vy yea Ry = yRa.
Wystarczy zauwazy¢, ze 2|4, ale =(4|2). Powyzszy przyklad $wiadczy o tym, ze
R nie jest symetryczna, dlatego nie moze by¢ relacja rownowaznosci.

4
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Zadanie 3.1.15 Zbadaé, czy relacja okreslona nastepujgco
Ry & 2[(x—y), z,yeZ

jest relacjg rownowaznosci.

Rozwiazanie

Relacja ta jest zwrotna, bowiem
Viez 2|(z—2) (x—2=0=0-2).
Poniewaz (x —y) = (—(y —x)) = (—1) - (y — z), wigc
Voyez 2|(x —y) = 2|(y — ),
co dowodzi, ze ta relacja jest symetryczna. Z faktu, ze 2|(z — y), mamy, ze
x —y =2l, t; € Z oraz z tego, ze 2|(y — z), mamy y — z = 2ty, ty € Z. Dlatego

T—z=x—y+y—z=2+ 2t = 2(t; + t3), czyli 2|(z — 2).
Wykazalismy zatem, ze R jest relacja rownowaznosci.

Majac relacje rownowaznosci R na zbiorze A, kazdemu elementowi a € A
mozemy przyporzadkowaé zbior

lalr = {b€ A: aRb},

ktory bedziemy nazywali klasg abstrakcyi elementu a relacji R.

Twierdzenie 3.1.1 (zasada abstrakcji) Dla kazdej relacji réwnowaznosci R na
zbiorze A istnieje partycja tego zbioru, ktorej jedynymi elementami sq wszystkie
klasy abstrakcji. Na odwrdt, dla danej partycji A = {A;: t € T'} zbioru A istnieje
relacja rownowaznosci R4 na zbiorze A taka, Ze

va’bEAaRAb = ElteTCL, b € At-

Zadanie 3.1.16 Wyznaczyé klasy abstrakcji relacyi z zadania poprzedniego.
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Rozwiazanie

Zgodnie z zasadg abstrakcyi nalezy wyznaczy¢ podzbiory zbioru Z parami
rozlacznie, tak aby wszystkie elementy kazdego podzbioru byty ze soba w relacji.
Ponadto podzbiory te musza sumowaé sie do Z. Wiadomo, ze (dlaczego?) réznica
dwéch liczb parzystych jest zawsze parzysta oraz réznica dwoch liczb nieparzy-
stych rowniez jest liczba parzysta. Z powyzszego wynika, ze relacja R okreslona
wzorem xRy < 2|(z — y) wyznacza nam dwie nastepujace klasy abstrakeji

Mr = {2k+1: ke Z}.

Poniewaz daja one partycje zbioru Z, stanowia rozwiazanie zadania.

g

Definicja 3.1.11 KazZdg relacje R okreslong na zbiorze A o wlasnosciach: re-
lacja jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia bedziemy nazywaé czeSciowym
porzqdkiem, a zbior A z tg relacjg zbiorem cze$ciowo uporzgdkowanym.

g

Zadanie 3.1.17 Sprawdzié, czy relacja R okreslona na zbiorze A = {1,2,3,4}
jest czeSciowym porzgdkiem, jesl

R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(2,3),(3,4),(1,4) }.

Rozwiazanie

Nalezy sprawdzié¢, czy Vioea xRx. Poniewaz (1,1),(2,2),(3,3),(4,4) € R,
wiec R jest relacja zwrotna. Mamy ponadto 1R3 A —(3R1), 2R3 A =(3R2),
3R4 N =(4R3) oraz 1R4 A =(4R1), co pokazuje, ze (dlaczego?) R jest relacja
antysymetryczna. Natomiast relacja ta nie jest przechodnia, gdyz 2R3 A 3R4),
ale =2R4. R nie jest wiec relacja czeSciowego porzadku na zbiorze A.

O
Zadanie 3.1.18 Sprawdzié, czy relacja
R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(1,3),(1,4),(2,4), (3,4)}

okreslona na zbiorze A = {1,2,3,4} jest czeSciowym porzgdkiem.
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Rozwiazanie

Poniewaz (1,1),(2,2),(3,3),(4,4) € R, wigc R jest relacja zwrotna. Z defini-
cji R wynika, ze dla x # y, jesli xRy, to =(yRx). Zatem tylko dla z = y mamy,
ze TRy N yRx, co dowodzi, ze R jest antysymetryczna.

Ponadto

Vaoyzea TRYANYyRz = Rz,

bowiem na przykiad

(1,2) e RA(2,4) e RA(1,4) € R,
(1,3) e RA(3,4) e RA(1,4) € R, itd.

Zatem R jest relacja czeSciowego porzadku, a zbiér A = {1,2,3,4} jest
czeSciowo uporzadkowany ta relacja.

4

Uwaga 3.1.2 Jesli relacja R jest czesSciowym porzgdkiem, to zamiast pisac¢ aRDb,
bedziemy pisali a < b. Jesli dodatkowo a # b, to napiszemy a < b.

g

Definicja 3.1.12 Niech A bedzie zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym relacjg <.
Dla a,b € A powiemy, Ze b jest nastepnikiem a, jesli:

1. a <0,
2. Veen a<c=b=<c

g

Uwaga 3.1.3 Przez diagram Hassego bedziemy rozumieli graf relacji czesciowo
uporzgdkowanej, w ktorym krawedzie tgczg wierzchotki a, b tylko wtedy, gdy b jest
nastepnikiem a.

4

Zadanie 3.1.19 Dany jest zbior A = {1,2,3,4} oraz relacja R okreslona jak w
zadaniu poprzednim. Narysowac diagram Hassego tej relacji.

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze 1 < 2,1 <3i1<4oraz2<4i3<4. W diagramie Hassego
tylko 2 i 3 beda nastepnikami 1. 4 bedzie nastepnikiem 2 oraz 3.



3.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykiady 43

Rysunek 3.7: Diagram Hassego relacji R

g

Definicja 3.1.13 Relacje =< czesciowego porzgdku nazwiemy relacjg porzgdku,

gdy
Vapea a =b lub b=<a.

4

Uwaga 3.1.4 O zbiorze A, na ktorym jest okreslona relacja porzgdku, powiemy,
ze jest zbiorem wuporzgdkowanym. Mozna spotkacé sie rowniez z okreSleniem
uporzgdkowany liniowo.

0
Zadanie 3.1.20 Czy relacja R okreslona wzorem
TRy <y, x,y€Z

porzgdkugje zbior 47

Rozwiazanie

Sprawdzimy, czy relacja jest porzadkiem. Relacja R jest zwrotna, bowiem
Veez ® < x. Poniewaz V,, ez (z < yAy < z) = 2 = y, wiec jest ona
antysymetryczna. Ponadto z < yorazy < z,czyliz—y < 0iy—2z <0. Dodajac
obie nieréwnosci stronami, otrzymamy, ze

r—y+y—z2<0&r—2<0&x< 2.

Z powyzszego wynika, ze R jest przechodnia. Z prawa trichotomii V,, € Z x <
yVy < z. Wykazalidmy zatem, ze Z jest zbiorem uporzadkowanym relacja stabej
mniejszosci <.
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4

Definicja 3.1.14 Niech Ay, Ay bedg zbiorami czesciowo uporzgdkowanymi rela-
cjami =1 1 o . Na ich produkcie Ay X Ay okreslmy relacje R:

(a,D)R(d',b) < a<1d lub a=d =b=0.

Relacje R, bedziemy oznaczaé =<p i nazywac porzedkiem leksykograficznym na
Al X AQ.

0
Fakt 3.1.2 Relacja = jest relacjg czesciowego porzgdku.
OJ

Zadanie 3.1.21 Uogdlnié definicje uporzadkowania leksykograficznego na przy-
padek produktu trzech zbiorow.

Rozwiazanie
Z zalozenia dane sa trzy czesciowo uporzadkowane relacjami <; zbiory A; dla
1 =1,2,3. Poniewaz produkt kartezjanski jest laczny, mozemy napisaé

A1XA2XA3:(A1XA2)XA3.

Z definicji uporzadkowania leksykograficznego i powyzszej uwagi dostaniemy
teraz

(a1, ag,as) 2 (b1, be, b3) < ((a1,az),as) =1 ((b1,b2),b3) &
(a1,az) <1 (b1,02) lub (a1, az) = (b1, b2) = a3 <3 b3 &
ap <1 by lub ay = by = a9 =9 by lub (al, CLQ) = (bl, bg) = asg =<3 b3.

i

Zadanie 3.1.22 Uporzgdkowaé leksykograficznie zbior wszystkich 3-literowych
stow zbudowanych z liter a,b z porzgdkiem naturalnym.

Rozwiazanie

Zbiér wszystkich 3-literowych stow powstaltych z dwoch liter sklada si¢ z 8
elementow:

{aaa, aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb} .

Poniewaz a < b, wiec z wyniku ostatniego zadania wynika, ze (dlaczego?)

aaa <g, aab <5, aba <, abb <, baa <5, bab <, bba <, bbb.
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Definicja 3.1.15 Niech A-zbior czeSciowo uporzadkowany relacjg <, B-niepusty
jego podzbidr. Zbior B jest ograniczony z gory, jesli istnieje w zbiorze A taki
element ag, ze

viB b j Qg.

Zbior B jest ograniczony z dotu, jesli istnieje w zbiorze A taki element ag, ze
Voep aq X b.

0

Definicja 3.1.16 Powiemy, Ze czesciowo uporzgdkowany zbior A jest kratq, jesli
Vapea sup{a,b} € A oraz inf{a,b} € A.
Pozwala to nam zdefiniowac na zbiorze A dwa dziatania kratowe
aVb:=sup{a,b}, a Ab:=inf{a,b}.
OJ

Zadanie 3.1.23 Niech A = {1,2,3}. Czy rodzina P(A) z relacjg C jest kratg?
Jak wygledaje dziatania kratowe?

Rozwiazanie

Dobrze wiadomo, ze relacja C jet czeSciowym porzadkiem na zbiérze P(A) =

{0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1, 2,3}}.

Wezmy diagram Hassego dla tej relacji.

Jak wynika z rysunku, mamy na przyktad:
sup({1},{3}) = {1} v {3} = {1,3}
sup({1,2},{1,3}) = {1,2} v{1,3} = {1,2,3}
inf({1,3},{3}) = {1,3} A {3} = {3}
inf({1,2},{3}) ={1,2} A {3} =0

[ og6lnie, nietrudno zauwazy¢, ze dla Ay, Ay € P(A)
sup(Al, Ag) = Al U AQ,
iIlf(Al, Ag) = Al N AQ.
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{1,2,3}

{1,23. {2,3}
{1,3}

{1}° 12} {3}

@

Rysunek 3.8: Diagram Hassego zbioru P(A) z relacja C

3.2 Zadania

Zadanie 3.2.1 W zbiorze N, okreslona jest relacja dwuargumentowa R
nastepujgco:
nRm < 2m+n = 13.

Zapisac te relacje jako zbior par uporzgdkowanych.
Zadanie 3.2.2 Niech A ={1,2,3,4}, B={a,b,c,d} oraz
1. R={(1,a),(2,b),(3,d),(4,b),(2,¢)},
2. R={(1,a),(2,a),(3,a),(4,a)}.
Czy relacja R jest funkcjg?

Zadanie 3.2.3 Niech Ry - relacja zwrotna na zbiorze X oraz Rs - relacja
zwrotna na zbiorze X . Czy ich suma jest relacjg zwrotng?

Zadanie 3.2.4 Sprawdzic¢, czy suma dwoch relacji symetrycznych na zbiorze X
jest symetryczna na tym zbiorze.

Zadanie 3.2.5 Podac przyktad relacyi, ktora nie jest przechodnia.
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Zadanie 3.2.6 Uzasadnié, ze dla relacji R C X x X nastepujgce warunki sq
rownowazne:

1. 'R jest symetryczna,
2. RCR™,
3. R=R".

Zadanie 3.2.7 Dane sg relacje okreslone na zbiorze X = {1,2,3}: Ry =
{(1,1),(1,2),(2,3)} oraz Ry = {(1,2),(2,3),(3,1)}. Wyznaczyé R =Ry 0 R;.

Zadanie 3.2.8 Okreslié, ktore z wtasnosci: RZ, RA, RS, RP w zbiorze A =
{1,2,3,4} spetnia relacja R okreslona nastepujgco:

Vapea GRb <& |a—0b] =2.
Zadanie 3.2.9 Niech R bedzie relacjg okreslong nastepujgco:
1. 2Ry & 2|(x +y), z,y €N,
2. xRy & 2?2 =vy?, x,y € R,
3. TRy y=x+2, z,ycQ.
Ktore z wtasnosci RZ, RA, RS, RP ma ta relacja?

Zadanie 3.2.10 Niech R bedzie relacjg okreslong jak z zadaniu 3.2.8. Nary-
sowac graf odpowiadajgcy tej relacyi.

Zadanie 3.2.11 Niech Ry i Ry - relacje okresone jak w zadaniu 3.2.7. Nary-
sowac grafy reprezentujgce te relacje. Narysowac graf relacyi Ri U Ra, R 0o Ry.

Zadanie 3.2.12 Podac¢ macierz sgsiedztwa relacji R z zadania 3.2.8.

Zadanie 3.2.13 Podac¢ macierz reprezentujgcq relacje R™, gdzie R - relacja z
zadania 3.2.8.

Zadanie 3.2.14 Podac¢ macierz sgsiedztwa relacji R1 U Ry oraz Ro o Ry, gdzie
R1 @ Rs to relacje okreslone w zadaniu 3.2.7.

Zadanie 3.2.15 Niech X = {1,2,3} oraz okreslmy relacje R na zbiorze X
nastepujgco:
TRy < x+y # 3.

Czy jest to relacja rownowaznosci?
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Zadanie 3.2.16 Relacja R okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych ma postaé
TRy & —y=2.
Czy jest to relacja rownowaznosci? Jesli tak, to wyznaczyé jej klasy abstrakcyi.

Zadanie 3.2.17 Relacja R okreslona jest na zbiorze liczb catkowitych parzystych
nastepujgco:
TRy < 3|(z —vy).

Czy jest to relacja rownowaznosci? Jesli tak, to wyznaczyé jej klasy abstrakcyi.

Zadanie 3.2.18 Plaszczyzne R? dzielimy na zbiory bedgce okregami o Srodku w
poczgtku uktadu wspotrzednych. ZnaleZé relacje R, dla ktorey klasami abstrakcji
bedg te zbiory.

Zadanie 3.2.19 Sprawdzié, czy relacja
R ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,d), (b,d), (c,d)}
okreslona na zbiorze X = {a,b,c,d} jest relacjg czesciowego porzgdku.

Zadanie 3.2.20 Niech A = {1,2,3,4,6,8,12,24}. Okreslmy relacje R
nastepujgco:
Viyea TRy & xly.

Czy zbior A jest czesciowo uporzgdkowany? Jesli tak, to narysowaé diagram
Hassego dla tego zbioru.

Zadanie 3.2.21 Uporzgdkowaé leksykograficznie zbior wszystkich 4-literowych
stow zbudowanych z liter a 1 c.

Zadanie 3.2.22 Uzasadnié, ze  relacja =,  okreslona  nastepujgco
Vs s0e5(4)  S1 Sp S22 & stowo si jest wspdtpoczathowe ze stowem sy, czyli
51 2 S2 & Jses(a) (byé moie N) s15 = sq, jest czgsciowym porzedkiem na S(A),
ale nie jest porzqdkiem.

Zadanie 3.2.23 WeZmy rodzine P(X) z relacjg C . Uzasadnié, Ze
1. C jest czesciowym porzedkiem,
2. C nie jest porzgdkiem.

Znalezé element najmniejszy i najwiekszy w P(X).

Zadanie 3.2.24 C2zy na niepustym zbiorze mozna zdefiniowaé relacje, ktora jed-
noczesnie bedzie czesciowym porzadkiem 1 relacjg réownowaznosci?

Zadanie 3.2.25 WeZmy zbior R z relacjg < . Czy (R, <) jest kratg? Jesli tak,
to jak wyglgdajq dziatania kratowe xVy i x ANy?



