
Rozdzia�l 3

Relacje

3.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyk�lady

Definicja 3.1.1 Niech A,B ⊂ X bȩda̧ niepustymi zbiorami. Każdy podzbiór R
produktu A × B bȩdziemy nazywali relacja̧ dwuargumentowa̧ pomiȩdzy pewnymi
elementami zbioru A i pewnymi elementami zbioru B.

�

Uwaga 3.1.1 Jeśli (a, b) ∈ R, to bȩdziemy pisali aRb. Zatem

∀(a,b)∈A×B aRb⇔ (a, b) ∈ R.

�

Zadanie 3.1.1 W zbiorze N+ określona jest relacja dwuargumentowa R wzorem
m+ n = 7. Zapisać tȩ relacjȩ jako zbiór par uporza̧dkowanych.

Rozwia̧zanie

Ponieważ R = {(m,n): m,n ∈ N+} i m+n = 7, wiȩc m,n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Ponadto m+ n = 7 implikuje, że R = {(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)}.

�

Wśród relacji dwuargumentowych R ⊂ A×B kluczowa̧ rolȩ odgrywaja̧ funkcje
(odwzorowania).

Definicja 3.1.2 Relacjȩ R ⊂ A × B nazywamy funkcja̧ określona̧ na zbiorze A

i o wartościach w zbiorze B, co możemy zapisać R : A→ B lub A
R→ B, jeśli

∀a∈A ∃!b∈B aRb.
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�

Zadanie 3.1.2 Niech A = {a, b, c, d}, B = {1, 2, 3, 4, 5} oraz R = {(a, 1), (b, 2),
(b, 5), (c, 4), (d, 3)}. Czy relacja R jest funkcja̧?

Rozwia̧zanie

Zgodnie z definicja̧ funkcji musi być spe�lniony warunek

∀a∈A ∃!b∈B aRb.

Ponieważ bR2 oraz bR5, zatem nie istnieje dok�ladnie jeden element w zbiorze B,
który jest w relacji z b ∈ A, co oznacza, że relacja R nie jest funkcja̧.

�

Maja̧c relacjȩ R ⊂ A× B, możemy zdefiniować relacjȩ R← ⊂ B × A.

Definicja 3.1.3 Relacjȩ R← nazywamy relacja̧ przeciwna̧ (odwrotna̧) do relacji
R, gdy

∀a∈A,b∈B bR←a⇔ aRb

�

Zadanie 3.1.3 Niech A,B i R bȩda̧ dane jak w zadaniu 3.1.2. Określić relacjȩ
odwrotna̧ R←. Czy ta relacja jest funkcja̧?

Rozwia̧zanie

Wykorzystuja̧c definicjȩ relacji odwrotnej, mamy

R← = {(1, a), (2, b), (3, d), (4, d), (5, b)}.

W takim razie relacja ta jest funkcja̧.

�

Jednym z dzia�lań na relacjach jest superpozycja, czyli ich z�lożenie.

Definicja 3.1.4 Bȩdziemy mówili, że R jest z�lożeniem relacji R1 ⊂ A1 × B1 i
R2 ⊂ A2 × B2 (co zapisujemy R = R2 ◦ R1), jeśli

∀(a,b)∈A1×B2
aRb⇔ ∃b1∈B1 aR1b1 ∧ b1R2b

.
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�

Zadanie 3.1.4 Na zbiorze A = {1, 2, 3, 4} dana jest relacja R =
{(1, 1), (1, 2), (3, 4), (2, 3)}. Wyznaczyć relacjȩ R1 = R ◦R.

Rozwia̧zanie

Mamy kolejno:

1R1 oraz 1R2, wiȩc 1R12,
1R1 oraz 1R1, wiȩc 1R11,
1R2 oraz 2R3, wiȩc 1R13,
2R3 oraz 3R4, wiȩc 2R14,

sta̧d R1 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 4)}.

�

Kolejnymi przyk�ladami dzia�lań mnogościowych na relacjach sa̧ suma, różnica,
iloczyn i produkt.

Definicja 3.1.5 (suma relacji)

R = R1 ∪R2 ⊂ (A1 × B1) ∪ (A2 × B2)

∀a∈A1∪A2,b∈B1∪B2 aRb⇔ aR1b ∨ aR2b.

�

Definicja 3.1.6 (różnica relacji)

R = R1 \ R2 ⊂ (A1 × B1) \ (A2 ×B2)

∀a∈A1\A2,b∈B1\B2
aRb⇔ aR1b ∧ ¬(aR2b).

�

Definicja 3.1.7 (iloczyn relacji)

R = R1 ∩R2 ⊂ (A1 × B1) ∩ (A2 × B2)

∀a∈A1∩A2,b∈B1∩B2 aRb⇔ aR1b ∧ aR2b.

�
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Definicja 3.1.8 (produkt relacji)

R = R1 ×R2 ⊂ (A1 × B1)× (A2 ×B2)

∀aj∈Aj ,bj∈Bj
(a1, b1)R(a2, b2)⇔ a1R1b1 ∧ a2R2b2.

�

W matematyce szerokie zastosowanie maja̧ trzy typy relacji: równoważności,
czȩściowego porza̧dku i porza̧dku.

Określimy najpierw cztery pomocnicze w�lasności relacji R ⊂ A× A.

Powiemy, że relacja R jest

1. zwrotna (RZ), jeśli
∀a∈A (a, a) ∈ R.

2. symetryczna (RS), jeśli

∀(a,b)∈A×A aRb⇒ bRa.

3. antysymetryczna (RA), jeśli

∀(a,b)∈A×A aRb ∧ bRa⇒ a = b.

4. przechodnia (RP), jeśli

∀a,b,c∈A aRb ∧ bRc⇒ aRc.

Zadanie 3.1.5 Rozstrzygna̧ć, które z powyższych w�lasności w zbiorze S =
{0, 1, 2, 3} spe�lnia relacja R określona nastȩpuja̧co

∀x,y∈S xRy ⇔ x+ y = 3.

Rozwia̧zanie

Z definicji relacji R wynika, że

R = {(0, 3), (1, 2), (2, 1), (3, 0)}.

Ponieważ (0, 0) �∈ R, (1, 1) �∈ R, (2, 2) �∈ R oraz (3, 3) �∈ R, wiȩc R nie jest
zwrotna.
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Mamy, że ∀(x,y)∈S×S (x, y) ∈ R ⇒ (y, x) ∈ R, bo (0, 3) ∈ R ⇒ (3, 0) ∈ R oraz
(1, 2) ∈ R ⇒ (2, 1) ∈ R, (3, 0) ∈ R ⇒ (0, 3) ∈ R oraz (2, 1) ∈ R ⇒ (1, 2) ∈ R,
co dowodzi, że R jest symetryczna.

Ponieważ (0, 3) ∈ R i (3, 0) ∈ R, ale 0 �= 3, wiȩc R nie jest relacja̧ anty-
symetryczna̧.
Podobnie można wykazać, że R nie jest relacja̧ przechodnia̧, bowiem
(0, 3) ∈ R i (3, 0) ∈ R, ale (0, 0) �∈ R.

�

Zadanie 3.1.6 Sprawdzić, czy iloczyn dwóch relacji przechodnich jest relacja̧
przechodnia̧.

Rozwia̧zanie

Zak�ladamy, że R1 i R2 sa̧ relacjami przechodnimi. Niech (x, y) ∈ R1 ∩ R2

oraz (y, z) ∈ R1 ∩R2. Wówczas (x, y) ∈ R1 i (x, y) ∈ R2 oraz (y, z) ∈ R1

i (y, z) ∈ R2.
Z powyższego mamy (x, y) ∈ R1 i (y, z) ∈ R1 oraz (x, y) ∈ R2 i (y, z) ∈ R2.

Z w�lasności przechodniości relacji R1 i R2 otrzymamy, że (x, z) ∈ R1 i (x, z) ∈
R2, wiȩc (x, z) ∈ R1 ∩R2.

Wykazalísmy zatem, że iloczyn dwóch relacji przechodnich jest relacja̧ prze-
chodnia̧.

�

Zadanie 3.1.7 Sprawdzić, czy relacja R określona na zbiorze X = {1, 3, 6} jest
zwrotna, symetryczna, antysymetryczna, przechodnia, jeśli

R = {(1, 1), (1, 3), (1, 6), (3, 6), (6, 3), (6, 6)}.

Rozwia̧zanie

Relacja R nie może być zwrotna, bowiem (3, 3) �∈ R. Nie jest ona również
symetryczna, gdyż (1, 3) ∈ R, ale (3, 1) �∈ R. Ponieważ (3, 6) ∈ R oraz (6, 3) ∈ R,
wiȩc nie może być ona relacja̧ antysymetryczna̧.

Nie spe�lnia ona również warunku na to, aby być relacja̧ przechodnia̧, bowiem
(3, 6) ∈ R i (6, 3) ∈ R, ale (3, 3) �∈ R.

Relacja R nie jest zatem zwrotna, symetryczna, antysymetryczna oraz prze-
chodnia.

�
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Istnieja̧ inne sposoby przedstawiania relacji. Pokażemy kolejne dwa sposoby
oparte na pojȩciach grafu skierowanego i macierzy sa̧siedztwa.

Niech R bȩdzie dwuargumentowa̧ relacja̧ określona̧ w skończonym zbiorze
A = {a1, a2, ..., an}. Dla każdego j mamy wiȩc co najmniej jedna̧ uporza̧dkowana̧
parȩ punktów (aj, anj

), które nazwiemy wierzcho�lkami. Dla każdej takiej pary, aj
nazwiemy wierzcho�lkiem pocza̧tkowym, natomiast anj

wierzcho�lkiem końcowym.
Ponadto bȩdziemy mówili, że wierzcho�lki te stanowia̧ pocza̧tek i koniec krawȩdzi
k(aj , anj

).

Definicja 3.1.9 Skończonym grafem skierowanym odpowiadaja̧cym relacji R
(oznaczamy GR) nazywamy obiekt, w którym:

1. dany jest zbiór W jego wierzcho�lków;

2. dany jest zbiór K jego krawȩdzi;

3. określona jest funkcja g : K →W ×W , gdzie

g(k(aj, anj
)) = (aj, anj

)

dla j = 1, 2, ..., n.

�

Zadanie 3.1.8 Niech R bȩdzie relacja̧ określona̧ jak w zad. 3.1.7. Narysować
graf tej relacji.

Rozwia̧zanie

Zbiorem wierzcho�lków W jest zbiór X = {1, 3, 6}. Kolejne krawȩdzie grafu
powstana̧ w wyniku po�la̧czenia tych wierzcho�lków i, j, które sa̧ w relacji R. 1R6
oznacza, że wierzcho�lek 1 zostanie po�la̧czony krawȩdzia̧ k(1, 6) z wierzcho�lkiem 6.
Dla zaznaczenia pocza̧tku i końca krawȩdzi użyjemy odcinka (lub �luku krzywej)
zakończonego grotem. Ponieważ 1R1, wiȩc dla zaznaczenia tego faktu użyjemy
pȩtli. Dlatego graf naszej relacji bȩdzie siȩ sk�lada�l z 2 pȩtli oraz 4 krawȩdzi.
Rysunek 3.1 przedstawia graf relacji R.

�

Zadanie 3.1.9 Dane sa̧ dwie relacje R1 = {(1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 1)} określona
na A1 = {1, 2, 3} oraz R2 = {(3, 3), (3, 5), (4, 5), (5, 5)} określona na zbiorze A2 =
{3, 4, 5}. Narysować grafy reprezentuja̧ce te relacje oraz graf odpowiadaja̧cy sumie
tych relacji.
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Rysunek 3.1: Rysunek grafu relacji R

Rozwia̧zanie

Oznaczmy grafy reprezentuja̧ce relacje R1 i R2 odpowiednio GR1 oraz GR2 .
Ich wykresy przedstawiaja̧ rysunki 3.2 i 3.3.

Rysunek 3.2: Rysunek grafu GR1

Graf relacji R1∪R2 (GR1∪R2) powstanie przez ”po�la̧czenie”wykresów grafów
GR1 i GR2 .

�

Sposobem analitycznego kodowania grafów (czyli nowy sposób reprezentowa-
nia relacji) jest macierz. Macierz relacji R oznaczamy przez AR i nazywamy ja̧
również macierza̧ sa̧siedztwa.
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Rysunek 3.3: Rysunek grafu GR2

Rysunek 3.4: Rysunek grafu GR1∪R2

Fakt 3.1.1 Dla każdej dwuargumentowej relacji R określonej na skończonym
zbiorze n-elementowym A istnieje reprezentuja̧ca ja̧ macierz AR.

Jeśli przez a1, a2, ..., an oznaczymy elementy zbioru A, to

aij =

{
1 gdy aiRaj
0 gdy ¬(aiRaj).

Na odwrót dla każdej macierzy zero-jedynkowej A = [aij ] stopnia n istnieje
relacja R określona na zbiorze A = {a1, a2, ..., an}, taka że aiRaj ⇔ aij = 1.

�

Zadanie 3.1.10 Dana jest relacja R1 jak w zadaniu 3.1.9. Podać jej macierz
sa̧siedztwa.
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Rozwia̧zanie

W zbiorze A1 = {1, 2, 3} ustalamy kolejność od najmniejszej wartości do
najwiȩkszej. Macierz AR bȩdzie stopnia 3, bo |A1| = 3. Bȩdzie ona sk�lada�la siȩ z
4 niezerowych elementów, bo graf tej relacji mia�l 4 krawȩdzie z uwzglȩdnieniem
pȩtli.

Macierz AR ma postać

AR =

⎡
⎣ 0 1 0

0 1 1
1 0 0

⎤
⎦

Zwracamy uwagȩ na fakt, że o postaci macierzy sa̧siedztwa decyduje sposób
uporza̧dkowania zbioru, na którym określona jest relacja.

�
Zadanie 3.1.11 Podać macierz reprezentuja̧ca̧ relacji R←1 . Jaka jest zależność
pomiȩdzy macierzami AR oraz AR←?

Rozwia̧zanie

Z definicji relacji odwrotnej wynika, że R←1 = {(2, 1), (2, 2), (3, 2), (1, 3)}. Ma-
cierz reprezentuja̧ca tȩ relacjȩ przy uporza̧dkowaniu zbioru 1, 2, 3 jest postaci

AR← =

⎡
⎣ 0 0 1

1 1 0
0 1 0

⎤
⎦ .

Nietrudno zauważyć, że AR← = AT
R.

�
Zadanie 3.1.12 Dana jest macierz

A =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 1
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ .

Opisać relacjȩ R, taka̧ aby A = AR. Czy ta relacja jest przechodnia?

Rozwia̧zanie

Relacja R bȩdzie określona na zbiorze A = {1, 2, 3, 4} uporza̧dkowanym
rosna̧co. Macierz A posiada 6 jedynek, wiȩc relacja R sk�lada siȩ z 6 par ele-
mentów. Zatem R = {(1, 1), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (3, 4), (4, 4)}. Ponieważ (1, 3) ∈
R oraz (3, 4) ∈ R, ale (1, 4) �∈ R, relacja R nie jest przechodnia.
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�

Zadanie 3.1.13 O relacjach R1 i R2 wiadomo, że ich macierze sa̧siedztwa maja̧
postać:

AR1 =

⎡
⎣ 0 1 0

0 1 0
0 1 1

⎤
⎦ ,

AR2 =

⎡
⎣ 1 0 1

0 0 1
1 0 0

⎤
⎦ .

Narysować grafy oraz wyznaczyć macierze sa̧siedztwa relacji R1 ∪R2, R2 ◦ R1.

Rozwia̧zanie

Z postaci macierzy sa̧siedztwa wynika, że

R1 = {(1, 2), (2, 2), (3, 2), (3, 3)},

R2 = {(1, 1), (1, 3), (2, 3), (3, 1)}.
Wykorzystuja̧c definicjȩ sumy relacji otrzymamy:

R1 ∪R2 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)}

Graf tej relacji ma wtedy postać jak na rys. 3.5.

Rysunek 3.5: Rysunek grafu GR1∪R2

Natomiast macierz sa̧siedztwa ma postać:

AR1∪R2 =

⎡
⎣ 1 1 1

0 1 1
1 1 1

⎤
⎦ .
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Weźmy teraz z�lożenie relacji R2 ◦ R1, czyli

R2 ◦ R1 = {(1, 3), (2, 3), (3, 1), (3, 3)}.

Graf tej relacji wygla̧da jak na rys. 3.6.

Rysunek 3.6: Rysunek grafu GR2◦R1

Macierz sa̧siedztwa tej relacji jest postaci:

AR2◦R1 =

⎡
⎣ 0 0 1

0 0 1
1 0 1

⎤
⎦

�

Definicja 3.1.10 Każda̧ relacjȩ R na zbiorze A, która jest zwrotna, symetryczna
i przechodnia, bȩdziemy nazywali relacja̧ równoważności.

�

Zadanie 3.1.14 Dany jest zbiór A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} oraz
określona na nim relacja R

xRy ⇔ x|y.
Sprawdzić, czy jest to relacja równoważności.

Rozwia̧zanie

Musimy sprawdzić, czy jest to relacja typu: RZ, RS, RP. R bȩdzie zwrotna,
gdy ∀x∈A xRx. Ponieważ ∀n∈N+ n|n, zatem tym bardziej zachodzi powyższy
warunek, czyli R jest zwrotna. R bȩdzie symetryczna, gdy ∀x,y∈A xRy ⇒ yRx.
Wystarczy zauważyć, że 2|4, ale ¬(4|2). Powyższy przyk�lad świadczy o tym, że
R nie jest symetryczna, dlatego nie może być relacja̧ równoważności.

�
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Zadanie 3.1.15 Zbadać, czy relacja określona nastȩpuja̧co

xRy ⇔ 2|(x− y), x, y ∈ Z

jest relacja̧ równoważności.

Rozwia̧zanie

Relacja ta jest zwrotna, bowiem

∀x∈Z 2|(x− x) (x− x = 0 = 0 · 2).

Ponieważ (x− y) = (−(y − x)) = (−1) · (y − x), wiȩc

∀x,y∈Z 2|(x− y)⇒ 2|(y − x),

co dowodzi, że ta relacja jest symetryczna. Z faktu, że 2|(x − y), mamy, że
x− y = 2t1, t1 ∈ Z oraz z tego, że 2|(y − z), mamy y − z = 2t2, t2 ∈ Z. Dlatego
x− z = x− y + y − z = 2t1 + 2t2 = 2(t1 + t2), czyli 2|(x− z).
Wykazalísmy zatem, że R jest relacja̧ równoważności.

�

Maja̧c relacjȩ równoważności R na zbiorze A, każdemu elementowi a ∈ A
możemy przyporza̧dkować zbiór

[a]R = {b ∈ A : aRb},

który bȩdziemy nazywali klasa̧ abstrakcji elementu a relacji R.

Twierdzenie 3.1.1 (zasada abstrakcji) Dla każdej relacji równoważności R na
zbiorze A istnieje partycja tego zbioru, której jedynymi elementami sa̧ wszystkie
klasy abstrakcji. Na odwrót, dla danej partycji A = {At: t ∈ T} zbioru A istnieje
relacja równoważności RA na zbiorze A taka, że

∀a,b∈AaRAb⇔ ∃t∈Ta, b ∈ At.

�

Zadanie 3.1.16 Wyznaczyć klasy abstrakcji relacji z zadania poprzedniego.
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Rozwia̧zanie

Zgodnie z zasada̧ abstrakcji należy wyznaczyć podzbiory zbioru Z parami
roz�la̧cznie, tak aby wszystkie elementy każdego podzbioru by�ly ze soba̧ w relacji.
Ponadto podzbiory te musza̧ sumować siȩ do Z. Wiadomo, że (dlaczego?) różnica
dwóch liczb parzystych jest zawsze parzysta oraz różnica dwóch liczb nieparzy-
stych również jest liczba̧ parzysta̧. Z powyższego wynika, że relacja R określona
wzorem xRy ⇔ 2|(x− y) wyznacza nam dwie nastȩpuja̧ce klasy abstrakcji

[0]R = {2k : k ∈ Z}

oraz

[1]R = {2k + 1 : k ∈ Z}.
Ponieważ daja̧ one partycjȩ zbioru Z, stanowia̧ rozwia̧zanie zadania.

�

Definicja 3.1.11 Każda̧ relacjȩ R określona̧ na zbiorze A o w�lasnościach: re-
lacja jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia bȩdziemy nazywać czȩściowym
porza̧dkiem, a zbiór A z ta̧ relacja̧ zbiorem czȩściowo uporza̧dkowanym.

�

Zadanie 3.1.17 Sprawdzić, czy relacja R określona na zbiorze A = {1, 2, 3, 4}
jest czȩściowym porza̧dkiem, jeśli

R = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (1, 3), (2, 3), (3, 4), (1, 4)}.

Rozwia̧zanie

Należy sprawdzić, czy ∀x∈A xRx. Ponieważ (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4) ∈ R,
wiȩc R jest relacja̧ zwrotna̧. Mamy ponadto 1R3 ∧ ¬(3R1), 2R3 ∧ ¬(3R2),
3R4 ∧ ¬(4R3) oraz 1R4 ∧ ¬(4R1), co pokazuje, że (dlaczego?) R jest relacja̧
antysymetryczna̧. Natomiast relacja ta nie jest przechodnia, gdyż 2R3 ∧ 3R4),
ale ¬2R4. R nie jest wiȩc relacja̧ czȩściowego porza̧dku na zbiorze A.

�

Zadanie 3.1.18 Sprawdzić, czy relacja

R = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 4), (3, 4)}

określona na zbiorze A = {1, 2, 3, 4} jest czȩściowym porza̧dkiem.
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Rozwia̧zanie

Ponieważ (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4) ∈ R, wiȩc R jest relacja̧ zwrotna̧. Z defini-
cji R wynika, że dla x �= y, jeśli xRy, to ¬(yRx). Zatem tylko dla x = y mamy,
że xRy ∧ yRx, co dowodzi, że R jest antysymetryczna.

Ponadto
∀x,y,z∈A xRy ∧ yRz ⇒ xRz,

bowiem na przyk�lad

(1, 2) ∈ R ∧ (2, 4) ∈ R ∧ (1, 4) ∈ R,
(1, 3) ∈ R ∧ (3, 4) ∈ R ∧ (1, 4) ∈ R, itd.

Zatem R jest relacja̧ czȩściowego porza̧dku, a zbiór A = {1, 2, 3, 4} jest
czȩściowo uporza̧dkowany ta̧ relacja̧.

�

Uwaga 3.1.2 Jeśli relacja R jest czȩściowym porza̧dkiem, to zamiast pisać aRb,
bȩdziemy pisali a � b. Jeśli dodatkowo a �= b, to napiszemy a ≺ b.

�

Definicja 3.1.12 Niech A bȩdzie zbiorem czȩściowo uporza̧dkowanym relacja̧ �.
Dla a, b ∈ A powiemy, że b jest nastȩpnikiem a, jeśli:

1. a ≺ b,

2. ∀c∈A a ≺ c⇒ b � c.

�

Uwaga 3.1.3 Przez diagram Hassego bȩdziemy rozumieli graf relacji czȩściowo
uporza̧dkowanej, w którym krawȩdzie �la̧cza̧ wierzcho�lki a, b tylko wtedy, gdy b jest
nastȩpnikiem a.

�

Zadanie 3.1.19 Dany jest zbiór A = {1, 2, 3, 4} oraz relacja R określona jak w
zadaniu poprzednim. Narysować diagram Hassego tej relacji.

Rozwia̧zanie

Zauważmy, że 1 ≺ 2, 1 ≺ 3 i 1 ≺ 4 oraz 2 ≺ 4 i 3 ≺ 4. W diagramie Hassego
tylko 2 i 3 bȩda̧ nastȩpnikami 1. 4 bȩdzie nastȩpnikiem 2 oraz 3.
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Rysunek 3.7: Diagram Hassego relacji R

�

Definicja 3.1.13 Relacjȩ � czȩściowego porza̧dku nazwiemy relacja̧ porza̧dku,
gdy

∀a,b∈A a � b lub b � a.

�

Uwaga 3.1.4 O zbiorze A, na którym jest określona relacja porza̧dku, powiemy,
że jest zbiorem uporza̧dkowanym. Można spotkać siȩ również z określeniem
uporza̧dkowany liniowo.

�

Zadanie 3.1.20 Czy relacja R określona wzorem

xRy ⇔ x ≤ y, x, y ∈ Z

porza̧dkuje zbiór Z?

Rozwia̧zanie

Sprawdzimy, czy relacja jest porza̧dkiem. Relacja R jest zwrotna, bowiem
∀x∈Z x ≤ x. Ponieważ ∀x,y∈Z (x ≤ y ∧ y ≤ x) ⇒ x = y, wiȩc jest ona
antysymetryczna. Ponadto x ≤ y oraz y ≤ z, czyli x−y ≤ 0 i y−z ≤ 0. Dodaja̧c
obie nierówności stronami, otrzymamy, że

x− y + y − z ≤ 0⇔ x− z ≤ 0⇔ x ≤ z.

Z powyższego wynika, że R jest przechodnia. Z prawa trichotomii ∀x,y ∈ Z x ≤
y∨y ≤ x. Wykazalísmy zatem, że Z jest zbiorem uporza̧dkowanym relacja̧ s�labej
mniejszości ≤.
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�

Definicja 3.1.14 Niech A1, A2 bȩda̧ zbiorami czȩściowo uporza̧dkowanymi rela-
cjami �1 i �2 . Na ich produkcie A1 × A2 określmy relacjȩ R:

(a, b)R(a′, b′)⇔ a ≺1 a
′ lub a = a′ ⇒ b �2 b

′.

Relacjȩ R, bȩdziemy oznaczać �L i nazywać porza̧dkiem leksykograficznym na
A1 ×A2.

�

Fakt 3.1.2 Relacja �L jest relacja̧ czȩściowego porza̧dku.

�

Zadanie 3.1.21 Uogólnić definicjȩ uporza̧dkowania leksykograficznego na przy-
padek produktu trzech zbiorów.

Rozwia̧zanie

Z za�lożenia dane sa̧ trzy czȩściowo uporza̧dkowane relacjami �i zbiory Ai dla
i = 1, 2, 3. Ponieważ produkt kartezjański jest �la̧czny, możemy napisać

A1 × A2 ×A3 = (A1 ×A2)× A3.

Z definicji uporza̧dkowania leksykograficznego i powyższej uwagi dostaniemy
teraz

(a1, a2, a3) �L (b1, b2, b3)⇔ ((a1, a2), a3) �L ((b1, b2), b3)⇔
(a1, a2) ≺L (b1, b2) lub (a1, a2) = (b1, b2)⇒ a3 �3 b3 ⇔

a1 ≺1 b1 lub a1 = b1 ⇒ a2 �2 b2 lub (a1, a2) = (b1, b2)⇒ a3 �3 b3.

�

Zadanie 3.1.22 Uporza̧dkować leksykograficznie zbiór wszystkich 3-literowych
s�lów zbudowanych z liter a, b z porza̧dkiem naturalnym.

Rozwia̧zanie

Zbiór wszystkich 3-literowych s�lów powsta�lych z dwóch liter sk�lada siȩ z 8
elementów:

{aaa, aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb}.
Ponieważ a ≺ b, wiȩc z wyniku ostatniego zadania wynika, że (dlaczego?)

aaa ≺L aab ≺L aba ≺L abb ≺L baa ≺L bab ≺L bba ≺L bbb.
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�

Definicja 3.1.15 Niech A-zbiór czȩściowo uporza̧dkowany relacja̧ �, B-niepusty
jego podzbiór. Zbiór B jest ograniczony z góry, jeśli istnieje w zbiorze A taki
element ag, że

∀b∈B b � ag.

Zbiór B jest ograniczony z do�lu, jeśli istnieje w zbiorze A taki element ad, że

∀b∈B ad � b.

�

Definicja 3.1.16 Powiemy, że czȩściowo uporza̧dkowany zbiór A jest krata̧, jeśli

∀a,b∈A sup{a, b} ∈ A oraz inf{a, b} ∈ A.

Pozwala to nam zdefiniować na zbiorze A dwa dzia�lania kratowe

a ∨ b := sup{a, b}, a ∧ b := inf{a, b}.

�

Zadanie 3.1.23 Niech A = {1, 2, 3}. Czy rodzina P(A) z relacja̧ ⊆ jest krata̧?
Jak wygla̧daja̧ dzia�lania kratowe?

Rozwia̧zanie

Dobrze wiadomo, że relacja ⊆ jet czȩściowym porza̧dkiem na zbiórze P(A) =
{∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.

Weźmy diagram Hassego dla tej relacji.

�
Jak wynika z rysunku, mamy na przyk�lad:

sup({1}, {3}) = {1} ∨ {3} = {1, 3}

sup({1, 2}, {1, 3}) = {1, 2} ∨ {1, 3} = {1, 2, 3}
inf({1, 3}, {3}) = {1, 3} ∧ {3} = {3}
inf({1, 2}, {3}) = {1, 2} ∧ {3} = ∅

I ogólnie, nietrudno zauważyć, że dla A1, A2 ∈ P(A)

sup(A1, A2) = A1 ∪A2,

inf(A1, A2) = A1 ∩ A2.

�
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Rysunek 3.8: Diagram Hassego zbioru P(A) z relacja̧ ⊆

3.2 Zadania

Zadanie 3.2.1 W zbiorze N+ określona jest relacja dwuargumentowa R
nastȩpuja̧co:

nRm⇔ 2m + n = 13.

Zapisać tȩ relacjȩ jako zbiór par uporza̧dkowanych.

Zadanie 3.2.2 Niech A = {1, 2, 3, 4}, B = {a, b, c, d} oraz

1. R = {(1, a), (2, b), (3, d), (4, b), (2, c)},

2. R = {(1, a), (2, a), (3, a), (4, a)}.

Czy relacja R jest funkcja̧?

Zadanie 3.2.3 Niech R1 - relacja zwrotna na zbiorze X oraz R2 - relacja
zwrotna na zbiorze X. Czy ich suma jest relacja̧ zwrotna̧?

Zadanie 3.2.4 Sprawdzić, czy suma dwóch relacji symetrycznych na zbiorze X
jest symetryczna na tym zbiorze.

Zadanie 3.2.5 Podać przyk�lad relacji, która nie jest przechodnia.
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Zadanie 3.2.6 Uzasadnić, że dla relacji R ⊂ X × X nastȩpuja̧ce warunki sa̧
równoważne:

1. R jest symetryczna,

2. R ⊂ R←,

3. R = R←.

Zadanie 3.2.7 Dane sa̧ relacje określone na zbiorze X = {1, 2, 3}: R1 =
{(1, 1), (1, 2), (2, 3)} oraz R2 = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}. Wyznaczyć R = R2 ◦ R1.

Zadanie 3.2.8 Określić, które z w�lasności: RZ, RA, RS, RP w zbiorze A =
{1, 2, 3, 4} spe�lnia relacja R określona nastȩpuja̧co:

∀a,b∈A aRb⇔ |a− b| = 2.

Zadanie 3.2.9 Niech R bȩdzie relacja̧ określona̧ nastȩpuja̧co:

1. xRy ⇔ 2|(x+ y), x, y ∈ N,

2. xRy ⇔ x2 = y2, x, y ∈ R,

3. xRy ⇔ y = x + 2, x, y ∈ Q.

Które z w�lasności RZ, RA, RS, RP ma ta relacja?

Zadanie 3.2.10 Niech R bȩdzie relacja̧ określona̧ jak z zadaniu 3.2.8. Nary-
sować graf odpowiadaja̧cy tej relacji.

Zadanie 3.2.11 Niech R1 i R2 - relacje okreśone jak w zadaniu 3.2.7. Nary-
sować grafy reprezentuja̧ce te relacje. Narysować graf relacji R1 ∪R2, R2 ◦ R1.

Zadanie 3.2.12 Podać macierz sa̧siedztwa relacji R z zadania 3.2.8.

Zadanie 3.2.13 Podać macierz reprezentuja̧ca̧ relacjȩ R←, gdzie R - relacja z
zadania 3.2.8.

Zadanie 3.2.14 Podać macierz sa̧siedztwa relacji R1 ∪ R2 oraz R2 ◦ R1, gdzie
R1 i R2 to relacje określone w zadaniu 3.2.7.

Zadanie 3.2.15 Niech X = {1, 2, 3} oraz określmy relacjȩ R na zbiorze X
nastȩpuja̧co:

xRy ⇔ x + y �= 3.

Czy jest to relacja równoważności?
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Zadanie 3.2.16 Relacja R określona na zbiorze liczb rzeczywistych ma postać

xRy ⇔ x− y = 2.

Czy jest to relacja równoważności? Jeśli tak, to wyznaczyć jej klasy abstrakcji.

Zadanie 3.2.17 Relacja R określona jest na zbiorze liczb ca�lkowitych parzystych
nastȩpuja̧co:

xRy ⇔ 3|(x− y).

Czy jest to relacja równoważności? Jeśli tak, to wyznaczyć jej klasy abstrakcji.

Zadanie 3.2.18 P�laszczyznȩ R2 dzielimy na zbiory bȩda̧ce okrȩgami o środku w
pocza̧tku uk�ladu wspó�lrzȩdnych. Znaleźć relacjȩ R, dla której klasami abstrakcji
bȩda̧ te zbiory.

Zadanie 3.2.19 Sprawdzić, czy relacja

R = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (a, d), (b, d), (c, d)}

określona na zbiorze X = {a, b, c, d} jest relacja̧ czȩściowego porza̧dku.

Zadanie 3.2.20 Niech A = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}. Określmy relacjȩ R
nastȩpuja̧co:

∀x,y∈A xRy ⇔ x|y.
Czy zbiór A jest czȩściowo uporza̧dkowany? Jeśli tak, to narysować diagram
Hassego dla tego zbioru.

Zadanie 3.2.21 Uporza̧dkować leksykograficznie zbiór wszystkich 4-literowych
s�lów zbudowanych z liter a i c.

Zadanie 3.2.22 Uzasadnić, że relacja �n określona nastȩpuja̧co
∀s1,s2∈S(A) s1 �n s2 ⇔ s�lowo s1 jest wspó�lpocza̧tkowe ze s�lowem s2, czyli
s1 �n s2 ⇔ ∃s∈S(A) (być może λ) s1s = s2, jest czȩściowym porza̧dkiem na S(A),
ale nie jest porza̧dkiem.

Zadanie 3.2.23 Weźmy rodzinȩ P(X) z relacja̧ ⊆ . Uzasadnić, że

1. ⊆ jest czȩściowym porza̧dkiem,

2. ⊂ nie jest porza̧dkiem.

Znaleźć element najmniejszy i najwiȩkszy w P(X).

Zadanie 3.2.24 Czy na niepustym zbiorze można zdefiniować relacjȩ, która jed-
nocześnie bȩdzie czȩściowym porza̧dkiem i relacja̧ równoważności?

Zadanie 3.2.25 Weźmy zbiór R z relacja̧ ≤ . Czy (R,≤) jest krata̧? Jeśli tak,
to jak wygla̧daja̧ dzia�lania kratowe x ∨ y i x ∧ y?


