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1 Opis zjawiska

Bedziemy obserwowali proces tworzenia i podziatu produkcji materialnej zacho-
dzacy w systemie gospodarczym sktadajacym sie z jednorodnych pod wzgledem
powstajacego produktu gafezi. Zatozymy, ze produkcja kazdej galezi mierzona
jest w jednostkach fizycznych, co oznacza, ze analize zjawiska przeprowadzimy w
tzw. podejsciu tlosciowym.

Z punktu widzenia czasu, obserwacje taka mozna przeprowadzi¢ za okres mi-
niony (ex post) — stuzy wtedy ocenie dotychczasowych dziatan oraz za okres przy-
szty (ex ante) — wykorzystywana jest dla potrzeb planowania.

Zalozenia. Sytem produkcyjny S zlozony jest z n > 2 galezi produkeyj-
nych Gj;, 7 =1,2,...,n. W kazdej z gal¢zi produkowany jest jeden produkt P;.
Wielkosé¢ produkcji globalnej j—tej galezi oznaczymy przez Q; (w jednostkach).
Przeptyw, bedacy efektem podziatu produkcji globalnej, z i—tej gatezi do j—tej
oznaczymy przez d;; (w jednostkach). WielkoS¢ produktu koricowego dla G;
jako efektu pomniejszenia produkcji globalnej o taczng ilo$é przepltywéw ozna-
czymy przez qj (w jednostkach.)

Wtedy bilans w ujeciu iloSciowym, dla kazdej galezi G; przedstawia sig
nastepujaco

(prod. globalna); = (zuzycie na cele prod. w §); + (produkcja koncowa),. (1)

Dane do powyzszego bilansu kumuluje si¢ w postaci tzw. tablicy przeptywow
miedzygateziowych (TPM), ktora wyglada nastepujaco

Gatgz | Produkcja globalna | Przeptyw j — 1 | Produkcja koricowa
dj1 ‘ dj2 ‘ ‘ Qjn
Gy Q@1 quu | iz | --- | in 41
Gy (@2 1 | 922 | --- | don a2
G, Qj 41 | 952 | -~ | n 4
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2 Model matematyczny przeplywéw miedzygate-
ziowych

Dla kazdej galezi Gy, bilans (1) mozemy zapisa¢ nastepujaco

Q; = (Qj1+Qj2+---+CIjn) +q;, (2)

gdzie wyrazenie w nawiasie po prawej stronie réwnosci (2) jest miarg zuzycia na
cele produkcji w systemie S pochodzacego z gatezi j-tej.

W. Leontief zauwazyl, ze poprawna interpretacja bilansu (1) wymaga innego
zapisania sumy w nawiasie rownosci (2). W tym celu kazdy sktadnik tej sumy
zaplszemy nastepujaco

q;1 = %Ql, qQj2 = % = %Qn- (3)

Dla kazdego j,i definiujemy teraz liczby oznaczane przez aj;, gdzie

Q27"'7 an

Aji = % (4)

Wtedy rownosci (3) 1 (4) pozwalaja zapisa¢ sume w nawiasie bilansu (2) w
postaci nastepujacej

Q; = (alel +a;5Q2+ ... + aann) + qj, (5)
co przy uzyciu notacji sumacyjnej oznacza, ze dla kazdej gatezi G, zachodzi
rowWnosc

Q; => a; Qi +aq;. (6)
=1

Ostatnia rownos$é pozwala nam sformutowaé postaé macierzowqg modelu prze-
plywow miedzygateziowych. W tym celu zdefiniujemy trzy macierze

1 q1
Q - Q:z , 4= q:2 ; A = [ajl]
@n Gn

Wtedy fakt, ze bilans opisany rownaniem (6) zachodzi dla wszystkich gatezi
obserwowanego systemu produkcyjnego & mozemy na podstawie wyzej zdefi-
niowanych macierzy i definicji mnozenia macierzy zapisa¢ w postaci rdwnania
Maclerzoweqo

Q=AQ+q. (7)
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Uwaga 1

1. Réwnanie macierzowe (7) dalej bedziemy oznaczali symbolem MPM.

2. W rownaniu MPM wystepujace macierze nazywaja sie i majg nastepujace
interpretacje:
e Q nazywamy wektorem produkcji globalney;
e q nazywamy wektorem produktu koricowego;

e A nazywamy macierzq wspotczynnikow technicznych. Wtedy a;; dane
wzorem (4) ma nastepujaca interpretacje ekonomiczna

okredla ile jednostek produktu i-tej gatezi nalezy zuzy¢, aby
wyprodukowaé jedna jednostke produktu globalnego w gatezi
j—tej.
Poniewaz o wielkosci aj; decyduje zastosowana w systemie S techno-
logia, macierz A nazywamy macierzqg wspotczynnikow technicznych.

3. Rownanie MPM obowiazuje na dana chwile czasu ¢, dlatego dalej bedzie
zapisywane w postaci

Qi = AQ; + qy, (8)

7 uwaga, ze

(a) za okres przeszly, czyli w podejsciu ex post lub

(b) za okres przyszly, czyli w podejsciu ex ante.

4. Rownanie (8) rozumiane jest jako problem decyzyjny, a wiec znajac ma-
cierz A szukamy wektorow produkeji globalnej i produktu koncowego, aby
spelniaty MPM. Ponizej rozwiazemy kazda z tych sytuacji.

Fakt 1 Przypusémy, ze znamy macierz wspotczynnikow technicznych i wektor
produkcyi globalnej. Wtedy

qr = (In - At) Q. (9)
Istotnie, rownanie (8) jest rownowazne

Qi — AQ; = qy.

Ale I,Q; = Qq, skad z zasady rozdzielnosci mnozenia mamy rownosé (9).



2 MODEL MATEMATYCZNY PRZEPLYWOW MIEDZYGALEZIOWYCH

Uwaga 2

Macierz I, — A; nazywamy macierzqg Leontiewa albo macierzq struktury tech-
nicznej.

Fakt 2 Przypusémy, ze znamy macierz wspotczynnikow technicznych i wektor
produktu koricowego. Wtedy

-1
Q= (.- A) a (10)
o ile macierz I, — A; jest nieosobliwa.

Rownosé (10) wynika wprost z (9), o ile macierz I,, — A; jest nieosobliwa.

Uwaga 3

-1
Macierz ([n —At) nazywamy macierzq dodatkowego zapotrzebowania. Aby po-

prawnie zinterpretoweac jej znaczenie w procesie zjawiska przeptywow zatozymy,
ze zjawisko to bedziemy obserwowali w dwoch chwilach czasu: t oraz t 4+ At,
gdzie At > 0, przy zalozeniu, ze w obu tych chwilach macierz wspotczynnikow
technicznych jest jednakowa i dana jest przez A.

Wtedy, z MPM dla tych chwil dostaniemy odpowiednio

Q: = AQ; + q,

Qiint = AQuinr + drgaee

Odejmujac stronami oba réwnania od siebie, po skorzystaniu z zasady roz-
dzielnosci mnozenia dostaniemy

AQ = Quint — Q= A(Qt—i—At - Qt) + Qerae — e,
co zapiszemy nastepujaco
AQ=AAQ+ Aq.

Rozwiazujac teraz ostatnie roéwnanie ze wzgledu na AQ, przy zalozeniu, ze
istnieje macierz dodatkowego zapotrzebowania otrzymamy

AQ=(I,-A) Aq

Z ostatniej rownosci wynika teraz, ze na to aby produkt koncowy zwiekszyt
sie o jeden, produkcja globalna musi zwiekszy¢ sie o tyle na ile wskazuje macierz

(In — A) , co stanowi jej interpretacje.
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Na zakonczenie przedstawione powyzej wyniki zilustrujemy nastepujacym przy-

kladem.

Przyklad 1 Firma w okresie t produkuje 3 wyroby (w trzech wydziatach), co
przedstawiono w ponizszej tabeli

‘ Wyrob ‘ Qi ‘ di1 ‘ di2 ‘ B} ‘ 4d; ‘
1 2401 72| 36| 90 | 42
2 180 | 24 | 54| 30| 72
3 3001 48| 54| 60| 138

Nalezy:

1. napisaé¢ rownanie MPM;

2. przyymujgc, ze w nastepnym okresie w chwilt t+1 technika wytwarzania nie
ulegta zmianie, wyznaczyé zmiany w produkcie kornicowym, gdzie w okresie
10

t+1 produkcja globalna wzrosta o AQ = | 30
—50

3. obliczyé rozmiar produkcji globalnej, przy ktorej ilos¢ produktu korcowego
wynost ¢ = b1, g = 90, q3 = 90.
Rozwiazanie

1. Polega na ustaleniu wartoséci macierzy opisujacych MPM. Wyglada to na-

stepujaco:
240 42 0,3 0,2 0,3
Q=180 |, q=| 72 |, A=1]0,1 0,3 0,1
300 138 0,2 0,3 0,2

?

Dalej nalezy zapisa¢ rownanie MPM w postaci macierzowej po to aby rozwi-
na¢ je do postaci analitycznej, dla kazdego wydziatu/wyrobu. Na przyktad
dla wyrobu drugiego réwnanie MPM ma postaé

180 = 0,1-240 + 0,3 180 + 0,1 - 300 + 72.

2. Wyprowadzamy zaleznosci jak w uwadze 3, czyli
AQ=AANQ+ Aq,

skad po przeksztatceniu otrzymamy
Aq=(I;-A)AQ.

Podstawiamy do powyzszej zaleznosci dane liczbowe, wyliczamy macierz
16

Leontiewa, co daje Aq = | 25
—51
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51
3. Wiedzac, ze q = | 90 | skorzystamy z wyniku (10) faktu 3. W tym celu
90

nalezy wyznaczy¢ macierz dodatkowego zapotrzebowania. Z danych liczbo-
wych wynika, ze

53 25 23
30 30 30
1_ |1 50 10
(Is-A) =| 2 3 2
1725 47
30 30 30
134,1
Dlatego poszukiwany wektor produkcji globalnej ma wartos¢ Q = 197
244.9



