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Wydzia�l Zarza̧dzania i Informatyki

PWSZ im. Witelona w Legnicy

14 marca 2009

Któż z nas nie s�lysza�l o π, nawet jeśli nie zdaje sobie sprawy z tego, że litera π
pochodzi z alfabetu greckiego. Bowiem nie o znajomość greki tutaj chodzi, a jak
wiȩkszość z nas myśli, i s�lusznie, chodzi o ko�lo, czyli o geometriȩ. Każdy z nas
pewnie kiedyś na lekcji matematyki bada�l zależność obwodu tego ko�la od jego
średnicy i w wyniku kilku pomiarów stwierdzi�l zadziwiaja̧ca̧ zależność:

L

d
= const.,

gdzie L oznacza obwód ko�la, d jego średnicȩ.
W�laśnie to spostrzeżenie rzuca siȩ od razu w oczy, aczkolwiek wcale nie jest

jasne dlaczego tak jest! Jeśli już to zauważylísmy, to rzecza̧ naturalna̧ jest zapytać
o wartość tej sta�lej. Tym razem jest jeszcze gorzej aniżeli zdajemy sobie z tego
sprawȩ. Niewtajemniczeni chóralnie odpowiadaja̧ 3, 14, ale tym razem populizm
nie zwyciȩża, bowiem odpowiedź jest niepoprawna!

Co do jednego wa̧tpliwości nie powinnísmy mieć–ta sta�la, o której mowa jest
wyżej jest liczba̧. W takim razie pytanie powinno brzmieć: jaka̧ liczba̧?.

Zostawmy na chwilȩ ostatnia̧ kwestiȩ i zajmijmy siȩ sama̧ regu�la̧ proporcji, o
której mowa wyżej. Spróbujmy ja̧ uzasadnić.

W tym celu weźmy ko�lo o promieniu R. Niech L oznacza jego obwód. Wy-
bierzmy z tego ko�l jego wycinek o ka̧cie środkowym α ∈ (0o, 360o). Wtedy z
zasady proporcji d�lugość L̃ tego wycinka jest równa

L̃ = L
α

360
.

Za�lóżmy, że α = αo jest takie, że L̃ = R. Wtedy powyższa proporcja bȩdzie
mia�la postać

L

R
· αo = 360o,

co oznacza, że ka̧t pe�lny jest równy L
R

jednostek, gdzie jednostka̧ ta̧ jest miara
ka̧ta αo.

Spójrzmy teraz na rozważane ko�lo z punktu widzenia jego środka i pó�lprostej
wyprowadzonej z tego środka. Wtedy po�lożenie każdego punktu należa̧cego do
tego ko�la możemy opisać para̧ dwóch liczb:

ρ–odleg�loṡcia̧ tego punktu od środka ko�la,
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ϕ–miara̧ ka̧ta skierowanego w kierunku przeciwnym do wskazówek zegara,

gdzie ϕ ∈< 0o, 360o).
Weźmy teraz uk�lad wspó�lrzȩdnych kartezjańskich, gdzie na osi poziomej bȩ–

dziemy odmierzali wartości ka̧ta ϕ w jednostkach αo, zaś na osi pionowej wartości
ρ. Wtedy wszystkie punkty z ko�la o promieniu R można opisać za pomoca̧
punktów znajduja̧cych siȩ w prostoka̧cie umiejscowionym w zdefiniowanym wyżej
uk�ladzie, którego podstawa̧ jest odcinek < 0, L

R
) leża̧cy na osi Oϕ, natomiast

(lewym) bokiem odcinek < 0, R > leża̧cy na osi Oρ (patrz rysunek 1).

�

�[ ]�
�

Rysunek 1: obraz w uk�ladzie Oϕρ ko�la

Zauważmy, że wtedy pole tego prostoka̧ta równe jest d�lugości okrȩgu naszego
ko�la. Weźmy teraz wycinki naszego ko�la o parametrach: αo, r < R, jak to poka-
zano na rysunku 2, gdzie przez Lr oznaczylísmy d�lugość �luku wycinka o promieniu
r.

Wtedy wycinki w uk�ladzie Oϕρ bȩda̧ prostoka̧tami jak na rysunku 3.
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Rysunek 2: wycinek ko�lowy o parametrach αo, r, R

W takim razie z zasady proporcji, w jednostkach αo, Lr ma d�lugość

Lr = r · 1 [αo] = r,

dla każdego 0 < r ≤ R.
W szczególności, podstawiaja̧c r = R i z uwagi, że LR = R (patrz rysunek 2),

w standardowych jednostkach dostaniemy

R = L
αo

360
.
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Pokazalísmy zatem, że

dla każdego ko�la o promieniu R i d�lugości okrȩgu L zachodzi równość

L =
360

αo

R.

W szczególności
L

d
=

180

αo

, d = 2R.

Oznaczaja̧c teraz przez π wartość liczby

180

αo

,

możemy zapisać
L = 2πR.

�
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Rysunek 3: obrazy wycinków ko�lowych w uk�ladzie Oϕρ

Uwagi

1. Dobrze wiadomo, że miara ka̧ta αo w przybliżeniu ma wartość

57, 29577951o

i jednostkȩ 1[αo] nazywa siȩ radianem.
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2. Wtedy wartość przybliżona liczby π jest równa

π ∼= 3, 14159265376.

3. Wykazane wyżej zależności pozwalaja̧ konwertować jednostkȩ [o] na [rad]
i na odwrót. Jeśli dla ka̧ta p�laskiego α, przez αo oznaczymy jego miarȩ w
stopniach, a przez α(rad) w radianach, to

α(rad) =
αo

180o
π[rad].

Jak pokaza�l w 1882 roku F.Lindemann, liczba π nie jest pierwiastkiem
żadnego równania algebraicznego, a wiȩc postaci W (x) = 0, gdzie W
oznacza dowolny wielomian rzeczywisty o wspó�lczynnikach ca�lkowitych.
Jako taka nie może być liczba̧ wymierna̧. Pozwoli�lo to wraz z twierdze-
niem Wantzela–Gaussa rozstrzygna̧ć s�lynny problem szko�ly pitagorejskiej–
problem kwadratury ko�la. Pitagorejczycy pytali siȩ czy za pomoca̧ linijki i
cykrla można skonstruować kwadrat, którego pole bȩdzie równe polu danego
ko�la?. Z twierdzenia Wantzela–Gaussa wynika, że jeśli kwadratura ko�la
mia�laby rozwia̧zanie, to liczba π musia�laby być algebraiczna, a tak nie jest,
co wykaza�l Lindemann.

4. Na liczbȩ π, jak pokaza�l w 1748 roku L. Euler należy spojrzeć szerzej–z
perspektywy liczb zespolonych. Ze s�lynnego wzoru Eulera wynika, że

eπi + 1 = 0.

Fenomen tego wzoru polega na tym, że obok siebie znalaz�lo siȩ piȩć z
sześciu najważniejszych liczb (zabrak�lo miejsca na s�lynna̧ liczbȩ fi zwia̧zana̧
z cia̧giem Fibonacciego i ze z�lota̧ proporcja̧).

5. Liczba π doczeka�la siȩ również swojej interpretacji statystycznej. W roku
1773 Georges–Louis Leclerc hrabia Buffon sformu�lowa�l swój s�lynny problem.
Pyta�l w nim jakie jest prawdopodobieństwo, że ig�la o d�lugości l rzucona na
p�laszczyznȩ, na której naniesione sa̧ równoleg�le i oddalone od siebie o l
proste, przetnie taka̧ prosta̧. Metodami probabilistycznego modelu geome-
trycznego można pokazać, ze prawdopodobieństwo to jest równe 2

π
. Z kolei

metodami statystyki matematycznej pozwala to uzyskiwać bardzo dok�ladne
przybliżenie wartości liczby π, bowiem z mocnego prawa wielkich liczb wy-
nika, że

π ∼= 2n

kn

z prawdopodobieństwem 1,

gdzie n oznacza liczbȩ powtórzeń rzutów ig�la̧, kn liczbȩ przeciȩć.
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Artyku�l ten dedykujȩ swoim by�lym i obecnym studentom PWSZ w Legnicy.
Zajȩcia jakie odbywalísmy w ramach kursów z: matematyki, matematyki dys-
kretnej i metod probabilistycznych powinny przybliżyć Państwu poruszona̧ w tym
artykule tematykȩ. Rozmawialísmy bowiem o: liczbach zespolonych i ich postaci
wyk�ladniczej, równaniach algebraicznych, prawdopodobieństwie geometrycznym,
prawach wielkich liczb, cia̧gach rekurencyjnych Fibonacciego i o statystyce mate-
matycznej.

6



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


