Rozdzial 6

Elementy teorii gratéw i drzew

6.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykilady
Méwimy, ze mamy do czynienia z grafem nieskierowanym G, jesli dany jest:
1. zbidr jego wierzchotkéw W (G),
2. zbidr jego krawedzi K(G),
3. funkcja v kojarzaca krawedzie z wierzchotkami, czyli
v: K(G) — W(G) x W(Q), gdzie v(k) = (a,b).

Wtedy a,b € W(G) nazywamy koricami krawedzi k € K(G).
Dalej zalozymy ze W(G) jest skoriczony.

Interpretacje graficzna grafu G nazywamy wykresem albo rysunkiem grafu.

Zadanie 6.1.1 Niech A = {wy,wy, w3, wy}, B = {ky, ko, ks, ky, ks} oraz
Y(k1) = (wi,wr), Y(k2) = (w2, ws3), y(k3) = (w3, ws),

V(ks) = (wg, ws), V(ks) = (ws, wy).
Uzasadnic, ze A, B,y definiujg graf. Narysowac jego wykres.

Rozwiazanie
Zgodnie z definicja mamy: W(G) = A, K(G) = B, gdzie v jest funkcja

kojarzaca zbiory krawedzi i wierzchotkow tego grafu.
Rysunek grafu G' moze wyglada¢ jak na rysunku 6.1.
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Rysunek 6.1: rysunek grafu G

w3

Zadanie 6.1.2 Uzasadnié, ze rysunek 6.2 przedstawia wykres pewnego grafu.

Rysunek 6.2: rysunek grafu G

Rozwiazanie



6.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykiady 93

Mamy tutaj graf G, dla ktorego
W(G)=1{1,2,3}, K(G) ={a,b,c,d,e, f}
oraz przyporzadkowanie v okreslone wzorem
(@) = (1,2), v(b) = (2,3), 7(c) = (1,3),
7(d) = (2,2), 7(e) = (3,3), 7(f) = (L, 1).

t

W sytuacji jaka obsewowaliémy na rysunkach 6.1 i 6.2, gdzie dla pewnej
krawedzi k; € K(G) i wierzchotkéw a,, by, , zachodzi
v(ki) = (ay;, bi;) oraz a;; = by,

bedziemy méwili, ze krawedz k; jest petlg.

Przez droge dlugoscin w grafie G rozumiemy ciag n krawedzi (ki , kiy, - - ., ki)
takich, ze jesli

Y(ki;) = (aq;, bi;), to by, = a;,,, dla j=1,2,...,n—1.

Zadanie 6.1.3 Wskazac droge dtugosci 3 dla grafu z zadania 6.1.1 Czy graf ten
zawiera droge dtugos$ci 47

Rozwiazanie
Wystarczy wzia¢ ciag krawedzi
(k27 k37 k5) ZU‘b (k37 k57 k4)

Przyktadem drogi dtugosci 4 jest droga (ko, ks, ks, k).

Graf G nazywamy grafem prostym, jesli
1. nie posiada petli,

2. 7y jest odwzorowaniem réznowartosciowym.
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Zadanie 6.1.4 Poda¢ przyktad grafu bez petli, ktory nie jest grafem prostym.

Rozwiazanie

Rysunek 6.3 przedstawia przyktad takiego grafu. Mamy tutaj

Y(k1) = v(k2) = (a,b) i k1 # k.

k1

k2

Rysunek 6.3: rysunek grafu G

g

I ogdlnie, to ze odwzorowanie v jest roznowartosciowe oznacza, ze w grafie
nie ma krawedzi wielokrotnych, czyli dana par¢ wierzchotkow moze taczy¢ co
najwyzej jedna krawedz.

Zadanie 6.1.5 Dane sq dwa grafy G; = (K(Gi), W(Gi),%), i = 1,2. Powiemy,
ze grafy te sqg izomorficzne, co bedziemy zapisywali G1 = G, jesli istnieje bijekcja

taka, Ze
Viner (e k) = (a,0) & Fercy) 12(k2) = (i(a),i(b)). (6.1)

Uzasadnic, Ze:
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1.
2.

1zomorfizm definiuje relacje rownowaznosci w zbiorze grafow,

G1 = Gy = [W(G)| = [W(Gy)],

G = Gy = |K(Gh)| = |K(Gy)],

G1 = Gy = G jest prosty < Gy jest prosty.

Rozwiazanie

1.

Poniewaz odwzorowanie tozsamosciowe ma wlasnosé 6.1, relacja
GlRGQ <~ Gl = G2

jest relacja zwrotna. Jest symetryczna, gdyz odwzorowanie odwrotne i~!

spehia 6.1, o ile i spelnia. Pokazemy, ze relacja jest przechodnia. Zal6ézmy,
ze G1RG4y i GoRG3. Istnieja wtedy bijekcje

i;: W(G1) — W(Ga),

iy: W(Ga) — W(Gs)
takie, ze dla krawedzi k; € K(G;)

M (k1) = (a,0) & iser(ay) V2(k2) = (i1(a), 11 (b)).
Jednoczesnie dla ky istnieje jedyna krawedz ks € K(Gs), ze
V3(ks) = (i2(i1(a)), i2(i1 (b))
Ale zlozenie i = iy 0 i1: W(G) — W (G3) jest bijekcja i dla k; mamy
7 (k1) = (a,b) < istnieje k3 € K(G3)

v3(k3) = (i(a),i(b)),

co oznacza, ze GiRG3.

. Wynika z faktu, ze istnienie bijekcji o wlasnosci 6.1 oznacza réwnolicznosé

zbioréw W (Gy) 1 W(Gs).
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3. Warunek 6.1 wyznacza réwnolicznosé zbioréw K (Gp) i K(Gs).

4. Niech G i G5 beda izomorficzne. Gdyby graf G; mial petle, to dla pew-
nej krawedzi k; € K(G;) mielibysSmy v1(k1) = (a,a). Wtedy znalaztaby
sie krawedz ko € K(Gs), ze Y2(ka) = (i(a),i(a)). Dlatego graf Gy réwniez
mialby petle 1 na odwréot. Podobne rozumowanie mozemy powtérzy¢ w

przypadku krawedzi wielokrotnych. Dowodzi to, ze dla graféw izomorficz-
nych albo oba sa proste, albo tak nie jest.

OJ
Zadanie 6.1.6 Poda¢ przykltad dwdch izomorficznych réznych grafow (posia-
dajgcych rozne wykresy).
Rozwiazanie

Wezmy dwa grafy jak na rysunkach 6.4 1 6.5. Zauwazmy, ze G7 = G5, bowiem
i: {1,2,3} — {a,b,c},

i(1) = a, i(2) =0, i(3) = c.

Ponadto np. dla krawedzi ky mamy

Yi(ka) = (2,3),t0 ky — ky = (b =1i(2),c = i(3)).

k1 k2

k3

Rysunek 6.4: rysunek grafu G
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k3

k1 b

k2 c

Rysunek 6.5: rysunek grafu G

4

Kazda droge zlozona z réznych krawedzi nazywamy drogg prostg. Jesli do-
datkowo jest zamknieta i posiada rézne wierzcholki za wyjatkiem pierwszego i
ostatniego, to nazwiemy ja cyklem. Graf, ktéry nie zawiera cykli, nazywamy
grafem acyklicznym.

Zadanie 6.1.7 Czy droga zamknieta ztoZona z dwoch wierzchotkow moze byc cy-
klem?

Rozwiazanie
Wezmy graf G postaci: W(G) = {a,b}, K(G) = {k}. Jedyna droga za-

mknieta jest wtedy droga (a,b,a) albo (b,a,b). Poniewaz droga taka nie jest
prosta, wiec nie moze by¢ cyklem.

Zadanie 6.1.8 Podac¢ przyktad drogi prostej zamknietej, ktora nie jest cyklem.
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Rozwiazanie

Wezmy pod uwage graf jak na rysunku 6.6.

a
k6 K3 d
k1 c k4
K2 k5 o
b

Rysunek 6.6: rysunek grafu G

Wezmy droge wyznaczona przez wierzchotki (a,b,c¢,d e, c,a) i zlozona z
krawedzi (ky, ks, ks, ks, ks, ke). Jest to droga prosta i zamknieta. Mimo to nie
jest cyklem (dlaczego?).

Fakt 6.1.1 (O cyklu) Kazda droga zamknieta diugosci co najmniej 3 o réznych
wierzchotkach sktada sie z roznych krawedzi v jest cyklem.

Zadanie 6.1.9 Uzasadnié, ze dla kazdej drogi grafu G nastepujgce warunki sq
rownowazne

1. droga posiada rézine wierzchotks,

2. droga jest prosta i jako graf acykliczna.
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Rozwiazanie

(1) = (2) Wezmy droge dtugosci n zlozong z krawedzi (kq, ..., k,) o réznych
wierzchotkach (wy,ws, ..., w,y1), czyli

v(k1) = (w1, wa), ..., Y(kyn) = (Wp, Wpy1)-

Gdyby dla pewnych 1 <i < j <n krawedzie k; oraz k; byly jednakowe, to

(wi, wiy1) = v(ki) = v(k;) = (wy, wjy1),

skad

w; = w; lub w; = wjyq,

co na mocy zalozenia jest niemozliwe. Dlatego droga ta jest prosta. Definiuje
ona nam nowy graf Gy (zwany tez podgrafem grafu G), dla ktérego

W(Gl) = {wl, .. .,wn+1}, K(Gl) = {]{51, .. ,]{Jn}

z funkcja v, bedaca restrykcja funkcji v do zbioru K(G1). Z konstrukeji grafu Gy
wynika, ze nie moze on mieé¢ cykli (dlaczego?). Dlatego jest acykliczny.

(2) = (1) Niech G bedzie podgrafem acyklicznym grafu G bedacym droga prosta
(k1,...,k,) o wierzcholkach (wy,ws, ..., wy41). Gdyby w; = w; dla pewnych
1 <i<j<n+1, tosposrod wszystkich takich par wierzchotkéw wybierzmy te,
dla ktérej réznica j — i jest najmniejsza. Wezmy nowa droge (w;, wit1, ..., w;) 0
krawedziach (k;, ..., k;j_1). Z zalozenia droga ta jest prosta i zamknieta. Ponadto
za wyjatkiem wierzchotkéw w;, w; zloZona jest z réznych wierzchotkéw. Dlatego
jest cyklem. Przeczy to zalozeniu, ze podgraf G, jest acykliczny. Dlatego wierz-
cholki te sa rézne.

g

Twierdzenie 6.1.1 (I twierdzenie o grafie acyklicznym) Graf jest acykliczny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie zawiera zamknietej drogi prostej.

Zadanie 6.1.10 Sprawdzié, czy w grafie danym jak na rysunku 6.7 kazde dwa
jego wierzchotki mozna polgczyé drogg prostg. Czy graf ten jest acykliczny?
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Rysunek 6.7: rysunek grafu G

Rozwiazanie

Z 1 twierdzenia o grafie acyklicznym wynika, ze graf G' z rysunku 6.7 jest
acykliczny. Ponadto kazde jego dwa wierzchotki taczy dokladnie jedna droga
prosta. Ponizsze twierdzenie opisuje sytuacje ogélniejsza.

g

Twierdzenie 6.1.2 (1] twierdzenie o grafie acyklicznym) W kazdym grafie acy-
klicznym kazde dwa wierzchotki tgczy co nagmniej jedna droga prosta.

g

Dla w € W(QG) niech deg(w) oznacza liczbe wszystkich niezdegenerowanych
(czyli réznych od petli) krawedzi, dla ktérych jednym z koricéw jest wierzchotek
w powigkszona o podwojona liczbe petli w tym wierzchotku. Liczbe te bedziemy
nazywali stopniem wierzchotka. Dla k € N U {0} niech

Dy(G) = {w € W(GQ): deg(w) = k}|.

Jesli dla dowolnych dwéch wierzchotkéw deg(wy) = deg(ws), to o grafie G po-
wiemy, ze jest reqularny. Graf prosty o tej wlasnosci, ze

Y weew (@) Ieex (@) V(k) = (w1, ws)

bedziemy nazywali grafem petnym. Graf pelny o n wierzchotkach oznaczymy przez
K,.
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Zadanie 6.1.11 Uzasadnié, ze kazdy graf K, jest regularny.

Rozwiazanie

Z definicji grafu pelnego K,, wynika, ze deg(w) = n—1 dla kazdego wierzchotka

g

Zadanie 6.1.12 Sprawdzic, czy graf z rysunku 6.8 jest petny.

AN

Rysunek 6.8: rysunek grafu G

Rozwiazanie

Graf G z rysunku 6.8 nie jest grafem pelnym (dlaczego?). Z drugiej strony
dla kazdego wierzchotka w mamy deg(w) = 3, co oznacza, ze jest on regularny.
Zauwazmy, ze

> deg(w) =8-3 =24 =2|K(G)|.
weW (G)

Ponadto

_J0, gdyk #3;
Dk(G>_{8, gdy k=3

oraz

D kDy(G) =3-8=24=2|K(G)].
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4

Ponizsze twierdzenie ttumaczy, ze tak jest dla dowolnego grafu.

Twierdzenie 6.1.3 (O "usciskach dtoni”) Dla kazdego grafu G zachodzg wzory

> deg(w) = 2|K(G)|, Y kDy(G) = 2|K(G)|.
)

weW (G k>0

g

Jesli w grafie G istnieje droga prosta zamknieta zlozona ze wszystkich
krawedzi, to graf taki nazywamy grafem Eulera, a te droge cyklem Eulera.

Twierdzenie 6.1.4 (I twierdzenie Eulera) Jezeli G jest grafem Eulera, to sto-
pien kazdego wierzchotka jest liczbg parzystg.

4

Zadanie 6.1.13 Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne do I twierdzenia Eu-
lera?

Rozwiazanie

Przykiad grafu z rysunku 6.9 pokazuje, ze nie. Zauwazmy, ze graf z rysunku
6.9 moze by¢ traktowany jako suma mnogos$ciowa dwoch podgraféw o rozlacznych
zbiorach wierzchotkow. Oczywiscie stopien kazdego wierzchotka jest liczba pa-
rzysta, a mimo to graf G nie jest grafem Eulera.

Twierdzenie 6.1.5 (II twierdzenie FEulera) Kazdy graf, w ktérym stopien
kazdego wierzchotka jest liczbg parzystq jest sumg parami roztgcznych cyklow.
Jesli dodatkowo kazde dwa wierzcholki tgczy co najmniej jedna droga (mdwimy
wtedy, ze graf jest spdjny), to jest on grafem Eulera.
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w2 w7 wé

wil w3

w4 WS

Rysunek 6.9: rysunek grafu G

w4 w3

wé wb

wi w2

Rysunek 6.10: rysunek grafu G

Zadanie 6.1.14 Czy graf z rysunku 6.10 jest grafem Fulera? Jesli tak, to czy
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mozna przedstawic¢ go w postaci sumy roztgcznych cyklow? Wyznaczyc cykl Eulera
w tym grafie.

Rozwiazanie

Poniewaz dla kazdego w; € G, deg(w;) = 4 i graf jest spdjny, z II twierdzenia
Eulera G jest grafem Eulera. Roztozymy najpierw graf na parami roztaczne cykle.
Zauwazmy, ze

G =C,UCyU (s,

gdzie
Cy = (w17w6> - (w67w3) - (wg,w4) - (w4,w1),

Cy = (w1, wa) — (w2, ws) — (w3, ws) — (ws, wy),
03 = <w27w6> - (w67w4) - <w47w5> - (w57w2)'

Znajdziemy teraz cykl Eulera w tym grafie. Nalezy wyraznie podkresli¢, ze
samo twierdzenie Eulera (a wlasciwie jego dowéd) nie podaje zasady konstruk-
cji takiego cyklu, jedynie uzasadniajac jego istnienie. Skorzystamy z pewnego
dodatkowego faktu zwanego w literaturze algorytmem Fleury’ego (patrz np. [8]).

W wyniku pewnych czynnosci, ktére opiszemy ponizej, bedziemy konstru-
owali ciag kolejnych wierzchotkéw cyklu Eulera. Na wejsciu algorytmu bedziemy
uzywali wierzchotka, ktéry zostal skonstruowany na wyjsciu algorytmu w kroku
poprzednim. Na powyzszym przyktadzie pokazemy, ze w wyniku wykonania
skonczonej iloéci krokow algorytm trzeba bedzie przerwaé¢. Oznaczalo to bedzie,
ze konstrukcja cyklu Eulera bedzie zakonczona.

Sam algorytm polega na:

1. (wejscie) W przypadku inicjacji algorytmu-wybraniu z grafu G dowolnego
wierzchotka, w przypadku jego przebiegu na wzieciu wierzchotka wybranego
na wyjsciu algorytmu.

2. Moga zdarzy¢ sie trzy przypadki:

(a) z wybranego wierzchotka w nie wychodzi zadna krawedz. Przerywamy
algorytm.

(b) z wybranego wierzchotka w wychodzi dokladnie jedna krawedz k taka,
ze y(k) = (w,v). Wtedy bierzemy nowy graf, ktéry powstaje z do-
tychczasowego wskutek usuniecia z niego krawedzi k i wierzchotka w.
Wtedy na wyjsciu mamy wierzchotek v i nowy graf.
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(c) z wybranego wierzchotka wychodza co najmniej dwie krawedzie.
Wsréd nich wybieramy jedna krawedz k, taka ze po jej usunigciu z
grafu powstanie graf spéjny. Na wyjsciu otrzymamy nowo powstaty
graf i wierzchotek v taki, ze (k) = (w,v).

Pokazemy teraz, jak dziala algorytm Fleury’ego na przyktadzie grafu z ry-
sunku 6.10. Przypusémy, ze wybraliSmy wierzchotek w;. Poniewaz wychodza
z niego 4 krawedzie, musimy zwroci¢ uwage, aby wybra¢ wlasciwa. W naszym
przypadku kazda jest dobra, bowiem usuniecie dowolnej z nich daje dalej graf
spojny. Przyjmijmy, ze usuwamy (w;., wy). Dostaniemy wtedy graf

w4
w3

wl w2

Rysunek 6.11: rysunek grafu G,

oraz poczatek cyklu Eulera (wq, wy) —.

Z wierzchotka wy wychodza trzy krawedzie i réwniez usunigcie dowolnej z nich
z otrzymanego grafu GG; da dalej graf spéjny. Przyjmijmy, ze usuwamy krawedz
(wog, w3). Wtedy graf wynikowy Go bedzie wygladat jak narysunku 6.12

Cykl Eulera wyglada teraz
(w1, wq) — (wa, w3) —

Z wybranego wierzchotka w3 wychodza 3 krawedzie. Decydujemy si¢ na wyboér
(w3, ws). Dostaniemy kolejne uzupeienie do cyklu Eulera w postaci

(wl,w2) - (w2,w3) - (U)g,'lU5) - .

Natomiast graf GG3 bedzie wygladal jak na rysunku 6.13.
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w4l

w3

wé wb

W \W

Rysunek 6.12: rysunek grafu G,

w4 w3

wb wb
wi w2

Rysunek 6.13: rysunek grafu Gs

Z wierzchotka ws wychodza tez 3 krawedzie. Stosujac zasady algorytmu
mozemy wybraé (ws,ws). Wtedy nasz cykl bedzie miat postaé

(w17w2> - (w2,w3) - (wg,w5) - (w5,w4) - .

W efekcie z grafu G5 otrzymamy graf G, przedstawiony na rys. 6.14.

Dla wierzchotka w4 mamy podobna sytuacje jak w przypadku ws. Tym razem
wybierzemy krawedz (wy, wq). W efekcie dostaniemy ciag dalszy cyklu Eulera

(wy, we) — (wa, w3) — (w3, ws5) — (w5, wq) — (Wy, wy) —

oraz graf G5 przedstawiony na rysunku 6.15



6.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykiady 107

wd a W3
wé w5
w w2
Rysunek 6.14: rysunek grafu G4
wd s W3
wé wb
w w2

Rysunek 6.15: rysunek grafu Gy

W przypadku otrzymanego wierzchotka w; wybierzemy krawedz (wq,ws). Da
to nam odpowiednio

(w17w2> - (w2,w3) - (wg,w5) - (w5,w4) - (w4,w1) - (wlaw(i) -

oraz graf Gg przedstawiony na ry. 6.16.

Teraz mozemy jedynie usunaé krawedz (wg,ws3), bowiem usunigcie krawedzi
(wg, wy) spowoduje, ze graf wynikowy przestanie byé¢ spdjny.
W wyniku tego zabiegu otrzymamy

(w1;w2) - (wz,ws) - (’LU3,1U5) - (w5,w4) - (w4,w1) - (wl,wﬁ) - (w6,w3) -
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w4l w3

W6 wb

Rysunek 6.16: rysunek grafu Gg

Natomiast graf wynikowy G bedzie mial posta¢ jak na rysunku 6.17.

w4 = w3

wh wb

Rysunek 6.17: rysunek grafu G-

Sytuacja, jaka powstala w wyniku dotychczasowych czynnosci, dotyczy przy-
padku kiedy z kolejnego wierzchotka wychodzi dokladnie jedna krawadz. Zgodnie
z zasada algorytmu wykonamy teraz kolejno:

1. usuniemy krawedz (ws,w,) i wierzchotek ws, dostajac graf G,

2. z grafu Gy usuniemy krawedZ (wy, wg) 1 wierzchotek wy, otrzymujac graf

G97



6.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykiady 109

3. z grafu Gy usuniemy krawedZ (wg, ws) 1 wierzchotek wg, otrzymujac graf

G-

Rysunek 6.18 przedtawia wykres grafu Gy

wb

wi w2

Rysunek 6.18: rysunek grafu Gig

Wykonanie dwéch ostatnich krokéw da poszukiwany cykl Eulera
(w1, ws) — (wa, w3) — (w3, ws) — (w5, ws) — (wg, w1) — (wy,ws) —

(wg, w3) — (w3, wy) — (wy, wg) — (wg, wa) — (Wa, ws) — (ws, wr).

Kazda droge w grafie GG, ktéra przechodzi tylko raz przez kazdy wierzcholek
grafu, bedziemy nazywali drogg Hamiltona. Jesli dodatkowo droga ta jest za-
mknieta, to nazwiemy ja cyklem Hamiltona. Graf posiadajacy cykl Hamiltona
nazwiemy grafem Hamiltona.

Zadanie 6.1.15 Pokazaé, zZe kazda droga Hamiltona jest prosta, ale mie na
odwrot.

Rozwiazanie
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Poniewaz droga prosta nie musi przechodzi¢ przez wszystkie wierzchotki,
moze nie by¢ droga Hamiltona. WeZzmy teraz droge Hamiltona w grafie G po-
staci (ki, ko, ..., kn—1). Oznacza to, ze jesli W(G) = {wy,...,w,}, to v(kj) =
(wj,wjr1) dla j = 1,...,n — 1. Gdyby dla pewnych krawedzi k,, ks, r < s,
(k) = v(ks), to przez jeden z wierzchotkéw ze zbioru {w,, w11, ws, wsy1} droga
ta przechodzilaby co najmniej dwa razy. Dlatego w drodze Hamiltona krawedzie
nie sa wielokrotne, czyli jest ona prosta.

Zadanie 6.1.16 Czy kazdy graf Hamiltona jest grafem Fulera?

Rozwiazanie

Nie. W tym celu wystarczy wzia¢ graf Hamiltona, ktéry po modyfikacji dalej
jest grafem Hamiltona, ale nie jest grafem Eulera.

w4

wb
w3

Wi w2

Rysunek 6.19: graf Eulera i Hamiltona
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w4l

wb
w3

wl w2

Rysunek 6.20: graf Hamiltona

Zadanie 6.1.17 Niech G bedzie grafem Hamiltona takim, ze |W(G)| = n. Osza-
cowad liczbe | K (G)].

Rozwiazanie

Whprost z definicji grafu Hamiltona wynika, ze |K(G)| > n oraz n > 3. Przy
okazji zauwazmy, ze jest to tylko warunek dostateczny, co pokazuje przyktad grafu
z rysunku 6.21. Mamy tutaj: |W(G)| =5, |K(G)| =5, ale przez wierzcholek w;
kazda zamknieta droga Hamiltona przechodzi dwa razy.

wb

w4

w3

wl w2

Rysunek 6.21: graf G
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4

Twierdzenie 6.1.6 (Diraca) Niech G bedzie grafem prostym oraz |W (G)| =n >
3. Jesli dla kazdego wierzchotka w € W(G) zachodzi nieréwnos¢ deg(w) > %, to
G jest grafem Hamiltona.

Zadanie 6.1.18 Niech G bedzie grafem prostym i |W(G)| =n > 3. Pokazac, Ze
gesli dla dowolnych dwoch wierzchotkow wy, ws, ktore nie sqg potgczone krawedzig,
zachodzi nierownosé

deg(wy) + deg(ws) = n,

to G jest grafem Hamiltona. Jest to tzw. twierdzenie Oreya (patrz np. [8]).

Rozwiazanie

Dowdd opiera si¢ na rozumowaniu zastosowanym przy dowodzie twierdzenia
Diraca (patrz np. [8]). Przypus$émy, ze graf G ma whasnosci podane w tresci zada-
nia i nie jest grafem Hamiltona. Zdefiniujmy rodzine G ztozona z tych wszystkich
graféw G, ze:

1.
W(G)| = W(G)| =n,
2.
[K(G)| > |K(G)],
3.

deg(wy) + deg(ws) > n
dla dowolnych wierzchotkéw nie potaczonych krawedzia,

4. @G nie jest grafem Hamiltona.
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w3

w2

wa
wl

Rysunek 6.22: graf G

Z zalozenia rodzina G jest niepusta (zawiera (i) oraz skoriczona. Istnieje wiec
graf G, € G taki, ze

|K(G,)| = maz{|K(G)|: G € G}.

Z twierdzenia Diraca wynika, ze graf G, mozna tak zmodyfikowaé¢ poprzez
dodanie odpowiednich krawedzi, ze otrzymany graf G bedzie mial wiasnosci:
|(W(G,)| = |W(GE)| oraz |K(G?%)| > |K(G,)|. W takim razie G ¢ G i jako taki
jest grafem Hamiltona.

Rozwazmy te sytuacje na prostym przykladzie. Niech graf wyjsciowy G
wyglada jak na rysunku 6.22

Oczywiscie GG nie jest grafem Hamiltona. Odpowiadajace mu graty G, i G}
moga wyglada¢ tak jak na rysunkach 6.23 i 6.24.
Zauwazmy, ze GG jest grafem Hamiltona z cyklem

(w1;w2) — (w27w3) - (wg,w4) — (w4,w1),

ktory dla grafu G, jest tylko droga Hamiltona.
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w3

w2
wi w4
Rysunek 6.23: graf G,
w3
w2
wi w4l

Rysunek 6.24: grat G

Podobnie mamy w sytuacji ogélnej. W grafie GG, mozna wskaza¢ droge Ha-
miltona, powiedzmy

(w1, wy) — (W, w3) — ... = (Wp_1,wy),

gdzie przez wierzchotki (i tylko te wierzcholki) wi,w, nie przechodzi zadna
krawedz.

Definiujemy dwa zbiory A, B zlozone z tych wierzchotkéw, ktére sa potaczone
krawedziami odpowiednio z w i w,. Gdyby AN B = (), to poniewaz |AU B| =
|A| 4+ |B| i |A] = deg(w), |B| = deg(wsy) mieliby$my z zalozenia

|AUB| = |A| + |B| > n.



6.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykiady 115

Z drugiej strony zbior AU B jest co najwyzej n — l-elementowy. Oznacza to,
ze istnieje co najmniej jeden wierzcholek w; , ktory polaczony jest krawedzia z
wierzchotkiem w, oraz w,. Pozwala to zdefiniowa¢ w grafie G, cykl Hamiltona
(dlaczego?). Uzyskana sprzecznosé dowodzi, ze G jest grafem Hamiltona.

g

O grafie G powiemy, ze jest planarny, jesli jego wykres na plaszczyznie
wyrdznia sie tym, ze zadne jego krawedzie nie przecinaja sie. Wykres grafu
planarnego nazywa sie takze jego reprezentacjg planarng.

Zadanie 6.1.19 Pokazac, ze graf pelny Ky z rysunku 6.25 ma reprezentacjg pla-
narng.

w4
w3
wi w2
Rysunek 6.25: graf K,
Rozwiazanie

Zauwazmy, ze repreztacja planarna grafu K, moze wyglada¢ jak na rysunku
6.26.
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w2
wi

Rysunek 6.26: reprezentacja planarna grafu Ky

Twierdzenie 6.1.7 ([ wzor Eulera dla grafu planarnego ) Niech r oznacza liczbe
parami roztgcznych podzbioréw plaszczyzny (regiondw), ktore nie nalezg do repre-
zentacyi planarne; grafu G.
Wtedy
r=|K(G)] - [W(G)|+2

Twierdzenie 6.1.8 (I wzdr Eulera dla grafu planarnego) Dla kazdego grafu pla-
narnego G zachodzi nieréwnosé

[K(G)] < 3]W(G)] - 6.

Zadanie 6.1.20 Sprawdzié, czy graf pelny Kg jest planarny.

Rozwiazanie
Dla grafu K¢ mamy: |K(G)| =18, |W(G)| = 6. Poniewaz
IW(G)| —6=12 < |[K(G)| = 18,

na mocy II wzoru Eulera graf K4 nie moze by¢ grafem planarnym.
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4

Przez stopien regionu R grafu planarnego G bedziemy rozumieli liczbe
krawedzi, na jakie natrafimy, obchodzac ten region wokolo wzdtuz jego brzegu.
Oznaczymy ja przez deg(R).

Zadanie 6.1.21 Niech dany bedzie graf jak na rysunku 6.27. Wyznaczyé jego
regiony 1 podac ich stopnie.

wb
wi
w9 " w8
wi wb w7
w2 w3
Rysunek 6.27: graf G
Rozwiazanie
Mozemy  tutaj wyrézni¢  cztery  regiony: Ry ograniczony
krawedziami  (wq,ws),  (wa,ws),  (ws,wy), Ry,  wyznaczony  przez
krawedzie  (w2,we),  (we,wr),  (wr,ws),  (ws,wy), (wy,wg)  oraz
przez  (wq,ws), (w3, wy), (wy, ws, (ws, we)), R; dany  przez

(wg, wr), (wr,ws), (ws,wg), (wy,ws) oraz region R, ograniczony krawedziami

(w1, ws), (wa,ws), (w3, wy), (wa,ws), (ws,wr).
Ponadto mamy:

deg(Ry) = 3, deg(Rz) = 10 (jedna krawedZ musi by¢ liczona dwukrotnie!),

deg(Rs) =4, deg(Ry) = 5.
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Na koniec zauwazmy, ze

deg(Ry) + deg(Ry) + deg(R3) + deg(R4) = 22 = 2| K(G)|.

Twierdzenie 6.1.9 (Eulera o stopniu regionu) W kazdym grafie spojnym

D> deg(li) = 2|K(G)]

Zadanie 6.1.22 Przez graf Petersena rozumiemy graf, ktory podany jest na ry-
sunku 6.28. Sprawdzi¢, czy graf ten ma swojg reprezentacje planarng.

Rysunek 6.28: graf Petersena

Rozwiazanie

Przypusémy, ze graf Petersena ma reprezentacje planarna.  Poniewaz
(W(G)| = 10, |K(G)| = 15, to z I wzoru Eulera liczba regionéw takiego grafu
wynosi r = 15 — 10 + 2 = 7. Zauwazmy, ze dla kazdego regionu R;

deg(R;) > 5 (dlaczego?).
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Z twierdzenia Eulera o stopniu regionu wynika, ze
> deg(Ri) > 7-5— 35> 2|K(G)| =215 = 30.

Dlatego graf Petersena nie jest grafem planarnym.

Powiemy, ze graf G jest grafem dwudzielnym, jezeli
W(G) - W1 UWQ, W1 ﬂWz - (Z),

VkeK(G) Hwiewi, i=1,2 V(k‘) = (w1,w2)-

Zatem w przypadku grafu dwudzielnego zbiér jego wierzchotkow jest skate-
goryzowany i kazda krawedz takiego grafu taczy wierzchotki obu kategorii. Jesli
dodatkowo kazde dwa wierzchotki polaczone sa krawedzia, to graf taki nazywamy
pelnym grafem dwudzielnym i oznaczamy go przez K, ,, gdzie m = |Wi|, n =
|Wa|. Jasne jest, ze Ky, = K.

Twierdzenie 6.1.10 (Eulera o grafie planarnym dwudzielnym) Jesli G jest pla-
narnym grafem dwudzielnym, to

[K(G)] < 2IW(G)] - 4.

Zadanie 6.1.23 Problem podtgczenia mediow mozna opisac grafem Kss przed-
stawionym na rysunku 6.29. Czy graf ten ma realizacje planarng?

Rozwiazanie

Gdyby taka realizacja istniata, to speliona bytaby nieréwno$¢ podana w
powyzszym twierdzeniu Eulera. Tymczasem dla grafu K33 mamy: W(G) =
6, K(G)=29. Z tego powodu graf ten nie jest grafem planarnym.
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Rysunek 6.29: graf dwudzielny G

Zadanie 6.1.24 Uzasadnié, Ze problem kojarzenia par (patrz [6]) mozna opisaé
za pomocq grafu dwudzielnego.

Rozwiazanie
W problemie kojarzenia par mowa jest o dwdéch populacjach: kobiet i
mezezyzn.  Wiedzac, ze kazda kobieta zna pewien niepusty podzbiér zbioru

mezczyzn, nalezy opisaé¢ sytuacje, ktéra umozliwi skojarzenie réznych par.
Definiujemy graf G, dla ktorego

1.

W(G)= K UM, K — zbiér kobiet, M — zbiér mezczyzn,

e € K(G) & Jmyexxm Y(e) = (k,m), oile k zna m.

Zauwazmy, ze tak zdefiniowany graf jest grafem dwudzielnym, chociaz nieko-
niecznie pelnym. Problem kojarzenia par sprowadza si¢ teraz do pytania:

kiedy z grafu G mozna wybraé¢ podgraf H, dla ktérego

oraz

K(H) ={e € K(G): Viex Imem! 7(e) = (k,m)}.
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Dalej tak powstaly graf H, o ile istnieje, bedziemy nazywali grafem skojarzo-
nym. Zauwazmy, ze jesli G ma graf skojarzony H, to (dlaczego?)

|K| < |M| oraz

Vack [Al <[S(A)],

gdzie
m € S(A) C M < 3 ke A kznam.

Przesledzmy te sytuacje na przykladzie, biorac graf G jak na rysunku 6.30,
ktory opisuje wszystkie mozliwe skojarzenia pomiedzy zbiorem kobiet K =

{k1,..., ks} i zbiorem mezczyzn M = {mq, ..., mz}.
k1 k2 k3 k4 k5
] L L]
||
mi m?2 m3 m4 m5 mb m7/

Rysunek 6.30: graf dwudzielny G

Poniewaz ki zna tylko my, krawedzie: (kg,mq), (ks,m1), (ks4,mq) nalezy
usuna¢ z grafu G. W powtalym grafie z podobnej przyczyny nalezy usunaé
(ks,m2) @ (k4,mso), a nastepnie (kg,mg3), (ks,m3). Aby z otrzymanego grafu
stworzy¢ graf skojarzenia, sposréd trzech krawedzi: (ks,ms), (ks,mg), (ks,mz)
tylko jedna nalezy zachowa¢. W efekcie tych czynnosci graf skojarzenia H moze
wyglada¢ nastepujaco
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k1 k2 k3 k4 k5

[ ] L L] [ ]

u " n n u
mi m2  m3 m4 ms5 mé6  m7

Rysunek 6.31: graf skojarzony H

Twierdzenie 6.1.11 (Halla o grafie skojarzonym) Warunkiem koniecznym i do-
statecznym istnienia podgrafu skojarzonego H dla grafu dwudzielnego G takiego,

ze W(G) = AU B jest, aby
| Al < [B] i Vxca [X]| < [S(X)].

4

Jesli G jest grafem acyklicznym i spéjnym, to bedziemy nazywali go drzewem
i oznaczali przez T. Wtedy kazdy w € W(T) taki, ze deg(w) = 1 bedziemy
nazywali lisciem tego drzewa.

Zadanie 6.1.25 WezZmy czgsteczke weglowodoru C,Hoy, o, n > 1. Na podstawie
graficznej reprezentacyi tej czqsteczki skonstruowac odpowiadajgcy jej model w po-
staci grafu. Uzasadnié, Ze graf ten jest drzewem T,,. Wyznaczyé K(T,) i W(T,).

Rozwiazanie

Z chemii organicznej wiadomo, ze czasteczka C, Hs, 1o ma nastepujaca swoja
reprezentacje graficzna



6.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykiady 123

H H H H
H ¢ —¢c..Cc—— C —H
H H H H

Rysunek 6.32: reprezentacja graficzna C, Ho, 12

Na tej podstawie graf T;,, moze wyglada¢ tak jak na rysunku 6.33. Poniewaz
graf ten jest spojny i nie posiada cyklu, jest drzewem. Ponadto T, jest grafem
prostym. Wprost z rysunku tego grafu widzimy, ze |W(T,)| = n+2n+2 = 3n+2.
Z twierdzenia o "uscisku dloni”wynika, ze 2|K(T,)| = >_ deg(w) + 2. Poniewaz
sposréd wierzchotkéw grafu T,,, dla n z nich deg(w) = 4 oraz dla 2n+2, deg(w) =
1, dostaniemy

2|K(T,)| =4n+2n+2=6n+2= |K(T,)| =3n+ 1.

Twierdzenie 6.1.12 (O identyfikacji drzewa) Kazdy graf prosty G jest drzewem
doktadnie wtedy, gdy K(G) =W (G) — 1 oraz jest spdjny.

g

Zadanie 6.1.26 Narysowaé¢ drzewo reprezentujgce czgsteczke butanu CyHig.
Narysowaé to drzewo z punktu widzenia wybranego liscia.
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Rysunek 6.33: drzewo T,,

Rozwiazanie

WezZmy najpierw drzewo 75 butanu jak na rysunku 6.34

Narysujemy teraz ten sam graf, ale z punktu widzenia jego liscia. Tak wy-
brany li$¢ w teorii drzew nazywamy korzeniem. Odpowiedni wykres grafu przed-
stawiamy na rysunku 6.35.

g

Powiemy, ze T jest drzewem spinajgcym grafu G, jesli |W(T)| = |W(G)| oraz
T jest podgrafem G.

Twierdzenie 6.1.13 (patrz np. [8]) Kaidy graf spdjny ma drzewo spinajgce.

i
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w10 w9 w8 w7
w11 w12 w13 wil4
wi " Wo
W2 w3 w4 w5

Rysunek 6.34: drzewo butanu

Zadanie 6.1.27 Wyznaczyé wszystkie drzewa spinajgce grafu Ks.
Rozwiazanie

Oczywiscie dostaniemy 3 takie drzewa przedstawione na rysunku 6.36.

Mozna pokazaé (tw. Cayle’a, patrz np. [8]), ze dla grafu pelnego K, liczba
wszystkich drzew spinajacych wynosi n" 2.

Zadanie 6.1.28 Niech G bedzie grafem spojnym, w ktorym kazdej kroawedzi k €
K(G) przyporzgdkowalismy liczbe naturalng w(k) zwang wagg krawedzi k. Z grafu
G wybrac takie drzewo spinajgce T, Ze ZkeK(T) w(k) = min.

Rozwiazanie
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wl
10
W w2
wil

wil2

W w3
wl3

W&/\. W
wl4

w7 i w5
wb

Rysunek 6.35: drzewo butanu z korzeniem w,

Rysunek 6.36: drzewa spinajace grafu K

Oznaczmy przez T zbiér wszystkich drzew spinajacych graf G. Z twierdzenia
o istnieniu drzewa spinajacego wynika, ze zbior ten jest niepusty. Oczywiscie jest
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tez skonczony. Wezmy zbiér
w={ > wk):TeT}.
keK(T)
Wtedy W jest niepustym i skoriczonym podzbiorem zbioru liczb naturalnych.
Istnieje zatem drzewo spinajace T, € T, ze
w, =min W = Z w(k).
keK (To)

Wybér takiego drzewa przeprowadzimy metoda algorytmu Kruskala (patrz
np. [8]). W tym celu wezmy graf G z wagami jak na rysunku 6.37.

Rysunek 6.37: graf z wagami

Zaczynamy od wyboru krawedzi o najmniejszej wadze. Jesli takich krawedzi
jest wiecej anizeli jedna, wybieramy dowolna z nich. Pozostale wykreslamy z
grafu. W naszym przypadku mamy dwie takie krawedzie: (wy,ws) i (w3, ws).
Wybierzemy (w3, ws). W kolejnym kroku sposréd krawedzi pozostatych wybie-
ramy ponownie krawedz o najmniejszej wadze, dbajac o to, aby nie zamykala
ona cyklu powstalego z wczesniej wybranych krawedzi. Postepujemy tak diugo,
az wybierzemy podgraf bedacy drzewem.

Wréémy do naszego grafu G. Po wyborze (ws, ws) bierzemy teraz (ws,w).
W takim razie krawedZ (wq,ws3) zostaje wykreslona z grafu. Kolejng wybrang
krawedzig bedzie (wq,w,). Wtedy nie mozemy wybraé¢ krawedzi (w4, w3). Po-
zostaje do wyboru (we,ws). Poniewaz wyczerpaliSmy zbiér wszystkich wierz-
chotkéw grafu G, proces wyboru zakonczyl sie. Otrzymaliémy w ten sposob
drzewo spinajace o minimalnym ciezarze w(T) =2+ 3+4+2 = 11.
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wH

w3

wl

w4 w2

Rysunek 6.38: drzewo spinajace o minimalnym cigezarze

g

Drzewo z wyréznionym korzeniem nazywamy drzewem binarnym, jesli kazdy
wierzcholek w nie bedacy ani korzeniem, ani liSciem, czyli deg(w) > 1, ma co
najwyzej dwa liscie. W literaturze takie wierzchotki nazywamy weztam: drzewa.

Zadanie 6.1.29 Podac¢ przyktad drzewa binarnego. Zaproponowac Sposob
uporzgdkowania takiego drzewa, wykorzystujgc teorie relacyi porzadku.

Rozwiazanie

WezZmy drzewo z wyrdéznionym korzeniem jak na rysunku 6.39. Oczywiscie
kazdemu weztowi odpowiadaja co najwyzej dwa liscie. W celu uporzadkowania
tego drzewa wezmy pod uwage alfabet ¥ = {a,b}, z relacja a < b. Prze-
prowadzimy teraz proces tzw. etykietyzacji tego drzewa polegajacy na przy-
porzadkowywaniu kolejnym wierzchotkom elementéow stownika powstatego z alfa-
betu Y. Dostaniemy kolejno:

w; — A (stowo puste), wy — a, wy — b,

wy — aa, ws — ab, wg — ba,
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wy; — aba, wg — abb, wg — abba, w1y — abbb.

Poniewaz zbidr stow
S ={\, a,b,aa,ab, ba, aba, abb, abba, abbb}
jako podzbioér stownika mozna uporzadkowaé relacja standardowa <
A=sa =<5b=<,aa <, ab <, ba <, aba <, abb <, abba <, abbb,

umozliwia to uporzadkowanie naszego drzewa binarnego.

Wl

w2 W3

w4 wbd wé

w7/ w8

wQ w10

Rysunek 6.39: drzewo binarne

6.2 Zadania

Zadanie 6.2.1 Sporzgdzic¢ rysunek grafu G, jesli
W= {CL, ba Cy d7 6}7 K= {kh k27 k37 k47 k57 kﬁ}a
V(kl) = (ba b)7 7(162) = ((1,, C)a fy(k‘i’)) = ((1,, a)a 7(164) = (C’ 6)7
7<k5) = (Cv d)7 7<k6) = (CL, b)

Czy G moze miec inng postaé reprezentacji graficznej?
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Rysunek 6.40: graf G

Zadanie 6.2.2 Dany jest graf jak na rysunku 6.40. Podac jego opis analityczny.

Zadanie 6.2.3 Uzasadnié, ze rysunek 6.41 przestawia wykres pewnego grafu.

(D
O O

Rysunek 6.41: graf G

Zadanie 6.2.4 Podac¢ przyktad grafu acyklicznego.

Zadanie 6.2.5 W grafie podanym na rysunku 6.42 wskazac droge dtugosci 3. Czy
graf ten posiada droge ditugosci 47 Czy w grafie tym istniejg drogi proste?
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Rysunek 6.42: graf G

Zadanie 6.2.6 Udowodnié¢ twierdzenie o "usciskach dioni”.

Zadanie 6.2.7 Narysowaé graf ilustrujgcy problem mostow krolewieckich
1 wyjasnicé dlaczego problem Eulera nie ma rozwigzania.

Zadanie 6.2.8 Dany jest graf jak na rysunku 6.43

Rysunek 6.43: graf G

Czy jest to graf prosty? Czy G jest grafem acyklicznym? Czy G jest grafem
spdjnym? Obliczyé " deg(w).
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Rysunek 6.44: graf G

Zadanie 6.2.9 Czy graf G z rysunku 6.44 jest grafem pelnym?

Zadanie 6.2.10 Sprawdzié, zZe graf Petersena moze miec¢ nastepujgcq interpre-
tacje algebraiczng
W= {uja vy, j = 07 17 27374}7

K = {xj7yj7 Zj: ’)/(37]) = (uj7 u(j+1)mod5>7
V(y]) = (’Ujavj-l—Q(modE)))a 7(2]) = (ujavj)a j = 07 1a 273a4}

Zadanie 6.2.11 Pokazac, ze graf Petersena ilustruje dziatanie dwoch permutacyi

(u07 Ui, Uz, U3z, U4)(UO, V2, V4, V1, US)

(Uos Vo) (U1, v1) (U2, v2)(us, v3)(Us, v4)

na zbiorze wierzchotkow W = {u;, v;, j =0,1,2,3,4}.

Zadanie 6.2.12 Uzasadnié, Ze graf z rysunku 6.45 ma cykl Eulera. Stosujgc
algorytm Fleury’ego, skonstruowac ten cykl.

Zadanie 6.2.13 ZnaleZ¢ cykl Hamiltona w grafie podanym na rysunku 6.46.
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Rysunek 6.45: graf G z cyklem Eulera

Rysunek 6.46: graf G z cyklem Hamiltona

Zadanie 6.2.14 Korzystajgc z twierdzenia FEulera o cyklu Eulera pokazac, Ze
skonczony graf spojny majecy doktadnie dwa wierzcholki stopnia nieparzystego
ma droge Fulera.
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Zadanie 6.2.15 Uzasadnié, ze graf z rysunku 6.47 nie jest grafem Hamiltona.

Rysunek 6.47: graf G

Zadanie 6.2.16 Niech A = {0,1, ag, a3, Qy4, CL5}, B = {bl, bg, bg, b4, b5, b6, b7, bg}
Na A x B definiujemy relacje S

a18b1, a18b8

asSby, asSbg, asSby,
a3Sby, azSbg,
a4Sbs, a,Sby,
asSbs, asSby.
Narysowaé graf reprezentujgcy skojarzenia opisane relacjg S. Czy graf ten po-

siada graf skojarzony?

Zadanie 6.2.17 Uzasadnié, ze dwa grafy przedstawione na rysunku 6.48 sq izo-
morficzne. Skonstruowaé ten izomorfizm.

Zadanie 6.2.18 Uzasadnié¢, ze graf z rysunku 6.49 moze byé wykorzystany do
celu konstrukcji kodu Graya dtugosci 3.

Zadanie 6.2.19 Ktore dwa sposrod trzech grafow z rysunkow 6.50 i 6.51 na
pewno nie sg izomorficzne, a ktore mogq byé izomorficzne? Sprawdzié czy sq.
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Rysunek 6.48: grafy izomorficzne

Rysunek 6.49: graf G
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Rysunek 6.50: graf Gy iGo

Rysunek 6.51: graf G;

Zadanie 6.2.20 Dany jest graf jak na rysunku 6.52. Czy jest to graf planarny?
Sprawdzi¢, czy zachodzi dla tego grafu tuierdzenie Eulera o regionach.

Zadanie 6.2.21 Wyjasnié znaczenie drzewa przeszukiwan binarnych.
Zadanie 6.2.22 Czy graf, ktory nie jest spdjny moze mie¢ drzewo spinajgce?

Zadanie 6.2.23 Narysowaé kilka drzew spinajgcych graf Ky. Jle jest takich
drzew?
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Rysunek 6.52: graf G

Zadanie 6.2.24 Czy graf z rysunku 6.53 zawiera drzewo spinajgce? Jesli tak, to
narysowac je.

Rysunek 6.53: graf G

Zadanie 6.2.25 Niech G bedzie grafem z wagami jak na rysunku 6.54. Wybraé
takie drzewo spinajgce T, Ze ZRGK(T) w(k) = min.



138 Elementy teorii graféw i drzew

Rysunek 6.54: graf G



