
Rozdzia�l 6

Elementy teorii grafów i drzew

6.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyk�lady

Mówimy, że mamy do czynienia z grafem nieskierowanym G, jeśli dany jest:

1. zbiór jego wierzcho�lków W (G),

2. zbiór jego krawȩdzi K(G),

3. funkcja γ kojarza̧ca krawȩdzie z wierzcho�lkami, czyli

γ:K(G) −→ W (G)×W (G), gdzie γ(k) = (a, b).

Wtedy a, b ∈W (G) nazywamy końcami krawȩdzi k ∈ K(G).
Dalej za�lożymy że W (G) jest skończony.

Interpretacjȩ graficzna̧ grafu G nazywamy wykresem albo rysunkiem grafu.

Zadanie 6.1.1 Niech A = {w1, w2, w3, w4}, B = {k1, k2, k3, k4, k5} oraz

γ(k1) = (w1, w1), γ(k2) = (w2, w3), γ(k3) = (w3, w4),

γ(k4) = (w4, w5), γ(k5) = (w4, w4).

Uzasadnić, że A,B, γ definiuja̧ graf. Narysować jego wykres.

Rozwia̧zanie

Zgodnie z definicja̧ mamy: W (G) = A, K(G) = B, gdzie γ jest funkcja̧
kojarza̧ca̧ zbiory krawȩdzi i wierzcho�lków tego grafu.

Rysunek grafu G może wygla̧dać jak na rysunku 6.1.
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Rysunek 6.1: rysunek grafu G
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Zadanie 6.1.2 Uzasadnić, że rysunek 6.2 przedstawia wykres pewnego grafu.

. .

.

f 1 a
2

d

b

c

3

e

Rysunek 6.2: rysunek grafu G

Rozwia̧zanie
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Mamy tutaj graf G, dla którego

W (G) = {1, 2, 3}, K(G) = {a, b, c, d, e, f}

oraz przyporza̧dkowanie γ określone wzorem

γ(a) = (1, 2), γ(b) = (2, 3), γ(c) = (1, 3),

γ(d) = (2, 2), γ(e) = (3, 3), γ(f) = (1, 1).

�

W sytuacji jaka̧ obsewowalísmy na rysunkach 6.1 i 6.2, gdzie dla pewnej
krawȩdzi ki ∈ K(G) i wierzcho�lków aij , bij , zachodzi

γ(ki) = (aij , bij ) oraz aij = bij ,

bȩdziemy mówili, że krawȩdź ki jest pȩtla̧.

Przez drogȩ d�lugości n w grafie G rozumiemy cia̧g n krawȩdzi (ki1, ki2, . . . , kin)
takich, że jeśli

γ(kij) = (aij , bij ), to bij = aij+1
dla j = 1, 2, . . . , n− 1.

Zadanie 6.1.3 Wskazać drogȩ d�lugości 3 dla grafu z zadania 6.1.1 Czy graf ten
zawiera drogȩ d�lugości 4?

Rozwia̧zanie

Wystarczy wzia̧ć cia̧g krawȩdzi

(k2, k3, k5) lub (k3, k5, k4).

Przyk�ladem drogi d�lugości 4 jest droga (k2, k3, k5, k4).

�

Graf G nazywamy grafem prostym, jeśli

1. nie posiada pȩtli,

2. γ jest odwzorowaniem różnowartościowym.
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Zadanie 6.1.4 Podać przyk�lad grafu bez pȩtli, który nie jest grafem prostym.

Rozwia̧zanie

Rysunek 6.3 przedstawia przyk�lad takiego grafu. Mamy tutaj

γ(k1) = γ(k2) = (a, b) i k1 �= k2.

. . b

k1

k2

a

Rysunek 6.3: rysunek grafu G

�

I ogólnie, to że odwzorowanie γ jest różnowartościowe oznacza, że w grafie
nie ma krawȩdzi wielokrotnych, czyli dana̧ parȩ wierzcho�lków może �la̧czyć co
najwyżej jedna krawȩdź.

Zadanie 6.1.5 Dane sa̧ dwa grafy Gi =
(
K(Gi),W (Gi), γi

)
, i = 1, 2. Powiemy,

że grafy te sa̧ izomorficzne, co bȩdziemy zapisywali G1
∼= G2, jeśli istnieje bijekcja

i:W (G1)→W (G2)

taka, że

∀k1∈K(G1) γ1(k1) = (a, b)⇔ ∃!k2∈K(G2) γ2(k2) = (i(a), i(b)). (6.1)

Uzasadnić, że:
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1. izomorfizm definiuje relacjȩ równoważności w zbiorze grafów,

2.

G1
∼= G2 ⇒ |W (G1)| = |W (G2)|,

3.

G1
∼= G2 ⇒ |K(G1)| = |K(G2)|,

4.

G1
∼= G2 ⇒ G1 jest prosty⇔ G2 jest prosty.

Rozwia̧zanie

1. Ponieważ odwzorowanie tożsamościowe ma w�lasność 6.1, relacja

G1RG2 ⇔ G1
∼= G2

jest relacja̧ zwrotna̧. Jest symetryczna, gdyż odwzorowanie odwrotne i−1

spe�lnia 6.1, o ile i spe�lnia. Pokażemy, że relacja jest przechodnia. Za�lóżmy,
że G1RG2 i G2RG3. Istnieja̧ wtedy bijekcje

i1:W (G1)→W (G2),

i2:W (G2)→ W (G3)

takie, że dla krawȩdzi k1 ∈ K(G1)

γ1(k1) = (a, b)⇔ ∃!k2∈K(G2) γ2(k2) = (i1(a), i1(b)).

Jednocześnie dla k2 istnieje jedyna krawȩdź k3 ∈ K(G3), że

γ3(k3) = (i2(i1(a)), i2(i1(b))).

Ale z�lożenie i = i2 ◦ i1:W (G1)→W (G3) jest bijekcja̧ i dla k1 mamy

γ1(k1) = (a, b)⇔ istnieje k3 ∈ K(G3)

γ3(k3) = (i(a), i(b)),

co oznacza, że G1RG3.

2. Wynika z faktu, że istnienie bijekcji o w�lasności 6.1 oznacza równoliczność
zbiorów W (G1) i W (G2).
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3. Warunek 6.1 wyznacza równoliczność zbiorów K(G1) i K(G2).

4. Niech G1 i G2 bȩda̧ izomorficzne. Gdyby graf G1 mia�l pȩtlȩ, to dla pew-
nej krawȩdzi k1 ∈ K(G1) mielibyśmy γ1(k1) = (a, a). Wtedy znalaz�laby
siȩ krawȩdź k2 ∈ K(G2), że γ2(k2) = (i(a), i(a)). Dlatego graf G2 również
mia�lby pȩtlȩ i na odwrót. Podobne rozumowanie możemy powtórzyć w
przypadku krawȩdzi wielokrotnych. Dowodzi to, że dla grafów izomorficz-
nych albo oba sa̧ proste, albo tak nie jest.

�

Zadanie 6.1.6 Podać przyk�lad dwóch izomorficznych różnych grafów (posia-
daja̧cych różne wykresy).

Rozwia̧zanie

Weźmy dwa grafy jak na rysunkach 6.4 i 6.5. Zauważmy, że G1
∼= G2, bowiem

i: {1, 2, 3} → {a, b, c},

i(1) = a, i(2) = b, i(3) = c.

Ponadto np. dla krawȩdzi k2 mamy

γ1(k2) = (2, 3), to k2 → k̃2 = (b = i(2), c = i(3)).

.
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2

Rysunek 6.4: rysunek grafu G
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Rysunek 6.5: rysunek grafu G

�

Każda̧ drogȩ z�lożona̧ z różnych krawȩdzi nazywamy droga̧ prosta̧. Jeśli do-
datkowo jest zamkniȩta i posiada różne wierzcho�lki za wyja̧tkiem pierwszego i
ostatniego, to nazwiemy ja̧ cyklem. Graf, który nie zawiera cykli, nazywamy
grafem acyklicznym.

Zadanie 6.1.7 Czy droga zamkniȩta z�lożona z dwóch wierzcho�lków może być cy-
klem?

Rozwia̧zanie

Weźmy graf G postaci: W (G) = {a, b}, K(G) = {k}. Jedyna̧ droga̧ za-
mkniȩta̧ jest wtedy droga (a, b, a) albo (b, a, b). Ponieważ droga taka nie jest
prosta, wiȩc nie może być cyklem.

�

Zadanie 6.1.8 Podać przyk�lad drogi prostej zamkniȩtej, która nie jest cyklem.
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Rozwia̧zanie

Weźmy pod uwagȩ graf jak na rysunku 6.6.
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Rysunek 6.6: rysunek grafu G

Weźmy drogȩ wyznaczona̧ przez wierzcho�lki (a, b, c, d, e, c, a) i z�lożona̧ z
krawȩdzi (k1, k2, k3, k4, k5, k6). Jest to droga prosta i zamkniȩta. Mimo to nie
jest cyklem (dlaczego?).

�

Fakt 6.1.1 (O cyklu) Każda droga zamkniȩta d�lugości co najmniej 3 o różnych
wierzcho�lkach sk�lada siȩ z różnych krawȩdzi i jest cyklem.

�

Zadanie 6.1.9 Uzasadnić, że dla każdej drogi grafu G nastȩpuja̧ce warunki sa̧
równoważne

1. droga posiada różne wierzcho�lki,

2. droga jest prosta i jako graf acykliczna.
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Rozwia̧zanie

(1) ⇒ (2) Weźmy drogȩ d�lugości n z�lożona̧ z krawȩdzi (k1, . . . , kn) o różnych
wierzcho�lkach (w1, w2, . . . , wn+1), czyli

γ(k1) = (w1, w2), . . . , γ(kn) = (wn, wn+1).

Gdyby dla pewnych 1 ≤ i < j ≤ n krawȩdzie ki oraz kj by�ly jednakowe, to

(wi, wi+1) = γ(ki) = γ(kj) = (wj, wj+1),

ska̧d
wi = wj lub wi = wj+1,

co na mocy za�lożenia jest niemożliwe. Dlatego droga ta jest prosta. Definiuje
ona nam nowy graf G1 (zwany też podgrafem grafu G), dla którego

W (G1) = {w1, . . . , wn+1}, K(G1) = {k1, . . . , kn}

z funkcja̧ γ1 bȩda̧ca̧ restrykcja̧ funkcji γ do zbioru K(G1). Z konstrukcji grafu G1

wynika, że nie może on mieć cykli (dlaczego?). Dlatego jest acykliczny.
(2)⇒ (1) Niech G1 bȩdzie podgrafem acyklicznym grafu G bȩda̧cym droga̧ prosta̧
(k1, . . . , kn) o wierzcho�lkach (w1, w2, . . . , wn+1). Gdyby wi = wj dla pewnych
1 ≤ i < j ≤ n+ 1, to spośród wszystkich takich par wierzcho�lków wybierzmy tȩ,
dla której różnica j − i jest najmniejsza. Weźmy nowa̧ drogȩ (wi, wi+1, . . . , wj) o
krawȩdziach (ki, . . . , kj−1). Z za�lożenia droga ta jest prosta i zamkniȩta. Ponadto
za wyja̧tkiem wierzcho�lków wi, wj z�lożona jest z różnych wierzcho�lków. Dlatego
jest cyklem. Przeczy to za�lożeniu, że podgraf G1 jest acykliczny. Dlatego wierz-
cho�lki te sa̧ różne.

�

Twierdzenie 6.1.1 (I twierdzenie o grafie acyklicznym) Graf jest acykliczny
wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera zamkniȩtej drogi prostej.

�

Zadanie 6.1.10 Sprawdzić, czy w grafie danym jak na rysunku 6.7 każde dwa
jego wierzcho�lki można po�la̧czyć droga̧ prosta̧. Czy graf ten jest acykliczny?
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Rysunek 6.7: rysunek grafu G

Rozwia̧zanie

Z I twierdzenia o grafie acyklicznym wynika, że graf G z rysunku 6.7 jest
acykliczny. Ponadto każde jego dwa wierzcho�lki �la̧czy dok�ladnie jedna droga
prosta. Poniższe twierdzenie opisuje sytuacjȩ ogólniejsza̧.

�

Twierdzenie 6.1.2 (II twierdzenie o grafie acyklicznym) W każdym grafie acy-
klicznym każde dwa wierzcho�lki �la̧czy co najmniej jedna droga prosta.

�
Dla w ∈ W (G) niech deg(w) oznacza liczbȩ wszystkich niezdegenerowanych

(czyli różnych od pȩtli) krawȩdzi, dla których jednym z końców jest wierzcho�lek
w powiȩkszona̧ o podwojona̧ liczbȩ pȩtli w tym wierzcho�lku. Liczbȩ tȩ bȩdziemy
nazywali stopniem wierzcho�lka. Dla k ∈ N ∪ {0} niech

Dk(G) = |{w ∈W (G): deg(w) = k}|.
Jeśli dla dowolnych dwóch wierzcho�lków deg(w1) = deg(w2), to o grafie G po-
wiemy, że jest regularny. Graf prosty o tej w�lasności, że

∀w1,w2∈W (G) ∃k∈K(G) γ(k) = (w1, w2)

bȩdziemy nazywali grafem pe�lnym. Graf pe�lny o n wierzcho�lkach oznaczymy przez
Kn.
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Zadanie 6.1.11 Uzasadnić, że każdy graf Kn jest regularny.

Rozwia̧zanie

Z definicji grafu pe�lnego Kn wynika, że deg(w) = n−1 dla każdego wierzcho�lka
w.

�

Zadanie 6.1.12 Sprawdzić, czy graf z rysunku 6.8 jest pe�lny.

.

. .

.

.

..

.

Rysunek 6.8: rysunek grafu G

Rozwia̧zanie

Graf G z rysunku 6.8 nie jest grafem pe�lnym (dlaczego?). Z drugiej strony
dla każdego wierzcho�lka w mamy deg(w) = 3, co oznacza, że jest on regularny.

Zauważmy, że ∑
w∈W (G)

deg(w) = 8 · 3 = 24 = 2|K(G)|.

Ponadto

Dk(G) =

{
0, gdy k �= 3;
8, gdy k = 3

oraz ∑
k

kDk(G) = 3 · 8 = 24 = 2|K(G)|.
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�

Poniższe twierdzenie t�lumaczy, że tak jest dla dowolnego grafu.

Twierdzenie 6.1.3 (O ”uściskach d�loni”) Dla każdego grafu G zachodza̧ wzory∑
w∈W (G)

deg(w) = 2|K(G)|,
∑
k≥0

kDk(G) = 2|K(G)|.

�

Jeśli w grafie G istnieje droga prosta zamkniȩta z�lożona ze wszystkich
krawȩdzi, to graf taki nazywamy grafem Eulera, a tȩ drogȩ cyklem Eulera.

Twierdzenie 6.1.4 (I twierdzenie Eulera) Jeżeli G jest grafem Eulera, to sto-
pień każdego wierzcho�lka jest liczba̧ parzysta̧.

�

Zadanie 6.1.13 Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne do I twierdzenia Eu-
lera?

Rozwia̧zanie

Przyk�lad grafu z rysunku 6.9 pokazuje, że nie. Zauważmy, że graf z rysunku
6.9 może być traktowany jako suma mnogościowa dwóch podgrafów o roz�la̧cznych
zbiorach wierzcho�lków. Oczywíscie stopień każdego wierzcho�lka jest liczba̧ pa-
rzysta̧, a mimo to graf G nie jest grafem Eulera.

�

Twierdzenie 6.1.5 (II twierdzenie Eulera) Każdy graf, w którym stopień
każdego wierzcho�lka jest liczba̧ parzysta̧ jest suma̧ parami roz�la̧cznych cyklów.
Jeśli dodatkowo każde dwa wierzcho�lki �la̧czy co najmniej jedna droga (mówimy
wtedy, że graf jest spójny), to jest on grafem Eulera.
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Rysunek 6.9: rysunek grafu G
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Rysunek 6.10: rysunek grafu G

�

Zadanie 6.1.14 Czy graf z rysunku 6.10 jest grafem Eulera? Jeśli tak, to czy
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można przedstawić go w postaci sumy roz�la̧cznych cyklów? Wyznaczyć cykl Eulera
w tym grafie.

Rozwia̧zanie

Ponieważ dla każdego wi ∈ G, deg(wi) = 4 i graf jest spójny, z II twierdzenia
Eulera G jest grafem Eulera. Roz�lożymy najpierw graf na parami roz�la̧czne cykle.
Zauważmy, że

G = C1 ∪ C2 ∪ C3,

gdzie

C1 = (w1, w6)→ (w6, w3)→ (w3, w4)→ (w4, w1),

C2 = (w1, w2)→ (w2, w3)→ (w3, w5)→ (w5, w1),

C3 = (w2, w6)→ (w6, w4)→ (w4, w5)→ (w5, w2).

Znajdziemy teraz cykl Eulera w tym grafie. Należy wyraźnie podkreślić, że
samo twierdzenie Eulera (a w�laściwie jego dowód) nie podaje zasady konstruk-
cji takiego cyklu, jedynie uzasadniaja̧c jego istnienie. Skorzystamy z pewnego
dodatkowego faktu zwanego w literaturze algorytmem Fleury’ego (patrz np. [8]).

W wyniku pewnych czynności, które opiszemy poniżej, bȩdziemy konstru-
owali cia̧g kolejnych wierzcho�lków cyklu Eulera. Na wej́sciu algorytmu bȩdziemy
używali wierzcho�lka, który zosta�l skonstruowany na wyj́sciu algorytmu w kroku
poprzednim. Na powyższym przyk�ladzie pokażemy, że w wyniku wykonania
skończonej ilości kroków algorytm trzeba bȩdzie przerwać. Oznacza�lo to bȩdzie,
że konstrukcja cyklu Eulera bȩdzie zakończona.

Sam algorytm polega na:

1. (wej́scie) W przypadku inicjacji algorytmu-wybraniu z grafu G dowolnego
wierzcho�lka, w przypadku jego przebiegu na wziȩciu wierzcho�lka wybranego
na wyj́sciu algorytmu.

2. Moga̧ zdarzyć siȩ trzy przypadki:

(a) z wybranego wierzcho�lka w nie wychodzi żadna krawȩdź. Przerywamy
algorytm.

(b) z wybranego wierzcho�lka w wychodzi dok�ladnie jedna krawȩdź k taka,
że γ(k) = (w, v). Wtedy bierzemy nowy graf, który powstaje z do-
tychczasowego wskutek usuniȩcia z niego krawȩdzi k i wierzcho�lka w.
Wtedy na wyj́sciu mamy wierzcho�lek v i nowy graf.
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(c) z wybranego wierzcho�lka wychodza̧ co najmniej dwie krawȩdzie.
Wśród nich wybieramy jedna̧ krawȩdź k, taka̧ że po jej usuniȩciu z
grafu powstanie graf spójny. Na wyj́sciu otrzymamy nowo powsta�ly
graf i wierzcho�lek v taki, że γ(k) = (w, v).

Pokażemy teraz, jak dzia�la algorytm Fleury’ego na przyk�ladzie grafu z ry-
sunku 6.10. Przypuśćmy, że wybralísmy wierzcho�lek w1. Ponieważ wychodza̧
z niego 4 krawȩdzie, musimy zwrócić uwagȩ, aby wybrać w�laściwa̧. W naszym
przypadku każda jest dobra, bowiem usuniȩcie dowolnej z nich daje dalej graf
spójny. Przyjmijmy, że usuwamy (w1., w2). Dostaniemy wtedy graf

. .

. .

..

w1 w2

w3
w4

w5w6

Rysunek 6.11: rysunek grafu G1

oraz pocza̧tek cyklu Eulera (w1, w2)→.
Z wierzcho�lka w2 wychodza̧ trzy krawȩdzie i również usuniȩcie dowolnej z nich

z otrzymanego grafu G1 da dalej graf spójny. Przyjmijmy, że usuwamy krawȩdź
(w2, w3). Wtedy graf wynikowy G2 bȩdzie wygla̧da�l jak narysunku 6.12

Cykl Eulera wygla̧da teraz

(w1, w2)→ (w2, w3)→

Z wybranego wierzcho�lka w3 wychodza̧ 3 krawȩdzie. Decydujemy siȩ na wybór
(w3, w5). Dostaniemy kolejne uzupe�lnienie do cyklu Eulera w postaci

(w1, w2)→ (w2, w3)→ (w3, w5)→ .

Natomiast graf G3 bȩdzie wygla̧da�l jak na rysunku 6.13.
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Rysunek 6.12: rysunek grafu G2
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Rysunek 6.13: rysunek grafu G3

Z wierzcho�lka w5 wychodza̧ też 3 krawȩdzie. Stosuja̧c zasady algorytmu
możemy wybrać (w5, w4). Wtedy nasz cykl bȩdzie mia�l postać

(w1, w2)→ (w2, w3)→ (w3, w5)→ (w5, w4)→ .

W efekcie z grafu G3 otrzymamy graf G4 przedstawiony na rys. 6.14.

Dla wierzcho�lka w4 mamy podobna̧ sytuacjȩ jak w przypadku w5. Tym razem
wybierzemy krawȩdź (w4, w1). W efekcie dostaniemy cia̧g dalszy cyklu Eulera

(w1, w2)→ (w2, w3)→ (w3, w5)→ (w5, w4)→ (w4, w1)→

oraz graf G5 przedstawiony na rysunku 6.15
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w3

w6

w4

Rysunek 6.14: rysunek grafu G4

.

.

. .

.

.
w1 w2

w3
w4

w5w6

Rysunek 6.15: rysunek grafu G5

W przypadku otrzymanego wierzcho�lka w1 wybierzemy krawȩdź (w1, w6). Da
to nam odpowiednio

(w1, w2)→ (w2, w3)→ (w3, w5)→ (w5, w4)→ (w4, w1)→ (w1, w6)→

oraz graf G6 przedstawiony na ry. 6.16.

Teraz możemy jedynie usuna̧ć krawȩdź (w6, w3), bowiem usuniȩcie krawȩdzi
(w6, w2) spowoduje, że graf wynikowy przestanie być spójny.

W wyniku tego zabiegu otrzymamy

(w1, w2)→ (w2, w3)→ (w3, w5)→ (w5, w4)→ (w4, w1)→ (w1, w6)→ (w6, w3)→
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. .

.

..

.

w1 w2

w3w4

w5
w6

Rysunek 6.16: rysunek grafu G6

Natomiast graf wynikowy G7 bȩdzie mia�l postać jak na rysunku 6.17.

. .

..

..

w1 w2

w3w4

w5
w6

Rysunek 6.17: rysunek grafu G7

Sytuacja, jaka powsta�la w wyniku dotychczasowych czynności, dotyczy przy-
padku kiedy z kolejnego wierzcho�lka wychodzi dok�ladnie jedna krawa̧dź. Zgodnie
z zasada̧ algorytmu wykonamy teraz kolejno:

1. usuniemy krawȩdź (w3, w4) i wierzcho�lek w3, dostaja̧c graf G8,

2. z grafu G8 usuniemy krawȩdź (w4, w6) i wierzcho�lek w4, otrzymuja̧c graf
G9,
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3. z grafu G9 usuniemy krawȩdź (w6, w2) i wierzcho�lek w6, otrzymuja̧c graf
G10.

Rysunek 6.18 przedtawia wykres grafu G10

. .

.

w1 w2

w5

Rysunek 6.18: rysunek grafu G10

Wykonanie dwóch ostatnich kroków da poszukiwany cykl Eulera

(w1, w2)→ (w2, w3)→ (w3, w5)→ (w5, w4)→ (w4, w1)→ (w1, w6)→

(w6, w3)→ (w3, w4)→ (w4, w6)→ (w6, w2)→ (w2, w5)→ (w5, w1).

�

Każda̧ drogȩ w grafie G, która przechodzi tylko raz przez każdy wierzcho�lek
grafu, bȩdziemy nazywali droga̧ Hamiltona. Jeśli dodatkowo droga ta jest za-
mkniȩta, to nazwiemy ja̧ cyklem Hamiltona. Graf posiadaja̧cy cykl Hamiltona
nazwiemy grafem Hamiltona.

Zadanie 6.1.15 Pokazać, że każda droga Hamiltona jest prosta, ale nie na
odwrót.

Rozwia̧zanie
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Ponieważ droga prosta nie musi przechodzić przez wszystkie wierzcho�lki,
może nie być droga̧ Hamiltona. Weźmy teraz drogȩ Hamiltona w grafie G po-
staci (k1, k2, . . . , kn−1). Oznacza to, że jeśli W (G) = {w1, . . . , wn}, to γ(kj) =
(wj, wj+1) dla j = 1, . . . , n − 1. Gdyby dla pewnych krawȩdzi kr, ks, r < s,
γ(kr) = γ(ks), to przez jeden z wierzcho�lków ze zbioru {wr, wr+1, ws, ws+1} droga
ta przechodzi�laby co najmniej dwa razy. Dlatego w drodze Hamiltona krawȩdzie
nie sa̧ wielokrotne, czyli jest ona prosta.

�

Zadanie 6.1.16 Czy każdy graf Hamiltona jest grafem Eulera?

Rozwia̧zanie

Nie. W tym celu wystarczy wzia̧ć graf Hamiltona, który po modyfikacji dalej
jest grafem Hamiltona, ale nie jest grafem Eulera.

. .

.

.

.

w1
w2

w3

w4

w5

Rysunek 6.19: graf Eulera i Hamiltona

�
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w1 w2

w3

w4

w5

Rysunek 6.20: graf Hamiltona

Zadanie 6.1.17 Niech G bȩdzie grafem Hamiltona takim, że |W (G)| = n. Osza-
cować liczbȩ |K(G)|.

Rozwia̧zanie

Wprost z definicji grafu Hamiltona wynika, że |K(G)| ≥ n oraz n ≥ 3. Przy
okazji zauważmy, że jest to tylko warunek dostateczny, co pokazuje przyk�lad grafu
z rysunku 6.21. Mamy tutaj: |W (G)| = 5, |K(G)| = 5, ale przez wierzcho�lek w3

każda zamkniȩta droga Hamiltona przechodzi dwa razy.

. .

.

.

.

w1 w2

w3

w4

w5

Rysunek 6.21: graf G
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�

Twierdzenie 6.1.6 (Diraca) Niech G bȩdzie grafem prostym oraz |W (G)| = n ≥
3. Jeśli dla każdego wierzcho�lka w ∈ W (G) zachodzi nierówność deg(w) ≥ n

2
, to

G jest grafem Hamiltona.

�

Zadanie 6.1.18 Niech G bȩdzie grafem prostym i |W (G)| = n ≥ 3. Pokazać, że
jeśli dla dowolnych dwóch wierzcho�lków w1, w2, które nie sa̧ po�la̧czone krawȩdzia̧,
zachodzi nierówność

deg(w1) + deg(w2) ≥ n,

to G jest grafem Hamiltona. Jest to tzw. twierdzenie Oreya (patrz np. [8]).

Rozwia̧zanie

Dowód opiera siȩ na rozumowaniu zastosowanym przy dowodzie twierdzenia
Diraca (patrz np. [8]). Przypuśćmy, że graf G ma w�lasności podane w treści zada-
nia i nie jest grafem Hamiltona. Zdefiniujmy rodzinȩ G z�lożona̧ z tych wszystkich
grafów G̃, że:

1.

|W (G̃)| = |W (G)| = n,

2.

|K(G̃)| ≥ |K(G)|,

3.

deg(w1) + deg(w2) ≥ n

dla dowolnych wierzcho�lków nie po�la̧czonych krawȩdzia̧,

4. G̃ nie jest grafem Hamiltona.
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. .

.

.

w1
w4

w3

w2

Rysunek 6.22: graf G

Z za�lożenia rodzina G jest niepusta (zawiera G) oraz skończona. Istnieje wiȩc
graf Go ∈ G taki, że

|K(Go)| = max{|K(G̃)|: G̃ ∈ G}.

Z twierdzenia Diraca wynika, że graf Go można tak zmodyfikować poprzez
dodanie odpowiednich krawȩdzi, że otrzymany graf G�

o bȩdzie mia�l w�lasności:
|W (Go)| = |W (G�

o)| oraz |K(G�
o)| > |K(Go)|. W takim razie G�

o /∈ G i jako taki
jest grafem Hamiltona.

Rozważmy tȩ sytuacjȩ na prostym przyk�ladzie. Niech graf wyj́sciowy G
wygla̧da jak na rysunku 6.22

Oczywíscie G nie jest grafem Hamiltona. Odpowiadaja̧ce mu grafy Go i G�
o

moga̧ wygla̧dać tak jak na rysunkach 6.23 i 6.24.

Zauważmy, że G�
o jest grafem Hamiltona z cyklem

(w1, w2)→ (w2, w3)→ (w3, w4)→ (w4, w1),

który dla grafu Go jest tylko droga̧ Hamiltona.
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w1

w2

w3

w4

Rysunek 6.23: graf Go

. .

.

.

w1

w3

w4

w2

Rysunek 6.24: graf G�
o

Podobnie mamy w sytuacji ogólnej. W grafie Go można wskazać drogȩ Ha-
miltona, powiedzmy

(w1, w2)→ (w2, w3)→ . . .→ (wn−1, wn),

gdzie przez wierzcho�lki (i tylko te wierzcho�lki) w1, wn nie przechodzi żadna
krawȩdź.

Definiujemy dwa zbiory A,B z�lożone z tych wierzcho�lków, które sa̧ po�la̧czone
krawȩdziami odpowiednio z w1 i wn. Gdyby A ∩ B = ∅, to ponieważ |A ∪ B| =
|A|+ |B| i |A| = deg(w1), |B| = deg(w2) mielibyśmy z za�lożenia

|A ∪B| = |A|+ |B| ≥ n.



6.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyk�lady 115

Z drugiej strony zbiór A∪B jest co najwyżej n− 1-elementowy. Oznacza to,
że istnieje co najmniej jeden wierzcho�lek wio , który po�la̧czony jest krawȩdzia̧ z
wierzcho�lkiem w1 oraz wn. Pozwala to zdefiniować w grafie Go cykl Hamiltona
(dlaczego?). Uzyskana sprzeczność dowodzi, że G jest grafem Hamiltona.

�

O grafie G powiemy, że jest planarny, jeśli jego wykres na p�laszczyźnie
wyróżnia siȩ tym, że żadne jego krawȩdzie nie przecinaja̧ siȩ. Wykres grafu
planarnego nazywa siȩ także jego reprezentacja̧ planarna̧.

Zadanie 6.1.19 Pokazać, że graf pe�lny K4 z rysunku 6.25 ma reprezentacja̧ pla-
narna̧.

. .

..

w1
w2

w3

w4

Rysunek 6.25: graf K4

Rozwia̧zanie

Zauważmy, że repreztacja planarna grafu K4 może wygla̧dać jak na rysunku
6.26.

�
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w1

w2

w3

w4

Rysunek 6.26: reprezentacja planarna grafu K4

Twierdzenie 6.1.7 (I wzór Eulera dla grafu planarnego ) Niech r oznacza liczbȩ
parami roz�la̧cznych podzbiorów p�laszczyzny (regionów), które nie należa̧ do repre-
zentacji planarnej grafu G.

Wtedy
r = |K(G)| − |W (G)|+ 2.

�

Twierdzenie 6.1.8 (II wzór Eulera dla grafu planarnego) Dla każdego grafu pla-
narnego G zachodzi nierówność

|K(G)| ≤ 3|W (G)| − 6.

�

Zadanie 6.1.20 Sprawdzić, czy graf pe�lny K6 jest planarny.

Rozwia̧zanie

Dla grafu K6 mamy: |K(G)| = 18, |W (G)| = 6. Ponieważ

3|W (G)| − 6 = 12 < |K(G)| = 18,

na mocy II wzoru Eulera graf K6 nie może być grafem planarnym.
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�

Przez stopień regionu R grafu planarnego G bȩdziemy rozumieli liczbȩ
krawȩdzi, na jakie natrafimy, obchodza̧c ten region woko�lo wzd�luż jego brzegu.
Oznaczymy ja̧ przez deg(R).

Zadanie 6.1.21 Niech dany bȩdzie graf jak na rysunku 6.27. Wyznaczyć jego
regiony i podać ich stopnie.

.

. .

..

.

. .

.
w1

w2 w3

w4
w5

w6 w7

w8w9

Rysunek 6.27: graf G

Rozwia̧zanie

Możemy tutaj wyróżnić cztery regiony: R1 ograniczony
krawȩdziami (w1, w2), (w2, w5), (w5, w1), R2 wyznaczony przez
krawȩdzie (w2, w6), (w6, w7), (w7, w8), (w8, w9), (w9, w6) oraz
przez (w2, w3), (w3, w4), (w4, w5, (w5, w2)), R3 dany przez
(w6, w7), (w7, w8), (w8, w9), (w9, w6) oraz region R4 ograniczony krawȩdziami
(w1, w2), (w2, w3), (w3, w4), (w4, w5), (w5, w1).

Ponadto mamy:

deg(R1) = 3, deg(R2) = 10 (jedna krawȩdź musi być liczona dwukrotnie!),

deg(R3) = 4, deg(R4) = 5.
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Na koniec zauważmy, że

deg(R1) + deg(R2) + deg(R3) + deg(R4) = 22 = 2|K(G)|.

�

Twierdzenie 6.1.9 (Eulera o stopniu regionu) W każdym grafie spójnym∑
i

deg(Ri) = 2|K(G)|.

�

Zadanie 6.1.22 Przez graf Petersena rozumiemy graf, który podany jest na ry-
sunku 6.28. Sprawdzić, czy graf ten ma swoja̧ reprezentacjȩ planarna̧.

.

.

.

.
.

. .

..

.

Rysunek 6.28: graf Petersena

Rozwia̧zanie

Przypuśćmy, że graf Petersena ma reprezentacjȩ planarna̧. Ponieważ
|W (G)| = 10, |K(G)| = 15, to z I wzoru Eulera liczba regionów takiego grafu
wynosi r = 15− 10 + 2 = 7. Zauważmy, że dla każdego regionu Ri

deg(Ri) ≥ 5 (dlaczego?).
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Z twierdzenia Eulera o stopniu regionu wynika, że∑
deg(Ri) ≥ 7 · 5− 35 > 2|K(G)| = 2 · 15 = 30.

Dlatego graf Petersena nie jest grafem planarnym.

�

Powiemy, że graf G jest grafem dwudzielnym, jeżeli

W (G) = W1 ∪W2, W1 ∩W2 = ∅,

∀k∈K(G) ∃wi∈Wi, i=1,2 γ(k) = (w1, w2).

Zatem w przypadku grafu dwudzielnego zbiór jego wierzcho�lków jest skate-
goryzowany i każda krawȩdź takiego grafu �la̧czy wierzcho�lki obu kategorii. Jeśli
dodatkowo każde dwa wierzcho�lki po�la̧czone sa̧ krawȩdzia̧, to graf taki nazywamy
pe�lnym grafem dwudzielnym i oznaczamy go przez Km,n, gdzie m = |W1|, n =
|W2|. Jasne jest, że Km,n

∼= Kn,m.

Twierdzenie 6.1.10 (Eulera o grafie planarnym dwudzielnym) Jeśli G jest pla-
narnym grafem dwudzielnym, to

|K(G)| ≤ 2|W (G)| − 4.

�

Zadanie 6.1.23 Problem pod�la̧czenia mediów można opisać grafem K3,3 przed-
stawionym na rysunku 6.29. Czy graf ten ma realizacjȩ planarna̧?

Rozwia̧zanie
Gdyby taka realizacja istnia�la, to spe�lniona by�laby nierówność podana w

powyższym twierdzeniu Eulera. Tymczasem dla grafu K3,3 mamy: W (G) =
6, K(G) = 9. Z tego powodu graf ten nie jest grafem planarnym.

�
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. . .

...

Rysunek 6.29: graf dwudzielny G

Zadanie 6.1.24 Uzasadnić, że problem kojarzenia par (patrz [6]) można opisać
za pomoca̧ grafu dwudzielnego.

Rozwia̧zanie

W problemie kojarzenia par mowa jest o dwóch populacjach: kobiet i
mȩżczyzn. Wiedza̧c, że każda kobieta zna pewien niepusty podzbiór zbioru
mȩżczyzn, należy opisać sytuacjȩ, która umożliwi skojarzenie różnych par.

Definiujemy graf G, dla którego

1.

W (G) = K ∪M, K − zbiór kobiet, M − zbiór mȩżczyzn,

2.

e ∈ K(G)⇔ ∃(k,m)∈K×M γ(e) = (k,m), o ile k zna m.

Zauważmy, że tak zdefiniowany graf jest grafem dwudzielnym, chociaż nieko-
niecznie pe�lnym. Problem kojarzenia par sprowadza siȩ teraz do pytania:

kiedy z grafu G można wybrać podgraf H , dla którego

W (H) = W (G)

oraz

K(H) = {e ∈ K(G): ∀k∈K ∃m∈M ! γ(e) = (k,m)}.
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Dalej tak powsta�ly graf H , o ile istnieje, bȩdziemy nazywali grafem skojarzo-
nym. Zauważmy, że jeśli G ma graf skojarzony H , to (dlaczego?)

|K| ≤ |M | oraz

∀A⊂K |A| ≤ |S(A)|,
gdzie

m ∈ S(A) ⊂M ⇔ ∃ k ∈ A: k zna m.

Prześledźmy tȩ sytuacjȩ na przyk�ladzie, biora̧c graf G jak na rysunku 6.30,
który opisuje wszystkie możliwe skojarzenia pomiȩdzy zbiorem kobiet K =
{k1, . . . , k5} i zbiorem mȩżczyzn M = {m1, . . . , m7}.

. . . . .

. . . . . . .

k1 k2 k3 k4 k5

m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7

Rysunek 6.30: graf dwudzielny G

Ponieważ k1 zna tylko m1, krawȩdzie: (k2, m1), (k3, m1), (k4, m1) należy
usuna̧ć z grafu G. W powta�lym grafie z podobnej przyczyny należy usuna̧ć
(k3, m2) i (k4, m2), a nastȩpnie (k4, m3), (k5, m3). Aby z otrzymanego grafu
stworzyć graf skojarzenia, spośród trzech krawȩdzi: (k5, m5), (k5, m6), (k5, m7)
tylko jedna̧ należy zachować. W efekcie tych czynności graf skojarzenia H może
wygla̧dać nastȩpuja̧co
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. . . . .

. . . . . . .

k1 k2 k3 k4 k5

m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7

Rysunek 6.31: graf skojarzony H

�

Twierdzenie 6.1.11 (Halla o grafie skojarzonym) Warunkiem koniecznym i do-
statecznym istnienia podgrafu skojarzonego H dla grafu dwudzielnego G takiego,
że W (G) = A ∪ B jest, aby

|A| ≤ |B| i ∀X⊂A |X| ≤ |S(X)|.

�

Jeśli G jest grafem acyklicznym i spójnym, to bȩdziemy nazywali go drzewem
i oznaczali przez T . Wtedy każdy w ∈ W (T ) taki, że deg(w) = 1 bȩdziemy
nazywali lísciem tego drzewa.

Zadanie 6.1.25 Weźmy cza̧steczkȩ wȩglowodoru CnH2n+2, n ≥ 1. Na podstawie
graficznej reprezentacji tej cza̧steczki skonstruować odpowiadaja̧cy jej model w po-
staci grafu. Uzasadnić, że graf ten jest drzewem Tn. Wyznaczyć K(Tn) i W (Tn).

Rozwia̧zanie

Z chemii organicznej wiadomo, że cza̧steczka CnH2n+2 ma nastȩpuja̧ca̧ swoja̧
reprezentacjȩ graficzna̧
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C CC C H

H

HH

H

H

....

H H

H H

Rysunek 6.32: reprezentacja graficzna CnH2n+2

Na tej podstawie graf Tn może wygla̧dać tak jak na rysunku 6.33. Ponieważ
graf ten jest spójny i nie posiada cyklu, jest drzewem. Ponadto Tn jest grafem
prostym. Wprost z rysunku tego grafu widzimy, że |W (Tn)| = n+2n+2 = 3n+2.
Z twierdzenia o ”uścisku d�loni”wynika, że 2|K(Tn)| =

∑
deg(w) + 2. Ponieważ

spośród wierzcho�lków grafu Tn, dla n z nich deg(w) = 4 oraz dla 2n+2, deg(w) =
1, dostaniemy

2|K(Tn)| = 4n+ 2n + 2 = 6n+ 2⇒ |K(Tn)| = 3n+ 1.

�

Twierdzenie 6.1.12 (O identyfikacji drzewa) Każdy graf prosty G jest drzewem
dok�ladnie wtedy, gdy K(G) = W (G)− 1 oraz jest spójny.

�

Zadanie 6.1.26 Narysować drzewo reprezentuja̧ce cza̧steczkȩ butanu C4H10.
Narysować to drzewo z punktu widzenia wybranego líscia.
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Rysunek 6.33: drzewo Tn

Rozwia̧zanie

Weźmy najpierw drzewo T2 butanu jak na rysunku 6.34

Narysujemy teraz ten sam graf, ale z punktu widzenia jego líscia. Tak wy-
brany lísć w teorii drzew nazywamy korzeniem. Odpowiedni wykres grafu przed-
stawiamy na rysunku 6.35.

�

Powiemy, że T jest drzewem spinaja̧cym grafu G, jeśli |W (T )| = |W (G)| oraz
T jest podgrafem G.

Twierdzenie 6.1.13 (patrz np. [8]) Każdy graf spójny ma drzewo spinaja̧ce.

�
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Rysunek 6.34: drzewo butanu

Zadanie 6.1.27 Wyznaczyć wszystkie drzewa spinaja̧ce grafu K3.

Rozwia̧zanie

Oczywíscie dostaniemy 3 takie drzewa przedstawione na rysunku 6.36.

Można pokazać (tw. Cayle’a, patrz np. [8]), że dla grafu pe�lnego Kn liczba
wszystkich drzew spinaja̧cych wynosi nn−2.

�

Zadanie 6.1.28 Niech G bȩdzie grafem spójnym, w którym każdej krawȩdzi k ∈
K(G) przyporza̧dkowalísmy liczbȩ naturalna̧ w(k) zwana̧ waga̧ krawȩdzi k. Z grafu
G wybrać takie drzewo spinaja̧ce T , że

∑
k∈K(T )w(k) = min.

Rozwia̧zanie
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Rysunek 6.35: drzewo butanu z korzeniem w1
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Rysunek 6.36: drzewa spinaja̧ce grafu K3

Oznaczmy przez T zbiór wszystkich drzew spinaja̧cych graf G. Z twierdzenia
o istnieniu drzewa spinaja̧cego wynika, że zbiór ten jest niepusty. Oczywíscie jest
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też skończony. Weźmy zbiór

W =
{ ∑
k∈K(T )

w(k): T ∈ T
}
.

Wtedy W jest niepustym i skończonym podzbiorem zbioru liczb naturalnych.
Istnieje zatem drzewo spinaja̧ce To ∈ T , że

wo = min W =
∑

k∈K(To)

w(k).

Wybór takiego drzewa przeprowadzimy metoda̧ algorytmu Kruskala (patrz
np. [8]). W tym celu weźmy graf G z wagami jak na rysunku 6.37.

. .

.

..

4

w4 5 w3

2

w5

7

3

w22
w1

3

Rysunek 6.37: graf z wagami

Zaczynamy od wyboru krawȩdzi o najmniejszej wadze. Jeśli takich krawȩdzi
jest wiȩcej aniżeli jedna, wybieramy dowolna̧ z nich. Pozosta�le wykreślamy z
grafu. W naszym przypadku mamy dwie takie krawȩdzie: (w1, w2) i (w3, w5).
Wybierzemy (w3, w5). W kolejnym kroku spośród krawȩdzi pozosta�lych wybie-
ramy ponownie krawȩdź o najmniejszej wadze, dbaja̧c o to, aby nie zamyka�la
ona cyklu powsta�lego z wcześniej wybranych krawȩdzi. Postȩpujemy tak d�lugo,
aż wybierzemy podgraf bȩda̧cy drzewem.

Wróćmy do naszego grafu G. Po wyborze (w3, w5) bierzemy teraz (w3, w1).
W takim razie krawȩdź (w2, w3) zostaje wykreślona z grafu. Kolejna̧ wybrana̧
krawȩdzia̧ bȩdzie (w1, w4). Wtedy nie możemy wybrać krawȩdzi (w4, w3). Po-
zostaje do wyboru (w2, w5). Ponieważ wyczerpalísmy zbiór wszystkich wierz-
cho�lków grafu G, proces wyboru zakończy�l siȩ. Otrzymalísmy w ten sposób
drzewo spinaja̧ce o minimalnym ciȩżarze w(T ) = 2 + 3 + 4 + 2 = 11.
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Rysunek 6.38: drzewo spinaja̧ce o minimalnym ciȩżarze

�

Drzewo z wyróżnionym korzeniem nazywamy drzewem binarnym, jeśli każdy
wierzcho�lek w nie bȩda̧cy ani korzeniem, ani lísciem, czyli deg(w) > 1, ma co
najwyżej dwa líscie. W literaturze takie wierzcho�lki nazywamy wȩz�lami drzewa.

Zadanie 6.1.29 Podać przyk�lad drzewa binarnego. Zaproponować sposób
uporza̧dkowania takiego drzewa, wykorzystuja̧c teoriȩ relacji porza̧dku.

Rozwia̧zanie

Weźmy drzewo z wyróżnionym korzeniem jak na rysunku 6.39. Oczywíscie
każdemu wȩz�lowi odpowiadaja̧ co najwyżej dwa líscie. W celu uporza̧dkowania
tego drzewa weźmy pod uwagȩ alfabet Σ = {a, b}, z relacja̧ a ≺ b. Prze-
prowadzimy teraz proces tzw. etykietyzacji tego drzewa polegaja̧cy na przy-
porza̧dkowywaniu kolejnym wierzcho�lkom elementów s�lownika powsta�lego z alfa-
betu Σ. Dostaniemy kolejno:

w1 −→ λ (s�lowo puste), w2 −→ a, w3 −→ b,

w4 −→ aa, w5 −→ ab, w6 −→ ba,
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w7 −→ aba, w8 −→ abb, w9 −→ abba, w10 −→ abbb.

Ponieważ zbiór s�lów

S = {λ, a, b, aa, ab, ba, aba, abb, abba, abbb}

jako podzbiór s�lownika można uporza̧dkować relacja̧ standardowa̧ ≺s
λ ≺s a ≺s b ≺s aa ≺s ab ≺s ba ≺s aba ≺s abb ≺s abba ≺s abbb,

umożliwia to uporza̧dkowanie naszego drzewa binarnego.

.
.

.

.

..

.
.

.
.

w1

w2
w3

w4 w5 w6

w7 w8

w9 w10

Rysunek 6.39: drzewo binarne

�

6.2 Zadania

Zadanie 6.2.1 Sporza̧dzić rysunek grafu G, jeśli

W = {a, b, c, d, e}, K = {k1, k2, k3, k4, k5, k6},

γ(k1) = (b, b), γ(k2) = (a, c), γ(k3) = (a, a), γ(k4) = (c, e),

γ(k5) = (c, d), γ(k6) = (a, b).

Czy G może mieć inna̧ postać reprezentacji graficznej?
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Rysunek 6.40: graf G

Zadanie 6.2.2 Dany jest graf jak na rysunku 6.40. Podać jego opis analityczny.

Zadanie 6.2.3 Uzasadnić, że rysunek 6.41 przestawia wykres pewnego grafu.

.

.

.

Rysunek 6.41: graf G

Zadanie 6.2.4 Podać przyk�lad grafu acyklicznego.

Zadanie 6.2.5 W grafie podanym na rysunku 6.42 wskazać drogȩ d�lugości 3. Czy
graf ten posiada drogȩ d�lugości 4? Czy w grafie tym istnieja̧ drogi proste?
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Rysunek 6.42: graf G

Zadanie 6.2.6 Udowodnić twierdzenie o ”uściskach d�loni”.

Zadanie 6.2.7 Narysować graf ilustruja̧cy problem mostów królewieckich
i wyjaśnić dlaczego problem Eulera nie ma rozwia̧zania.

Zadanie 6.2.8 Dany jest graf jak na rysunku 6.43

. .

.

.

Rysunek 6.43: graf G

Czy jest to graf prosty? Czy G jest grafem acyklicznym? Czy G jest grafem
spójnym? Obliczyć

∑
deg(w).
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Rysunek 6.44: graf G

Zadanie 6.2.9 Czy graf G z rysunku 6.44 jest grafem pe�lnym?

Zadanie 6.2.10 Sprawdzić, że graf Petersena może mieć nastȩpuja̧ca̧ interpre-
tacjȩ algebraiczna̧

W = {uj, vj , j = 0, 1, 2, 3, 4},
K = {xj , yj, zj: γ(xj) = (uj, u(j+1)mod5),

γ(yj) = (vj , vj+2(mod5)), γ(zj) = (uj, vj), j = 0, 1, 2, 3, 4}.

Zadanie 6.2.11 Pokazać, że graf Petersena ilustruje dzia�lanie dwóch permutacji

(uo, u1, u2, u3, u4)(vo, v2, v4, v1, v3)

oraz
(uo, vo)(u1, v1)(u2, v2)(u3, v3)(u4, v4)

na zbiorze wierzcho�lków W = {uj, vj , j = 0, 1, 2, 3, 4}.

Zadanie 6.2.12 Uzasadnić, że graf z rysunku 6.45 ma cykl Eulera. Stosuja̧c
algorytm Fleury’ego, skonstruować ten cykl.

Zadanie 6.2.13 Znaleźć cykl Hamiltona w grafie podanym na rysunku 6.46.
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Rysunek 6.45: graf G z cyklem Eulera
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Rysunek 6.46: graf G z cyklem Hamiltona

Zadanie 6.2.14 Korzystaja̧c z twierdzenia Eulera o cyklu Eulera pokazać, że
skończony graf spójny maja̧cy dok�ladnie dwa wierzcho�lki stopnia nieparzystego
ma drogȩ Eulera.
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Zadanie 6.2.15 Uzasadnić, że graf z rysunku 6.47 nie jest grafem Hamiltona.

. . . .

...

Rysunek 6.47: graf G

Zadanie 6.2.16 Niech A = {a1, a2, a3, a4, a5}, B = {b1, b2, b3, b4, b5, b6, b7, b8}.
Na A×B definiujemy relacjȩ S

a1Sb1, a1Sb8

a2Sb1, a2Sb6, a2Sb7,
a3Sb2, a3Sb6,
a4Sb5, a4Sb7,
a5Sb3, a5Sb4.

Narysować graf reprezentuja̧cy skojarzenia opisane relacja̧ S. Czy graf ten po-
siada graf skojarzony?

Zadanie 6.2.17 Uzasadnić, że dwa grafy przedstawione na rysunku 6.48 sa̧ izo-
morficzne. Skonstruować ten izomorfizm.

Zadanie 6.2.18 Uzasadnić, że graf z rysunku 6.49 może być wykorzystany do
celu konstrukcji kodu Graya d�lugości 3.

Zadanie 6.2.19 Które dwa spośród trzech grafów z rysunków 6.50 i 6.51 na
pewno nie sa̧ izomorficzne, a które moga̧ być izomorficzne? Sprawdzić czy sa̧.
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Rysunek 6.48: grafy izomorficzne
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Rysunek 6.49: graf G
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Rysunek 6.50: graf G1 iG2

. . . .

...

Rysunek 6.51: graf G3

Zadanie 6.2.20 Dany jest graf jak na rysunku 6.52. Czy jest to graf planarny?
Sprawdzić, czy zachodzi dla tego grafu twierdzenie Eulera o regionach.

Zadanie 6.2.21 Wyjaśnić znaczenie drzewa przeszukiwań binarnych.

Zadanie 6.2.22 Czy graf, który nie jest spójny może mieć drzewo spinaja̧ce?

Zadanie 6.2.23 Narysować kilka drzew spinaja̧cych graf K4. Jle jest takich
drzew?
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Rysunek 6.52: graf G

Zadanie 6.2.24 Czy graf z rysunku 6.53 zawiera drzewo spinaja̧ce? Jeśli tak, to
narysować je.

.
.

.

.
.

Rysunek 6.53: graf G

Zadanie 6.2.25 Niech G bȩdzie grafem z wagami jak na rysunku 6.54. Wybrać
takie drzewo spinaja̧ce T , że

∑
k∈K(T )w(k) = min.
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Rysunek 6.54: graf G


