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Uwaga 2.2.2 Komentarza wymaga znaczenie stopy bazowej. Z definicji wynika,
ze ip = FVP_VPV, co wcale nie oznacza, ze wartos¢ indeksu ip zalezy od wartosci

poczgtkowej PV . Wskaznik i liczbowo przedstawia dwa aspekty MOP: czas trwa-
nia zjawiska oraz jego dynamike. Miarg dynamiki zjawiska zmiany wartoSci ka-
pitatu w czasie jest iloraz

K(t, + At) — K(t,)
At ’
gdzie 0 <t, <T, At >0 it,+ At <T. Zauwaimy, ze z zatozenia (2.1) i wzoru
(2.2), dla danego MOP dynamika ta jest zawsze stala i wynosi q = FVT;PV.

W takim razie, jesli dla takiego MOP zmienig sie warunki brzegowe na PV i FV,

to zawsze B N
rv-rv FV-PV
= = = 1T.

PV PV

Uwaga 2.2.3 MOP odpowiada klasyczna transakcja, ktorg najprosciej jest opisac
w uktadzie bilateralnym. Dane sq dwa podmioty A i B, z ktérych podmiot A dys-
ponuje nadwyzkq finansowg—reprezentuje podaz, podmiot B reprezentuje popyt.
Podmioty te zawierajg umowe: na okreslony czas (liczony w ilosciach dni) pod-
miot A pozycza podmiotowi B kapital w wysokosci PV, ktory musi byé zwrdocony
na koniec. Miarg poniesionego kosztu przez podmiot B sq odsetki naliczone jed-
norazowo od pozyczonego kapitalu za czas trwania transakcji. Dla podmiotu A
odsetki te sq zyskiem z transakcji.

Przyklad 2.2.1 Wspdlnota mieszkaniowa lokuje 10000 2t na lokacie rocznej w
banku, ktdrej oprocentowanie w skali roku wynosi 5%. Ile wspdlnota otrzyma po
uplywie roku?

Mamy tutaj obraz sytuacji opisanej w uwadze powyzej. 7 zalozenia T' = ldr
(liczba dni roku), iz = 0,05, PV = 10000. Zysk z lokaty, to odsetki I za okres
T, dlatego PV + Ir stanowi kwote jaka otrzyma wspolnota po roku, czyli

FV = PV + Iy = 10000 + 10000 - 0, 05 = 10500.

W praktyce wygodniej jest postugiwaé sie standardowa dlugoscia okresu T
jaka jest ldr (patrz przyklad wyzej). Poniewaz wtedy na ogét T' < ldr, nalezy
przedtuzyé funkcje t — K(t) z przedzialu [0, T| na przedzial [0, ldr]| (patrz rys.
3). Oczywiscie dalej dostaniemy funkcje liniowa. Po podstawieniu ¢ = Idr do
wzoru (2.5) otrzymamy

Id
K(ldr) = PV@'T% + PV (2.9)
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Oznaczajac we wzorze (2.9),

. ldr iy T
R= Gy czyli ir = R%, (2.10)

dostaniemy zasade dopasowania stopy bazowej do stopy rocznej R zwanej tez stopa
p.a. (z tac. per annum).

K

PV

T dr t

Rysunek 2.3: ilustracja przedtuzenia funkcji ¢ — K(t)
Przyklad 2.2.2 Wspdlnota stoi przed wyborem: czy ulokowac 5000 zt na pot
roku wedtug stopy rocznej 7%, czy 4000 2t na rok wedtug stopy rocznej 9%.

Z tresci przykladu mozemy sie domyslaé, ze wspélnota nie dysponuje duza nadwyz-
ka finansowa i dlatego rozwaza rézne okresy deponowania swoich srodkow, biorac

10



2.2 Model odsetek prostych 11

pod uwage ryzyko zwiazane ze zjawiskiem utraty plynnosci. Zauwazmy, ze wa-
rianty brane pod uwage sa nieporownywalne. Zgodnie bowiem z zasadg datowania
kapitatu nie mozna ze soba poréwnywacé wartosci przyszitych datowanych réznie.
W takim razie wariant pierwszy nalezy prolongowaé¢ do calego roku. Niech I,
gdzie T = ld{ oznaczaja odsetki dla wariantu pierwszego za okres T, I; odsetki
z uwzglednieniem przedtuzenia tej transakcji, a wiec nalezne po uplywie roku.
Wtedy, z zasady dopasowania stopy, dla stopy ir = 0,07 - lr/2 0,035 dosta-

) ldr
niemy

I, = 5000 - 77 4+ 5000 - i = 350.

Tymczasem odsetki I; nalezne réwniez po roku z transakeji drugiej wyniosa
I, = 4000 - 0,09 = 360.

poniewaz [, > I;, wiec przy nie uwzglednianiu ryzyka zwiazanego z by¢ moze
utrata pltynnosci, wariant drugi jest korzystniejszy.

Analiza przedstawiona w powyzszym przykladzie prowadzi nas do nastepuja-
cego wniosku

Whniosek 2.2.1 Przypusémy, ze MOP z parametrami: T, PV, ir zostat prolon-
gowany do okresu nT dla pewnej liczby naturalnej n > 1. Oznaczmy przez FV,
wartosé przysztg po uptywie czasu n’T'. Wiedy

FV,=PV+L+1L,+...+1,, (2.11)

gdzie I; oznaczajg odsetki liczone od wartosci poczatkowej PV za okres T'. Za-
uwazmy, ze ponitewaz odsetki I; sq nalezne dopiero po uptywie nT" dni, datowane
sq jednakowo i dlatego mozna je dodajgc—kumulowaé. W takim razie, z (2.11)
dostaniemy

FV, = PV + PVig + ...+ PVig = PV + PVnip = PV(1 + nir).  (2.12)

Na koniec zauwazmy, ze do takiego samego wyniku mozemy dojsé przedtuzajgc
funkcje t — K(t) do przedziatu [0,nT), tak jak to zrobilismy w przypadku zasady
dostosowania stopy. Istotnie, ze wzoru (2.3), po podstawieniu t = nT" dostaniemy

T
FV, = K(nT) = PV@'T% + PV = PV(L + niy).

Procedura opisana w ostatnim wniosku ma znaczenie czysto teoretyczne, jak
pokazalismy to w powyzszym przyktadzie. W praktyce spotykamy si¢ ze zja-
wiskiem w pewnym sensie odwrotnym. Doktadniej, w pierwszej fazie trwania
transakcji z parametrami: 7,17, PV, po uplywie T} dni, 0 < T} < T zaczela
obowiazywaé¢ nowa stopa R; podana jako stopa p.a. Po uplywie kolejnych 75

11



12 Matematyka finansowa i bankowa

dni, 71 + 15 < T zaczeta obowiazywac stopa p.a. Ry. Wreszcie, po uplywie ko-
lejnych T,y dni, Ty + 15 + ...+ T,,_1 < T, do konca przez T,, dni obowiazywata
stopa p.a. R,_1 (patrz rys. 4)). Wyliczymy w zaistnialej sytuacji przystugujace
odsetki w ramach MOP.

iT R1 R2 Rn-1

\4

0 ™ R T1+4T2 3 T1+T2+T3 T1+..+Tn-1 in T=T1+...+Tn
Rysunek 2.4: ilustracja zjawiska zmiany stopy bazowej w MOP

W tym celu podzielmy oryginalny przedzial czasowy [0, 7] chwilami: 77,7} +
Ty,..., T =T+ T+ ... +T,. Dla kazdego z tak powstalych podokreséw niech
i; oznacza obowiazujaca w nim stopg. Dostaniemy kolejno:

) Ty 15 ) T,
21=2TT, g = 1%,---7%: nflw-

Wtedy odsetki I; naliczone za kolejne podokresy od wartosci poczatkowej wediug
stopy 4; wyniosa
I; = PVi;.

Poniewaz nalezne beda dopiero po uptywie 7' dni, jako jednakowo datowane bedzie
je mozna skumulowa¢ do wartosci I.
Dlatego
Ir=L+L+...4+1,=PV(iy+is+...+1y).

Przyktad 2.2.3 W dniu 17 marca wtasciciele lokali we wspdlnocie Alternatywy 4
zobowigzali zarzgdce do ulokowania wolnych srodkow stanowigcych rezerwy z optat
biezacych wtascicieli w wysokosci 8000 zt na rocznej lokacie terminowej oprocen-
towanej na 8%. Zarzqdca nastepnego dnia wykonal dyspozycjie w banku zgodng
z uchwatg wtascicieli. Po uplywie 90 dni od zatoZenia lokaty bank powiadomit
zarzgdce o zmianie stopy p.a. na 7%. Niestety, 10 grudnia tego samego roku
nastgpita awaria instalacyi elektryczne), zmuszajoca wspolnote do natychmiasto-
wej likwidacyi lokaty celem pokrycia kosztow remontu. Bank w takiej sytuacyi
nalicza odsetki wedlug MOP. Obliczyé wysoko$¢ odsetek naleznych wspdlnocie.
Przyjac, zZe rok ten ma 365 dni.

Zaczynamy od konstrukeji przedziatu czasowego i kolejnych podokreséw (patrz
rys. 5). Poczatkiem przedziatu jest dzien 18 marca. Wydarzeniem, ktére wyréznia
pierwszy podokres jest zmiana oprocentowania i liczy on 90 dni. Konczy sie za-
tem 25 czerwca. Kolejny podokres trwa od 26 czerwca do 10 grudnia i spowodo-
wany jest zerwaniem umowy o lokate. Okres ten trwa 168 dni. W okresach tych

12



2.2 Model odsetek prostych 13

obowiazuja stopy bazowe, gdzie

90 168
1 =0,08- — =0,019, 29 =0,07- — = 0,032.
41 ) 365 ) y 12 ) 365 )

Stad Iy = I1 + I, gdzie T' = 258 oraz
I = PV, = 8000 - 0,019 = 152,00, I, = PViy, = 8000 - 0,032 = 257,75,

czyli I = 409, 75.

0 1 90 258

v

18 marca 25 czerwca 10 grudnia

Rysunek 2.5: ilustracja do przyktadu 1.2.3

13



14 Matematyka finansowa i bankowa

2.3 Model odsetek zlozonych

Wezmy klasyczny przypadek MOP z parametrami: T, ip, PV, FV. Okres [0, 7]
podtraktujmy jako kolejny j—ty podokres przedziatu czasowego [0, nT] dla n > 1
z parametrami: ip, PV}, F'V;, gdzie FV; = PV, czyli warto$¢ przyszia j—tego
podokresu jest wartoscia terazniejsza podokresu nastepnego—j + 1 (patrz rysunek
6). Wtedy na mocy MOP

FV;=PV,(1+ir), dlaj=1,2,...,n. (2.13)
W takim razie
FVy = PVy(1 +ir) = FVi(1 +ir) = PV(1 +ir)(1 + i) = PV (1 +ir)>%.
I ogélnie, dla kazdego 1 < j < n
FV; =PV (1 +ir). (2.14)

W szczegdlnosci

FV, = PV(1 +ir)". (2.15)

Zjawisko oparte na powyzszych zalozeniach i opisane wzorami (2.13)—(2.15) na-
zywamy modelem odsetek ztoZonych (MOZ). Natomiast réwnos¢ FV; = PV
nazywamy kapitalizacjg odsetek, bowiem odsetki naliczone na koniec okresu w
wysokosci PVjir powickszaja kapital PV} stajac si¢ skladowa kolejnego kapitatu
poczatkowego PV 1. Méwimy tez, ze odsetki skapitalizowaly sig.

PV=PV1 FV1=PV2 FV2=PV3 FVn

v

0 T 2T nT

Rysunek 2.6: ilustracja do MOZ

Przyklad 2.3.1 Wspdlnota mieszkaniowa lokuje na trzy lata 5000 zt na koncie
bankowym oprocentowanym w skali roku na 6%. Zaktadajgc MOZ z kapitalizacjg
potroczng wyznaczyé wartosS¢ depozytu na koniec umowy.

Z zalozenia mamy do czynienia z n = 6-krotna kapitalizacja, ze stopa bazowa

ip = 0,06 - l‘f;/? = 0,03. W takim razie, z (2.15) dostaniemy

FVs = 5000 (1 + 0,03)° = 5970, 26.

Gdybysmy zdecydowali sie tylko na dwukrotne prolongowanie rocznej lokaty, to
zgodnie z MOP
FVg =5000- (14 3-0,06) = 5900, 00.

14



2.3 Model odsetek ztozonych 15

I ogdlnie, poniewaz dla kazdej liczby naturalnej n > 2 i liczby rzeczywistej
a > 0 zachodzi nier6wnos¢ Bernoulliego

(14+a)" > 1+ na,

widzimy, ze MOZ ztozony z n—krotnej kapitalizacji zlozonej jest wydajniejszy od
MOP realizujacego dla tych samych podokreséw zjawisko prolongaty, czyli

Wréémy do powyzszego przyktadu i wyznaczmy wartosci naliczonych odsetek
na koniec kolejnych podokreséw (patrz rys. 7).

v

PV PV1=FV  PV2=FV1 PV3=FV2 PV4=FV3 PV5=FV4 6T=FV5

Rysunek 2.7: ilustracja do przyktadu 1.3.1
Z MOP, przy uwzglednieniu zjawiska kapitalizacji dostaniemy kolejno:
I, = PVip = 5000 - 0,03 = 150,

I, = PViig = FVip = (PV + I)ip = 5150 - 0,03 = 154, 50,
I3 = PVair = FVyip = (PV4 + L)ip = 5304,5 - 0,03 = 159, 14,
I, = PViiz = FVaip = (PVa + I3)ip = 5463, 64 - 0,03 = 163, 91,
Iy = PVyir = FVyip = (PVs + 1)ip = 5627,55 - 0,03 = 168, 83,
Is = PVsip = FVyip = (PVi + I5)ip = 5796, 38 - 0,03 = 173, 89.

I ostatecznie

FVs = PVs + Ig = 5796, 38 + 173,89 = 5970, 27.

W sytuacji ogélnej, poniewaz F'V; = PV, + I; oraz PV; = F'V;_;, dostaniemy
FV; =PV, +1; =FV,_y + I, (2.16)
skad ze wzoru (2.15) otrzymamy
I[;=FV;—FV,_y=PV(1+ir) — PV(1 +ir)’~" = PVip(1 +ir)~". (2.17)
Z drugiej strony mozemy mowi¢ o odsetkach I takich, ze

FV, =PV + 1., czyli Iy = Ir. (2.18)

15



16 Matematyka finansowa i bankowa

Wtedy ze wzoru (2.15)

Ly = PV((1+ir)" —1). (2.19)

Odsetki te (nie myli¢ z odsetkami ;) nazwiemy dalej odsetkami skumulowanymi.
Ich role wyjasnia kolejny przyktad

Przyklad 2.3.2 Wspélnota mieszkaniowa podejmuje decyzje o wptacie do banku
na trzy lata kwoty 20000 2zt stanowigcej srodki funduszu remontowego. Obowigzujq-
ca w tym okresie stopa roczna wynosi 8%, odsetki kapitalizowane sg w cyklu rocz-
nym. O ile powiekszy sie ztozony kapital na koniec umowy? O jakg wartosé
przyrosng odsetki po pierwszym, po drugim oraz po trzecim roku trwania lokaty?

Kapital powiekszy sie o odsetki skumulowane. Obliczymy je zgodnie z formuta
(2.19), co daje

Iy = PV((1 +ip)™ — 1) = 20000 - (1,008% — 1) = 5194, 24.
Po pierwszym roku lokaty warto$¢ odsetek wyniesie zgodnie ze wzorem (2.17)
I, = PVip = 20000 - 0,08 = 1600, 00.
Po drugim roku
I, = PVip(1+4ip) = 20000 - 0,08 - 1,08 = 1728, 00.
Po trzecim, ostatnim roku
I3 = PVip(1+ir)* = 20000 - 0,08 - 1,008 = 1866, 24.

Zauwazmy, ze Iy + Iy + I3 = 5194, 24 = I.. Ostatni wynik wymaga komentarza.
Z jednej strony popelniamy blad, tamiac zapis zasady poréwnywania kapitatu,
prébujac dodawadé do siebie kapital réznie datowany. 7 drugiej strony na przyto-
czonym przykladzie zauwazamy pewna prawidlowos$¢. Odniesiemy sie najpierw
do drugiej kwestii. W tym celu wezmy pod uwage wartosci kolejnych odsetek:
I, I, ..., I,. Spoéréd nich wybierzmy sasiednie [;, I;+1 i korzystajac z (2.17)
podzielmy je przez siebie

Iiyi  PVip(l+ ir)!

[j N PV’LT(l + Z'T)jfl.

Po uproszeniu dostaniemy

i .
—_ = 1
I' + ir,

J

16



2.3 Model odsetek ztozonych 17

co oznacza, ze kazdy taki iloraz jest jednakowy. W matematyce méwimy wtedy,
ze I, 15, ..., I, sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego o ilorazie rOwnym
1 + ¢p. Ponadto wiadomo, ze wtedy

1— (1 +ig)"

L+L+...+1,=1 L
11 12 11_(1+2T)

(2.20)

co po uproszeniu i skorzystaniu ze wzoru na [ daje

(14+ip)"—1

T

L+L+...+1,=PVip =PV((1+ir)"—1)=1Ig. (2.21)
Zatem w MOZ zawsze odsetki skumulowane réwne sa sumie odsetek naliczo-
nych za kolejne okresy kapitalizacji. Usprawidliwieniem mozliwosci dodawania
do siebie tych odsetek jest fakt, ze ich naleznosé zapada dopiero na koniec kapi-
talizacji i w tym sensie sa jednakowo datowane.
Mozemy teraz zdefiniowaé¢ kolejna stope i.r, gdzie na mocy (2.21),

Isk IT

Zef = PV = P—V = (]_ +ZT) — 1, (222)

ktora nazywamy stopg efektywng w MOZ za okres nT. Zauwazmy, ze dla tej

stopy
FV,, = PV 4 PVigs. (2.23)

Ponadto, z nieréwnosci Bernoulliego, dla tej stopy mamy nieréwnos¢, ktorej
wersje juz widzieliSmy przy poréwnaniu obu modeli odsetkowych

ey > nip, oile n > 2. (2.24)

Przyklad 2.3.3 Wspdlnota mieszkaniowa otrzymata dwie propozycje ulokowania
wolnych srodkow:

1. 10000 2t na 18 miesiecy z kapitalizacjg kwartalng w.g. stopy p.a. réwnej
7%:;

2. 10000 2t na 18 miesiecy z kapitalizacjg potroczng w.g. stopy p.a. R.
Dla jakiej wartosci R wariant pierwszy bedzie korzystniejszy?

Poniewaz 617 = 315, gdzie 11 i T, oznaczaja okresy kapitalizacji dla tych
wariantow, wykorzystamy pojecie stopy efektywnej.
Dla wariantu pierwszego mamy:

1/4 - ldr

Z.Tl 20,07 ld?“

=0,0175,

17



18 Matematyka finansowa i bankowa

wiec
Ly, = Ist, = PVi((1+i7,)% — 1) = 10000 - (1,0175% — 1) = 1097, 02.

Dlatego

. Iskl
= =~ 0,1097.
e = py,

Wartos¢ stopy R musi by¢ taka, aby ¢.f, > i.f,, bowiem obie stopy efektywne
obejmuja ten sam okres. Oznacza to, ze

R\3 R
0,1097 > (1 + 5) — 1, bowiem iz, = )

Po przeksztatceniu otrzymamy

R
1+ 5 < /1,1097 = 1,0353

i dlatego R < 0,0706, czyli R < 7,06%.

Dla MOZ z parametrami: PV, ir,n poréwnamy teraz warto$¢ stopy efek-
tywnej ze stopa roczna. Zaczniemy od przyktadu liczbowego, wykorzystujac do
tego celu dane z przyktadu powyzszego: R = 0,07, ¢,y = 0,1097. Problem po-
lega na tym, ze stopy te odnosza sie do réznych okreséw—dlatego nie mozna ich
porownywac¢. W takim razie nalezy wartosé¢ stopy efektywnej zrelatywizowa¢ do
okresu ldr. W tym celu do jej obliczenia nalezy wziac¢ takie n,, ze

ne - 1T = ldr,

co w naszym przypadku oznacza, ze n, = 4. Wtedy PV((l +ip)™ — 1) opisuje

zysk z MOZ za okres roku. Oznaczmy te stope przez i,, czyli
io = (14ip)™ —1=1,0175" —1220,07196 > R.

Rozwazmy teraz sytuacje ogdlna. Wtedy ip = Ry iy = (14 ip)" — 1.
Zalozmy, ze
ned = ldr
dla pewnej liczby naturalnej n,, co oznacza, ze T' < ldr i w ciagu ldr kapitalizacja
przebiega catkowita ilos¢ razy. Wtedy

T No No
¢0:<1+R—) —1:(1+£) —1.
ldr T,

Z nieréwnosci Bernoulliego mamy teraz i, > R, o ile n, > 2. Mozemy wiec
sformutowaé¢ nastepujacy wniosek

18



2.3 Model odsetek ztozonych 19

Whniosek 2.3.1 Niech dla MOZ, T < ldr i w ciggu ldr kapitalizacja odbywa sie
n, razy, czyli n,' = ldr. Jeslin, = 1, to i, = R = ipr. W przeciwnym razie
mamy zawsze R < i,.

Stope i, dalej bedziemy nazywali efektywng stopg nominalng. PoznaliSmy w ten
sposob cztery rodzaje stop procentowych: stope bazowa ir, stope p.a. R, stope
efektywna i.s i stope efektywna nominalng i,. W nastepnym rozdziale poznamy
kolejna, piata stope—stope dyskontowa.
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