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1 Wprowadzenie

Zapewne wszyscy z nas widzieliSmy
oraz postugiwaliSmy sie symbolem
"00” i potrafimy go nazwaé. Oczywiscie
chodzi o termin nieskoriczonosé'. Coz
on oznacza na co dzien? Jedna z od-
powiedzi moze brzmie¢ nastepujaco:
wszystko co nie ma charakteru skonczonego nazywane jest nieskonczonoscig,
bowiem termin nieskoriczonosé jest tutaj dopetlieniem terminu skornczonosé.
Dlatego wypowiedz wszystko jest skonczone albo nieskonczone, zgodnie ze
znana zasadg wytgczonego srodka uzyta w powyzszym kontekscie powinna ozna-
czaé zawsze prawde. Oczywiscie wyjasnienie to w zadnym wypadku nie sta-
nowi definicji pojecia nieskoriczonosci, a przeciez takiej definicji oczekujemy.
Umoéwimy sie, ze nie bedziemy probowali szukaé¢ takiej definicji w obszarze fi-
lozofii czy metafizyki a nawet fizyki, aczkolwiek historia nauki dobrze pokazuje,

*wyktad na Uniwersytecie IIT Wieku, sesja wyjazdowa w Jaworze i PWSZ Legnica.

'Uwaza sig¢ ([10]), Ze po raz pierwszy wprowadzil go do matematyki angielski matematyk
John Wallis w 1655 r. Prawdopodobnie Wallis wykorzystal do tego celu rzymskie oznaczenie
liczby 1000 — CD badz grecka litere w.
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ze w kazdej epoce cywilizacja ludzka tematyka ta prébowala zajmowaé sie®.
Wiréd licznych zrodet odsylam Panstwa do zasobéw internetowych YouTube:

http://youtu.be/-BQERkgbkhc, http://youtu.be/0tLybe6iJy4,
http://youtu.be/c7ThD42_RN4. Zachecam réwniez do studiowania literatury,
ktorej wykaz zamiescilem na koncu.

Jak sprobuje Panstwu pokazaé¢, w matematyce sytuacja dotyczaca nieskoriczo-
nosci jest o wiele bardziej zlozona i wymaga wieloaspektowego spojrzenia na
sprawe.

2 Aspekt mnogosciowy

W matematyce kluczowym pojeciem jest zbior, czyli mnogosé. Rola zbioru jest na
tyle wazna, ze ma on range pojecia pierwotnego i jako takie nie jest definiowane.
Méwi sie, ze mamy dany zbiér A, odnoszac sie w ten sposob do jego nazwy. Przez
to rozumiemy, ze istnieje co najmniej jeden obiekt a, nazywany elementem zbioru
A, co zapisujemy symbolicznie a € A. W takiej sytuacji méwimy tez, ze zbior
A jest niepusty, co zapisujemy A # (). W przeciwnym razie mamy do czynienia
ze zbiorem pustym i piszemy A = (). Jesli znamy wszystkie elementy, z ktérych
sktada si¢ nasz zbiér, wtedy mozemy odwota¢ si¢ do niego poprzez jego tresé, co
zapisujemy nastepujaco
{a,b,c}.

Oznacza to, ze zbiér ten sklada sie dokladnie z trzech elementow: a, b, ic. Z tego
powodu bedziemy mowili, ze jest zbiorem skonczonym. Opiszemy to doktadnie;j.
Wyobrazmy sobie, ze wzieliSmy pod uwage wszystkie mozliwe zbiory zlozone
z trzech elementow. Wtedy o kazdych takich dwoch zbiorach powiemy, ze sa
rownoliczne, a liczbe 3 nazwiemy mocg kazdego z nich lub liczbg kardynalng, co
zapiszemy

{a,b,c}|=3.

I ogdlnie, dla kazdego zbioru skonczonego A istnieje liczba kardynalna n,
ktora jest jedna z liczb catkowitych nieujemnych taka, ze

n = |A[, gdzie 0 = |(].

Tymczasem doskonale zdajemy sobie z faktu, ze jesli na liczby naturalne
spojrzymy globalnie, to zbiér ten oznaczany przez N nie moze by¢ skonczony,
bowiem dla kazdej n € N, liczba n+ 1 € N. Co wigcej, zbiér ten nie moze by¢

2Szczegdlnag role przypisuje sie tutaj epoce starozytnej. Dociekania zwiazane ze zjawiskami
natury nieskonczonej, doktadniej brak ich zrozumienia spowodowaly, ze ludzie tamtej epoki
stali sie mistrzami w konstruowaniu paradokséw. Najbardziej znana postacia byt Zenon z Elei
cytowany w dziele Arystotelesa ([2]).
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rownoliczny z zadnym zbiorem skonczonym! Oznacza to, ze zadna z liczb n € N
nie moze spetmia¢ rownosci
IN| =n.

Uzywajac sformulowan twierdzacych, moglibySmy powiedzi¢, ze zbior liczb
naturalnych jest przykladem zbioru nieskonczonego, a moc jego nazwaé nie-
skonczonoscig zapisujac

IN| = 0.

Zauwazmy jednak, ze to nie zalatwia sprawy. Z racji tej, ze N nie jest zbiorem
skoriczonym, nie mozna zapisa¢ go w konwencji {...}, poprzez przedstawienie jego
zawartosci. Oznacza to, ze podejscie ilosciowe do opisu zbioru w takim przypadku
zawodzi! Problem ten matematyka rozwiazata dopiero na przetomie XIX i XX
wieku, kiedy to niemiecki matematyk Georg Cantor (1845-1918) zaproponowatl
odmienne podejscie do opisu zbioru — jakosciowe. Polega ono na tym, ze nie tres¢
determinuje zbior, a kryterium przynaleznosci jakie musi spetia¢ jego element.
Wyjasnimy to na przykladzie zbioru IN. Liczby naturalne to szczegdlne liczby
rzeczywiste. Oznacza to, ze zbiér N powstaje w wyniku wyboru ich ze zbioru
liczb rzeczywistych R, wedlug okreslonego kryterium. Formalnie zapisujemy to
nastepujaco

N—{reR: o)},

gdzie symbol ¢ — reprezentuje kryterium wyboru i wyglada nastepujaco
e(r)="r=1iV,erre N=r+1€N".

Sprawdzmy, czy to dziala. Tre$¢ kryterium wyboru moéwi, ze liczba 4 bedzie
liczba naturalna, jesli bedzie nia liczba 3. Z kolei ta bedzie, jesli bedzie nia liczba
2. Ale ta jest, bowiem z zalozenia jest nig liczba 1 oraz 2 =1 4 1. Zatem 4 € N.

Aby pokazac kolejny problem zwiazany z efektem nieskonczonej mocy zbioru,
wybierzmy ze zbioru liczb naturalnych zbiér ztozonych ze wszystkich liczb po-
dzielnych przez 2, czyli z liczb parzystych. Oznaczajac ten zbiér przez N, wyko-
rzystujac koncepcje Cantora, mozemy zapisac

N,={neN: n=2k, ke N}.

Jasne jest, ze zbiér N, nie jest skonczony. Ponadto, kazdej liczbie natural-
nej n mozemy przyporzadkowaé¢ dokladnie jedna liczbe parzysta postaci 2n, i
na odwrdt, kazda liczba parzysta powstaje doktadnie w ten sposéb. Oznaczaé
to moze tylko jedno — zbiory N i N, sa rownoliczne, a wiec tej samej mocy.
Z, drugiej strony N, jest zbiorem mniejszym od N. Zgodzimy sig, ze kléci to
sie z intuicyjnym rozumieniem pojecia wielkosci, bowiem w przypadku zbioréw
skoniczonych mamy

ACBiA#B = |A|<|B|
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Ale to nie koniec! Najciekawsze przed nami. Wezmy teraz znany nam ze
szkoty jednostkowy przedzial liczbowy [0, 1], czyli w opisie metodg Cantora

0,1]={reR: 0<r<1}.

Zauwazmy, ze zbior ten nie jest skoniczony, bowiem 7 € [0,1],0ile r € [0, 1].
Ponadto Cantor zauwazyl, ze liczb z odcinka [0, 1] nie mozna ponumerowaé licz-
bami naturalnymi. W takim razie przedzial ten jest przykiadem nieskonczonego
zbioru, ktéry nie jest réwnoliczny ze zbiorem N. Z tego powodu nazywany jest
zbiorem nieprzeliczalnym. Dlatego jego moc (liczba kardynalna) musi by¢ inna
anizeli oo!

Prowadzi to do nastepujacego stwierdzenia:

w sensie iloSciowym nie ma jednej nieskonczonosci.
Co wiecej, w rozwazanej powyzej sytuacji mamy

IN| = R, (alef zero), [[0,1]| = ¢ (kontinuum) oraz 8, < c.

Jakie to ma konsekwencje? Juz zdecydowalismy, obiekt N, nazwalidémy prze-
ciez liczba. Skoro tak, to powinna ona nadawac sie do celu wykonywania arytme-
tyki. Zacznijmy od poczatku i sprobujmy wykona¢ dziatanie Ny, + 1. Dzialanie
to oznacza, ze mamy zbiér N i powiekszamy go o jeden element nie nalezacy
do niego. Wyobrazmy sobie, ze tym elementem jest liczba 0. Parujemy teraz
elementy zbioru N i otrzymanego:

0—1,1—2 ... n—n+1.
Oznacza to, ze sa one réwnoliczne, a jako takie maja te sama moc, dlatego
Ny +1=NR,.

Zaskoczenie? Na pewno tak, bowiem w arytmetyce skoriczonej nigdy réwnosé
n + 1 = n nie zachodzi!
Powtarzajac ostatnie rozumowanie widzimy, ze dla kazdej liczby naturalnej n

No +1n = N,.
A teraz najwazniejszy przypadek — mamy dwa réwnoliczne nieskoriczone i

przeliczalne zbiory A i B zlozone z réznych elementéw. Bierzemy zbiér C zlozony
ze wszystkich elementéw, czyli

IC| = Ro + Ro.

Czego mozemy oczekiwa¢ od wyniku tego dziatania? Na pierwszy rzut oka
sytuacja nie jest oczywista — rézni si¢ w sposéb zasadniczy od przedstawionej

4
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wyzej. Do opisania jej musimy zmieni¢ rozumowanie, zaprezentowane po raz
pierwszy przez Cantora. Przede wszystkim zalézmy, ze A = {a,, n € N},
B = {by, m € N}. Przez A x B oznaczmy zbiér, ktérego elementy sa parami
(an, am). Zauwazmy, ze zbiér C jest réwnoliczny ze zbiorem A x B. Pokazemy
teraz, ze N jest réwnoliczny z A x B. Wyjasnia to dobrze ponizszy rysunek,
gdzie elementy zbioru A x B utozsamiane sa z weztami siatki. Zasada przy-
porzadkowania zaznaczona zostala na rysunku strzatkami.
Na przyktad

1— (bl,al), 2 — (bz,al), 3 — (bz,ag),4 — (bl,ag), itd.

Zauwazmy, ze kazdej liczbie naturalnej odpowiada doktadnie jedna para i na
odwrot, kazdej parze dokladnie jedna liczba naturalna, co oznacza rownolicznosé
tych zbiorow. Dlatego N, + N, = N,.

Rysunek 1: Tlustracja metody Cantora

Arytmetyka przedstawiona wyzej doczekala sie swojej stynnej juz ilustracji,
zwigzanej z Dawidem Hilbertem (1862-1943), ktéra do literatury przedmiotu
przeszia pod nazwa Hotelu Hilberta. Zainteresowanych odsytam do licznych zrédet
internetowych.?

Shttps://www.google.pl/search?q=hotel+hilbert&biw=1366&bih=600&tbm=
isch&imgil=8ja6MDmjCsh6bM
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3 Aspekt odleglosciowy

Zajmiemy sie teraz problemem, ktory w swoim sformulowaniu wykorzystuje zwrot
nieskorniczenie blisko. Przypusémy, ze mamy zbior przeliczalny A. Jak wiemy,
wtedy jego elementy mozemy ponumerowac, czyli ustawi¢ w kolejnosci.
Moéwimy wtedy, ze mamy do czynienia z ciggiem liczbowym, co zapisujemy
nastepujaco
(an)pen,> gdzie No oznacza podzbiér N.

Wtedy a,, nazywamy n-tym wyrazem tego ciagu. W takim razie ciagi moga
by¢ skonczone albo nieskonczone. Zjawisko, na ktére pragniemy zwroci¢ uwage
wymaga abysmy dalej zalozyli, ze ciag (an) jest nieskoriczony, np. a, = % dla
n € N. Interesuja nas jego asymptotyczne wlasnosci, czyli zachowanie si¢ nie jego
poczatkowych wyrazow, a koncowych. Dokladniej wyrazy te sa postaci

a,, dla n > n, dla pewnej liczby n, > 1

i bedziemy nazywali je ogonem ciagu. Na przyklad % dla n > 1000000 jest
ogonem ciagu (%)

Aby zdefiniowa¢ te asymptotyke potrzebujemy pojecia odleglosci, w matema-
tyce nazywanej metrykg. Dla uproszczenia bedziemy moéwili tylko o odleglosci
pomiedzy liczbami rzeczywistymi. Z definicji przyjmiemy, ze jest to dlugosé¢ od-
cinka, ktérego konce wyznaczone sa przez te liczby. Bedziemy wtedy pisali

d(rl,rz) = |I'1 — I'2‘,

gdzie r1, ry oznaczaja konce tego odcinka.

Jesli dla ciggu (a,) istnieje taka liczba g, ze dla pewnego ogona tego ciggu
wszystkie wyrazy sa tak bliskie liczby g jak chcemy, to bedziemy méwili, ze ciag
zachowuje sie asymptotycznie stabilnie.

Oznaczymy przez € > 0 miare tej odleglosci. Jesli dla wszystkich n > n,,
d(a,,g) < e (czyli dla pewnego ogona), to ciag (a,) jest asymptotycznie sta-
bilny. Wtedy zachowanie takie symbolicznie bedziemy oznaczali przez a, — g
i bedziemy moéwili, ze ciag ten jest zbiezny. Liczbe g bedziemy nazywali jego
granicg.

Zauwazmy, ze dla ciagu (%) taka liczba istnieje i jest réwna 0. Biorac bowiem

. 1 . . . z s .
dowolne € > 0 (np. € = Tg50000) 'OZWiazaniem nieréwnosci
1 1
a(to) =1t o<
n n

jest zbidr liczb naturalnych postaci n > %, czyli np. n > 1000000, co doktadnie
oznacza, ze zawsze taki ogon istnieje. Dlatego mozemy napisaé %

Zjawisko asymptotycznej stabilnosci ciagu ilustruje efekt tzw. nieskonczonego
zblizania sie wyrazow ciagu do jego granicy. Starozytni zjawiska tego nie do-

strzegali i wcale nie dlatego, ze do niczego nie bylo to im potrzebne — jak wiemy

— 0.
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rozwazane przez nich zagadnienia mogly by by¢ rozwiazane lepiej gdyby tak nie
bylo. Po prosto nie umieli sobie z nim poradzi¢, wpedzajac si¢ w niepotrzebne
spekulacje konczace si¢ kolejnymi paradoksami. Dopiero dociekania sir Isaaca
Newtona nad problemem ruchu w kontekscie predkosci i przyspieszenia chwilo-
wego sprowadzily jego rozwazania do problemu zjawiska nieskoriczenie bliskich so-
bie wielkosci. Pozwolilo to Newtonowi odkry¢ podstawy rachunku rézniczkowego
i catkowego, co umozliwito skierowanie matematyki na wtasciwa $ciezke rozwoju.
Co wiecej, bez tych odkry¢ rozwoj ten nigdy nie mégitby byé¢ mozliwy!

4 Aspekt arytmetyczny

Ze szkoty dobrze wiemy, ze jesli mamy skoniczony zbior liczb, to za pomoca
dzialania artymetycznego dodawania mozemy te liczby zsumowac.
Doktadniej, jesli A = {ay,as,...,a,} C R, to

a1+a2+...+an:Zaj.
j=1

Co wiecej, dzialanie to mozliwe jest do wykonania tylko w sytuacji kiedy dany
zbidr jest skoriczony! A co w sytuacji kiedy zbiér A jest nieskonczony?

Zaczniemy najpierw od przypadku kiedy A jest przeliczalny. Jak wiemy mamy
wtedy nieskonczony ciag liczbowy (ay,), np. a, = 2% Na pewno umiemy obliczy¢
sume jego poczatkowych wyrazow S,, gdzie

Sn =) aj; dan>2.

j=1

Oczywiscie nie jest to rozwiazaniem naszego problemu, ale daje nam narzedzie,
ktore problem pozwala rozwiaza¢. Mianowicie to, ze nie mozna zsumowacé nie-
skoniczonej ilosci liczb uzywajac dodawania arytmetycznego nie wyklucza sytu-
acji, ze istnieje liczba rzeczywista, ktéra mozna dowolnie przybliza¢ arytmetycz-
nymi sumami typu S,. Oczywiscie termin przybliza¢ rozumiany jest tylko w
jeden sposéb — w sensie odlegtosci. W takim razie, oznaczajac te liczbe przez S,
oczekujemy, ze

S, —S.

Poniewaz S, = Z;Zl aj, liczba S jest wynikiem dwdch operacji:
1. sumowania arytmetycznego

2. granicy ciagu.
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Dlatego oznaczajac te dwa dzialania w postaci ) -, an otrzymamy

S = a.

Dalej liczbe S bedziemy nazywali sumg szerequ liczbowego, ktéry jest ciagiem
(Sn), a jego wyrazy nazywamy n—tymi sumami czesciowyma.

Na przyktad dla ciagu a,, = 2%, mamy:
1 1 1 11— 1 .
Sn:§+§—|—...+§:§- 1_% :1—5, i dlatego S, — 1.
Dlatego

Biorac jednak ciag (%) mozna pokazaé, ze nie istnieje liczba, ktéra mozna by
z dowolna doktadno$cia przybliza¢ sumami poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

Prosze sprobowaé dociec co jest tego przyczyna. Na koniec zauwazmy jeszcze, ze
suma szeregu powstatego z ciagu o wyrazach rownych zero jest zero.

Przejdziemy teraz do przypadku zbioru nieskonczonego, ale nieprzeliczalnego.
Wezmy ponownie odcinek jednostkowy [0, 1]. Jego dlugo$é réwna jest oczywiscie
jeden. Spéjrzmy teraz na ten zbiér inaczej. Sklada sie on z liczb, ktére przedsta-
wiaja tzw. odcinki zdegenerowane, czyli o jednakowych koncach. Zatem kazdy
z nich ma dlugosé¢ rowno zero. W rozwazanym przypadku widzimy, ze suma
zer rowna jest jeden! Z punktu widzenia pojecia szeregu rozumiemy przyczyne
takiego stanu rzeczy - prébujemy sumowac elementy zbioru nieprzeliczalnego me-
toda, ktérej zakres stosowania koriczy sie na przypadku zbioréw przeliczalnych.

Aby sumowanie to przeprowadzi¢ poprawnie potrzebny jest adekwatny do
sytuacji sposob. Odkryl go, jak wspomnieliSmy wczesniej sir Isaac Newton —
jest nim rachunek catkowy. W przypadku omawianym wyzej zasada sumowa-
nia przebiega wedlug stynnego podstawowego twierdzenia rachunku catkowego,
twierdzenia Riemanna—Cauchy’ego-Newtona-Leibniza

dx=x]p=1-0=1,
[0.1]

gdzie [ jest symbolem calki. Nalezy zauwazy¢, ze symbol ten powstal w wyniku
rozciggniecia symbolu sumowania » . Oczywiscie teraz wynik sumowania jest juz
poprawny.
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5 Podsumowanie

Traktujac termin nieskoriczonosé jako pretekst do dyskusji sprobowatem Panstwu
pokazac trzy kluczowe idee, ktore w sposéb zasadniczy wplynely na rozwdéj mate-
matyki. Oczywiscie musialo to tez mie¢ przelozenie na rozwoj cywilizacji ludzkie;j.
Przypomnijmy te koncepcje:

e liczba kardynalna jako unogdlnienie liczebnosci zbioru skonczonego;
e pojecie granicy ciggu jako sprecyzowanie wielkosci nieskonczenie bliskich;

e zasada sumowania elementéw zbioru przeliczalnego, jako uogdlnienie sumy
arytmetyczne;j.

Kazda z tych idei ma swoja historie i wymagata dlugiego czasu jej wdrazania.
Byly to przedsiewzigcia wielopokoleniowe i nie sposob wymieni¢ wszystkich, ktorzy
przyczynili sie do ich powstania. Niech mi jednak wolno bedzie, w ujeciu chrono-
logicznym, przypomnie¢ tych najwazniejszych, ktorzy dostapili zaszczytu zasia-
dania w AREOPAGU MATEMATYKOW:

Rysunek 2: 1. Newton (1642-1726) G.W. Leibniz (1646-1716)
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Rysunek 3: L. Euler (1707-1783) J.R. d’Alembert (1717-1783)

Rysunek 4: J.L. Lagrange (1736-1813) G.F. Gauss (1777-1855)

10
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Rysunek 5: A.L. Cauchy (1789-1857) K. Weierstrass (1815-1897)

Rysunek 6: P.G.L. Dirichlet (1805 — 1859 B. Riemann (1826-1866)

11
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Rysunek 7: J.W.R. Dedekind (1831-1916) G. Cantor (1845-1918)

Rysunek 8: D. Hilbert (1862-1943) E. Zermelo (1871-1953)

12
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Rysunek 9: Hotel Hilberta

13
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