Rozdzial 1

Zbiory i rodziny zbiorow

1.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyklady

Zbiory definiujemy poprzez okreslenie ich elementéow. Dwa zbiory, ktére maja te
same elementy, uwazamy za identyczne.

A=BeVr(re As e B)

Piszemy A C B (zbiér A zawiera si¢ w zbiorze B), jezeli kazdy element zbioru
A nalezy réwniez do zbioru B.

ACB&eVr(re A=z € B)

Podstawowe dziatania na zbiorach to: suma, iloczyn i réznica (AU B, A N B,
A\ B), ktére definiujemy nastepujaco:

re AUB& e AV € B,
reANBsre ANy € B,

re A\Berec ANz ¢B.
Zbiér A® nazywamy dopelnieniem zbioru A.
reA° g A
Moc zbioru |A] okresla ilo$¢ elementéw danego zbioru.

Hoczyn kartezjanski zbioréw A i B (A x B) to taki zbiér par uporzadkowych
(a,b),zea€ AND € B.
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Zbior, ktorego elmentami sa zbiory, nazywamy rodzing zbiorow.

Rodzina A jest rodzina indeksowana, jezeli istnieje zbiér indeksow T taki,
ze kazdemu indeksowi t € T jest przyporzadkowany w sposdb jednoznaczny
jeden element A; rodziny A.

Bedziemy wtedy pisali A = {A;, t € T'}.
Na rodzinie A = {A;,t € T} mozna wykonywaé dziatania mnogosciowe:

JA={re X :3erze A},

teT

(A ={z € X :Vier v € A},

teT

Dla danego zbioru €2 niech X' oznacza rodzine ztozona z podzbiorow €2, ktéra
ma nastepujace wlasnosci:

1. zawiera zbiér pusty,
2. zamknieta jest na branie dopelnienia,

3. zamknieta jest na branie sum przeliczalnych, czyli

Voen, An€ X = | A e X

neN,
dla dowolnego podzbioru niepustego N, C N.

Dalej rodzine X' bedziemy nazywali o-algebrg zdarzen, zbior 2 bedziemy nazywali
przestrzeniq zdarzen elementarnych.

Zdarzenie pewne oznaczamy przez ), a zdarzenie niemozliwe przez (). Zdarzeniem
przeciwnym do A nazwiemy jego dopemienie A°.

Zadanie 1.1.1 Niech

A bedzie zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 3,
B — zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 5,

C — zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 6.
Znalezé zbiory:

AUB,AUC,BUC,AUBUC,ANB, AnNC,BNnC, AnBnC,

B\ A, A\C, C\ A.
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Rozwiazanie

Podane w zadaniu zbiory sa postaci:
A=1{3,6,9,12,...}, B={5,10,15,20,...}, C ={6,12,18,24,...}.

Sume dwdch zbiorow stanowia wszystkie elementy, ktore naleza do jednego
lub drugiego zbioru, zatem A U B stanowia liczby podzielne przez 3 lub podzielne
przez 5, B U C — podzielne przez 5 lub podzielne przez 6, A U C — podzielne
przez 3 lub podzielne przez 6.

AU B={3,56,910,1215,..}, B U C = {5,6,10,12,15,18,20, ...},

AU C=1{3,6,9121518,..}.

Zbiér C' zawiera si¢ w zbiorze A (wszystkie liczby podzielne przez 6 sa po-
dzielne réwniez przez 3 — wynika to faktu, ze 3 jest dzielnikiem 6), wigc sume
tych zbiorow stanowi caly zbior A. A U C = A, zatem A U BU C to zbiér
liczb podzielnych przez 3 lub przez 5.

AUBUC=A4U B=1{3,5,6,9,10,12,15,...}.

Tloczyn dwoch zbioréw stanowia wszystkie elementy, ktére naleza do jednego
oraz do drugiego zbioru. Do zbioru A N B naleza liczby podzielne przez 3 i 5
(bedace wielokrotnoscia NWW(3,5) = 15), do zbioru B N C' — podzielne przez 5
i 6, czyli podzielne przez NWW(5,6) = 30, a do zbioru A N C' — podzielne przez
3 oraz 6 (NWW(3,6)=6).

Ponownie korzystamy z tego, ze zbiér C' zawiera sie w zbiorze A, dlatego iloczyn
tych zbioréw stanowi zbior C.

A N B=1{1530,45,60,..}, B N C = {30,60,90,120,...},
AN C=1{6121824,..},

AN BN C=Bn C=1{30,60,90,120,...}.

Zgodnie z okresleniem réznicy dla dwoch zbioréw wybieramy te elementy,
ktore naleza do zbioru pierwszego i nie naleza do drugiego. Zbiér B\ A stanowia
liczby podzielne przez 5, ale niepodzielne przez 3, A\ C' — podzielne przez 3 oraz
niepodzielne przez 6, C'\ A — podzielne przez 6 i niepodzielne przez 3.

B\ A={510,20,25,35,,..}, A\ C = {3,9,15,21,27, ...}

Zbiér C zawiera sig w zbiorze A, zatem C'\ A =0 .
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Zadanie 1.1.2 Udowodnic¢ nastepujgcg rownowazno$é:

(B\A)UA=B < ACB.
Rozwiazanie

Niech x oznacza zdarzenie elementarne.
re€(B\AUAs (reB ANz gAVreAs
S@eBVzeA)AN(zeA VreAd) s (re(AUB)Vre s
&z e(AUB)
Otrzymujemy zatem réwnos¢ AU B = B, ktora jest prawdziwa wtedy i tylko
wtedy, gdy A C B.

Zadanie 1.1.3 Zbadano grupe 50 0sob i okazato sie, Ze 43 osoby uprawiajg sport,
19 0sob gra w gry strategiczne, a 20 gra w gry losowe. Wiedzqgc, zZe wszyscy grajg
w jakies gry, wykazac, zZe co najmmniej 32 osoby sposrod badanych uprawia wiece]
niz jeden rodzaj gier.

Rozwiazanie

Niech:
A — zbidr 0s6b uprawiajacych sport;
B — zbiér oséb grajacych w gry strategiczne;
C — zbidr os6b grajacych w gry losowe.

7 danych w zadaniu wynika, ze
|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|=50.
Przeksztalcamy do postaci:

|A|+ |B|+|C|+|ANBNC| =50 = |[ANB|+ |ANC|+ |BNC|. Zbior ANBNC
nie musi by¢ zbiorem pustym, zatem

|A| +|B|+|C| =50 < |ANB|+|ANC|+ |BNC].

Wykorzystujac dane w zadaniu mamy,
43+19+20-50<|ANB|+|ANC|+|BNC|
2<|ANB|+|ANC|+|BNC|

Zadanie 1.1.4 Niech Q = {0,2,4,6,8}. ZnaleZé najmniejszq o-algebre S zawie-
rajgcg rodzing R = {{0},{2,4,6}}.

Rozwiazanie
Zauwazmy, ze poniewaz {2 jest zbiorem skoriczonym, warunek zamkniecia ro-

dziny na branie sum przeliczalnych oznacza zamkniecie tej rodziny na branie tylko
sumy mnogosciowe;j.
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Oczywiscie rozwazana rodzina nie jest o-algebra. Aby znalez¢ najmniejsza
o-algebre zawierajaca R, nalezy ja powigkszy¢ o brakujace zbiory. Wprost z de-
finicji wynika, ze musi to by¢ zbidr pusty oraz dopehienia elementéw tej rodziny.
W wyniku powigkszenia dostaniemy wtedy rodzine

{0, {0}, {2, 4, 6}, Q, {2, 4, 6, 8}, {0, 8}}.

Zauwazmy, ze powstata rodzina dalej nie jest o-algebra — nie jest zamknieta na
branie sum mnogosciowych. Nalezy ja uzupemi¢ o zbiér

{0} U {2, 4, 6} ={0, 2, 4, 6}

i jego dopemienie {8}. Z konstrukcji wynika, ze tak powstala rodzina S jest juz
o-algebra. Pozostalo uzasadni¢, ze jest najmniejsza rodzina o tej wlasnosci.

W tym celu wezmy o-algebre A zawierajaca rodzine R. Z definicji wynika, ze
musi ona zawiera¢ rowniez nasza powiekszona rodzine, ktéra jest o-algebra, co
konczy dowdd.

1.2 Zadania

Zadanie 1.2.1 Niech

A bedzie zbiorem punktow (z,y), dla ktérych x* + y* < 4,

B — zbiorem punktéw (x,y), dla ktérych x* +y* < 9,

C — zbiorem punktow (z,y), dla ktérych (x —1)* + (y + 1)* < 1.
ZnaleZé zbiory:

AUB, AUC, BUC,AUBUC, ANB,AnNC,BNnC, AnBnC,

A\ B, B\ A, A\C.

Zadanie 1.2.2 W loterii znajdujg sie losy puste i wygrywajgce. Kupujemy trzy
losy. Niech

A oznacza zdarzenie: doktadnie jeden los wygrywa,

B - co najwyzej jeden los wygrywa,

C — co nagmniej jeden los wygrywa.

Wyjasnié, co oznaczajg zdarzenia A, B¢, C¢, AU B, AN B,BUC,BnC,
B¢ n ¢°.

Zadanie 1.2.3 Niech A bedzie zbiorem tych studentéow Twojej grupy, ktdrych
nazwisko zaczyna sie od litery K,M lub P, B — zbiorem tych, ktorzy majq trdjke
z matematyki, a C — zbiorem tych, ktorzy otrzymuje stypendium za wyniki w
nauce. Zapisaé za pomocq dziatan na zbiorach A, B,C' nastepujace zbiory stu-
dentow:
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1. zbior studentow, ktorych nazwisko zaczyna sie od litery K,M lub P, majg
trojke z matematyki oraz otrzymujg stypendium za wyniki w nauce,

2. zbior tych studentow, ktorych nazwisko zaczyna sie od litery K,M lub P oraz
majq trojke z matematyki lub otrzymujg stypendium za wyniki w nauce,

3. zbior tych studentow, ktorych nazwisko nie zaczyna sie od litery K, M lub P,
majg trojke z matematyki i nie otrzymujq stypendium za wyniki w nauce,

4. zbior tych studentow, ktorych nazwisko zaczyna sie od litery K,M lub P, nie
majg trojki z matematyki ani nie otrzymujg stypendium za wyniki w nauce.

Zadanie 1.2.4 Korzystajgc z praw de Morgana, zapisz A N B wylgcznie przy
pomocy operacji sumy i dopetnienia.

Zadanie 1.2.5 Dane sq zbiory A = {a,b,c} oraz B ={1,2}. Wyznaczyé Ax B
oraz B x A.

Zadanie 1.2.6 Udowodnié, Ze jesli zbior A ma n elementéw, zbior B ma m
elementow, to A x B ma n-m elementéw.

Zadanie 1.2.7 Zbiory A i B sq zbiorami zawartymi w pewnej 20-elementowej
przestrzeni.  Wiemy, Ze zbior A ma 7 elementéw, zbior B — 8 elementdw, a

ich czesé wspdlna ma 3 elementy. Z ilu elementow sktadajg sie zbiory: AU B,
A°UBCY, A\ B, AN B?

Zadanie 1.2.8 Niech Q = [—1,1]. ZnaleZé najmniejszq o-algebre S zawierajgcg
TOdZin@ R = {[_17 _%]7 [_%7 O]}

Zadanie 1.2.9 Niech X = [0, 1] bedzie przestrzenig. Dane sq zbiory A = [0, %)
oraz B = (1,1].

1. Wyznaczyé zbiory AUB, ANB, A— B, B— A, A, B©.

2. Uzupetni¢ rodzine A = {A, B} tak, aby byla algebrag.

Zadanie 1.2.10 Ze zbioru cyfr{1,2,3,4,5,6,7,8,9} losujemy bez zwracania ko-
lejno trzy cyfry i tworzymy liczbe trzycyfrowg w ten sposob, zZe pierwsza wylo-
sowana cyfra oznacza liczbe setek, druga — liczbe dziesigtek i trzecia — liczbe
jednosci. Za zdarzenie elementarne przyjmujemy liczbe w ten sposob uzyskang.
Wypisaé wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajece danemu zdarzeniu, jesli
zdarzenie polega na tym, zZe otrzymana liczba jest:

1. wielokrotnosciq liczby 25;

2. mniejsza od 200 i podzielna przez 5;



1.2 Zadania 7

kwadratem pewnej liczby naturalnes;
kwadratem pewnej liczby naturalnej lub jest wielokrotnosciq liczby 25;
kwadratem pewnej liczby naturalnej i wielokrotnoscig liczby 25;

wielokrotnoscig liczby 25 i nie jest kwadratem Zadnej liczby naturalnej;

N S &

kwadratem pewnej liczby naturalnej i nie jest wielokrotnoscig liczby 25.

Zadanie 1.2.11 Dane sq 4 zdarzenia losowe A, B,C i D przestrzeni wszystkich
zdarzen elementarnych Q). Zapisac za pomocg odpowiednich dziatari zdarzenie:

1. E polegajgce na tym, ze wystapity tylko zdarzenia A i B;
2. F polegajgce na tym, ze nie wystgpito Zadne zdarzenie;

3. G polegajgce na tym, Ze wystgpito zdarzenie A i nie wystepily zdarzenia
B7 C? D?’

4. H polegajgce na tym, zZe wystgpito tylko zdarzenie sposrod zdarzen

A, B,C,D.

Zadanie 1.2.12 Dane sq zdarzenia losowe A,B i C w przestrzent wszystkich zda-
rzen elementarnych Q. Wykazaé réownosci:

1. A—-(BUC)=(A-B) -,

2. A—-(BUC)=(A-B)Nn(A-C).
Zadanie 1.2.13 Wykonujemy trzykrotny rzut symetryczng monetg. Zdarzenie
elementarne to trdjka (x,y, z), gdzie z,y,z € {o,r}, gdzie o oznacza, Ze wyrzu-
cilismy orta, r — wyrzuciliSmy reszke. Niech A; bedzie zdarzeniem elementarnym
polegajgcym na tym, Ze reszka wypadta tylko w i-tym rzucie, i = {1,2,3}. Wy-

znaczyc: ), Ay, Ag, As.
Co oznacza zdarzenie:

1. Ay U Ay U As;
2. Ay N Ay N As;
3. AS U A U AS;
4. AV N AT N AS?

Zadanie 1.2.14 Rzucamy dwa razy symetryczng monetg. W sytuacyi gdy otrzy-
mamy dwukrotnie te samgq strone monety, rzucamy po raz trzeci. Za zdarzenie
elementarne wwazamy uporzgdkowane dwdjki lub trojki wynikow poszczegolnych
rzutow. Wyznaczyc Q.
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Zadanie 1.2.15 7 talii 52 kart wybieramy 4. Niech A oznacza zdarzenie, Ze
wylosowalismy co najmniej jednego asa, B — wylosowalismy co najwyzej jednego
asa czarnego, C — wylosowalismy dwa asy.

Opisaé przestrzen zdarzen elementarnych dla tego dosSwiadczenia. Co oznaczajq
zdarzenia: AUB, AUC, ANB, ANCY AuBUC, AN BY?

Zadanie 1.2.16 7 badan statystycznych wynika, Ze w pewnej grupie studentow
50% gra w koszykdwke, 60% w siatkéwke, 50% w pitke noing, 30% w koszykdwke
oraz siatkéwke, 20% w siatkowke i pitke nozng, 30% w koszykéwke i pitke nozng.
10% studentéw uprawia wszystkie trzy dyscypliny sportowe. Jaki procent stu-
dentow uprawia doktadnie dwie gry zespolowe? Jaki procent nie uprawia zZadnej

gry?

Zadanie 1.2.17 W pewnej wst mieszka 300 0sob, z ktorych kazdy Spiewa, tarnczy
lub gra na gitarze. Poltowa grajgcych na gitarze tanczy, potowa tanczqcych spiewa,
a potowa Spiewajgcych gra na gitarze. Wiemy, ze Zaden z grajecych na gitarze
nie Spiewa i tanczy. Ile 0séb $piewa, tariczy, a ile gra na gitarze?

Zadanie 1.2.18 Z badan statystycznych wynika, Ze wsrod 200 ankietowanych
130 posiada psa, 80 — kota, a 53 — rybki. Nikt nie posiada wszystkich trzech
zwierzgt, ale mniej niz 40 sposrod ankietowanych posiada dwa zwierzgtka. Czy
wyniki ankiety sq rzetelne?

Zadanie 1.2.19 Wybieramy losowo studenta drugiego roku. Niech zdarzenie A
polega na tym, Ze jest to kobieta, B — wybrana osoba uczeszcza na lektorat z jezyka
angielskiego, C' — wybrany student jest mieszkaricem Legnicy.

Opisaé stownie zdarzenia: AN B¢, AN BNCC.

Przy jakich warunkach bedzie zachodzié rownosé, ze AN B = A? Kiedy zachodzi
réwnosé A = B?

Zadanie 1.2.20 Z odcinka [0,2] wybieramy losowo i niezaleznie dwa punkty.
Niech A oznacza zdarzenie polegajgce na tym, Ze odleglo$é miedzy mimi jest
mniejsza od 1. Opisac przestrzen zdarzen elementarnych dla tego doswiadczenia.
Opisac zdarzenie A.

Zadanie 1.2.21 Z odcinka [0, k] wybieramy losowo i niezaleznie punkty x i y.
Niech A — zdarzenie polegajace na tym, ze x* + y> > ’“4—2, B - zdarzenie, Zze
funkcja In(z* + y? — k) jest dobrze okreslona.

1. Opisac A, B i .

2. Wyznaczyc |A|, |B| i |Q].
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Elementy kombinatoryki oraz
techniki zliczania

2.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykilady

Niech dane beda zbiory:

Al = {a17a27 '~-7an1}7 ‘Al‘ =N

A2 = {blab% ~~~abn2}7 ’A2’ = N2

Ak = {p17p27"'7pnk}7 ’Ak‘ = Nk

Nos¢ ciagéw (aj,, bj,, ..., pj, ) takich, ze wyraz pierwszy nalezy do Ay, drugi do
As, k-ty do A, da sie wyznaczy¢, korzystajac z twierdzenia:

Twierdzenie 2.1.1 (Zasada wielokrotnego wyboru)
Liczba k-elementowych ciggow, takich zZe aj € Ai, bj, € As,...,xj, € Ay, jest
rowna |Ay] - |Ag| - o | Ak = nq - ng -y

Definicja 2.1.1 Niech dany bedzie zbior A = {ay,as,...,a,}. Kaidg funkcje,
ktora liczbie naturalnej ze zbioru {1,2,....,k} przyporzedkowuje doktadnie jeden
element a,, ze zbioru A, nazywamy k-elementowg wariacjg z powtorzeniami zbioru

A.

K-elementowa wariacja z powtorzeniami zbioru A to k-krotny wybér po jed-
nym elemencie ze zwracaniem ze zbioru A.

Twierdzenie 2.1.2 Liczba k-elementowych wariacji z powtdrzeniami zbioru n-
elementowego jest réwna |VF| = nk.
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Definicja 2.1.2 Dla danego zbioru A = {a1, as, ..., a,} kaZdg réznowartosciowg
funkcje f 2 {1,2,....k} — {ai,a9,...,a,} (k < n) nazywamy k-elementowq wa-
riacjg bez powtdrzen zbioru A.

K-elementowa wariacja bez powtorzen zbioru A to k-krotny wybér bez zwra-
cania jednego elementu ze zbioru A.

Twierdzenie 2.1.3 Liczba k-elementowych wariacji bez powtdorzen elementow
zbioru n-elementowego (k < n) wynosi |WF =n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1) =

n!

(n—k)!"

Definicja 2.1.3 Permutacjg zbioru A = {ay, as, ..., a, } nazywamy kazdg funkcje
réznowartosciowg f : {1,2,...,n} — {a1,aq,...,a,}. Innymi stowy — permutacja
zbioru to kazde uporzgdkowanie elementow tego zbioru.

Twierdzenie 2.1.4 Liczba permutacji zbioru n-elementowego jest réwna |P,| =
nl.

Definicja 2.1.4 K-elementowg kombinacjg n-elementowego zbioru (0 < k < n)
nazywamy dowolny k-elementowy podzbior tego zbioru.

Twierdzenie 2.1.5 Liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego
jest réwna |CE| = (7).

Definicja 2.1.5 Niech dany bedzie n-elementowy zbior, w ktorym mamy ki ele-
mentow typu a1, ko elementow typu as,....k,, typu a,,, przy czym elementy tego
samego typu sq¢ nierozroznialne, ki + ko + ... + ky, = n. Kazde uporzedkowanie
tego zbioru nazywamy permutacjq z powtorzeniami tego zbioru.

Twierdzenie 2.1.6 Liczba permutacji z powtorzeniami ky elementow typu aq,
ky typu as,....ky typu ay, (k1 + ke + ... + ky, = n) jest réwna W’km,
Definicja 2.1.6 K-elementowg kombinacjg 2z powtdrzeniami  zbioru n-
elementowego nazywamy kazdy cigg (ky, ks, ..., k) taki, ze kj > 0 i catkowite oraz
ky 4 ko4 oo+ Ky = k.

Twierdzenie 2.1.7 Liczba k-elementowych kombinacji z powtorzeniami zbioru
n-elementowego jest rowna (”+’,§71).

Zadanie 2.1.1 Studentka ma w szafie jedng bluzke Zottq i dwie zielone oraz trzy
spodnice zielone 1 dwie zZolte. Na ile sposobow moze sie ubraé, tak aby bluzka oraz
spddnica bylty tego samego koloru?
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Rozwiazanie

Mozemy zauwazy¢, ze studentka ma do wyboru dwa zestawy ubioru: zétta
bluzka i zétta spddnica lub zielona bluzka i zielona spédnica. Kazda z opisanych
mozliwosci da sie¢ wyliczy¢ z wykorzystaniem reguly mnozenia. Zatem mamy
tacznie: 1-2+ 2 -3 = 8 mozliwosci.

Zadanie 2.1.2 Ile mozemy otrzymac roznych wynikow podczas jednoczesneqo
rzutu kostkq 1 monetq?

Rozwiazanie

Wynik do$wiadczenia opisany jest przez pare (wynik rzutu kostka, wynik
rzutu moneta).
Ay — zbiér mozliwych wynikéw podczas rzutu kostka, A; = {1,2,3,4,5,6}
Ay — zbiér mozliwych wynikéw podczas rzutu moneta, A, = {O, R}
Mamy zatem |A;| - |As| = 6 - 2 = 12 réznych wynikéw.

Zadanie 2.1.3 Rzucamy czterema monetami. Ile istnieje wszystkich mozliwych
wynikow rzutu?

Rozwiazanie

Mamy dwa mozliwe wyniki rzutu pojedyncza moneta — n = 2, zas liczba
monet k = 4. Zatem liczba wszystkich wynikéw rzutu czterema monetami wynosi
|WE| =nk =21 =16.

Zadanie 2.1.4 W wurnie znajdujg sie ponumerowane kule s1, Sz, ..., Sg. Zbior kul
oznaczmy Zy = {s1,S2,...,So}. Z urny losujemy trzy kule bez zwracania i two-
rzymy w ten sposdb liczby trzycyfrowe. Ile takich liczb mozemy uzyskac?

Rozwiazanie

W wyniku do$wiadczenia tworzymy trzyelementowe ciagi liczb, przy czym
ciagi (s1, S92, $3),(82, $1, 53) sa rézne, cho¢ zawieraja te same elementy. Utworzone
w ten sposéb ciagi to trzyelementowe wariacje bez powtorzen zbioru Zy. Zatem
liczba tych wariacji wynosi [Wg| =9-8-7 = 504.

Zadanie 2.1.5 W urnie znajdujg sie ponumerowane kule si, Sz, ..., Sg. Zbior kul
oznaczmy Zg = {s1, Sa, ..., So}. Z urny losujemy trzy kule po jednej kuli, wrzucajgc
po kazdym losowaniu z powrotem do urny wylosowang kule. Wylosowane numery
kul zapisujemy w kolejnosci losowania. Ile réznych liczb uzyskamy w ten sposcb?
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Rozwiazanie

W wyniku losowania tworzymy trzyelementowe ciagi liczb, przy czym ciagi
(81, S2, 83),(82, S1, S3) sa rézne, choé zawieraja te same elementy. Kula po kazdym
losowaniu wraca do urny, wiec mozliwe jest uzyskanie liczby, w ktérej cyfry beda
sie¢ powtarzaé (np. (s, Sg, S¢)). Utworzone w ten sposéb ciagi to trzyelementowe
wariacje z powtdérzeniami zbioru Zy. Liczba wszystkich wariacji trzyelemento-
wych zbioru Zy jest réwna |V = 93 = 729.

Zadanie 2.1.6 W przedstawieniu przygotowywanym przez kétko teatralne bierze
udzial trzech chlopcow i cztery dziewczynki. Mamy do obsadzenia siedem rol.

1. Na ile sposobow zostang rozdzielone role, gdy nie ma znaczenia pte¢ mtodego
aktora?

2. Na ile sposobow rodzielimy trzy role meskie i cztery kobiece pomiedzy
biorgcych udziat?

Rozwiazanie

1. Nie mamy podzialu na role w zaleznosci od plci, zatem kazdy moze odegrac
kazda role, ale jedna osoba nie moze odtwarza¢ dwéch rél. Mamy zatem
tacznie 7! = 5040 mozliwosci.

2. Role meskie mozemy rodzieli¢ na 3! sposobdéw, a role kobiece na 4! spo-
sobow. Poniewaz obsade meska mozemy zestawic¢ z dowolna obsada kobieca,
mamy wiec 3! - 4! =12 - 48 = 576 mozliwosci.

Zadanie 2.1.7 Mamy k kul © rozmieszczamy je w n komorkach. Kule, o ktorych
jest mowa w zadaniu, sq nierozroznialne. Na ile sposobow mozna to zrobic?

Rozwiazanie

Rozmieszczenie tych kul jest wyznaczone przez podanie liczby kul
w komérkach, czyli ciag (ki, ks, ..., k), gdzie k; — liczba kul w komérce o i-tym
numerze. Nie jest istotne, w jakiej kolejnosci sa rozmieszczone kule w danej
komorce, istotna jest natomiast ich liczba.

Mamy ki + ko + ... + kp, =k, k; > 0, 7 = 1,2,...,n. Dwa rozmieszczenia sa
rézne, gdy odpowiednie ciagi (kq, ko, ..., ky,) nie sa identyczne.

Rozpatrujemy k-elementowe kombinacje z powtérzeniami zbioru A =
{ai1, a9, ...,a,}. Kombinacji (ki, ko, ..., k,) przyporzadkujemy rozmieszczenie za-
dane tym samym ciagiem, tzn. k; kul w 1. koméree, ko kul w 2. komoéree itd.
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Jesli w kombinacji z powtdrzeniami wystepuje k; elementéw a;, tzn.,
ze w komérce o numerze j jest k; kul. Przyporzadkowanie to jest wzajemnie
jednoznaczne, wiec liczba réznych rozmieszczen jest réwna liczbie  kombinacji
z powtorzeniami, czyli ("+Z_1).

Zadanie 2.1.8 7 cyfr 1,2,2,3,4,4,4 tworzymy liczby siedmiocyfrowe.  Ile
roznych liczb mozemy tak zrealizowad?

Rozwiazanie

Bezposrednio ze wzoru na liczbe permutacji n-elementowych z powtérzeniami
!
mamy 2,7—3, = 420.

Zadanie 2.1.9 lle wuzyskamy roznych wynikow przy rzucie piecioma nie-
rozroznialnymi monetamsi?
Rozwiazanie

W zadaniu tym wykorzystamy kombinacje z powtérzeniami, gdzie n = 2,
k=5 ("E) = (25 =6,

k 5
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2.2 Zadania

Zadanie 2.2.1 W kolejce stoi 5 dziewczgt i 5 chtopcow. Na ile sposobow mogq
oni ustawié sie w kolejce, jesli:

1. dziewczeta stojg przed chtopcami;
2. w kolejce Zadnych dwdch chtopcow nie stoi obok siebie;

3. nie ma znaczenia kolenodé osob?

Zadanie 2.2.2 [le réznych stow majgcych sens lub nie mozna utworzyc z liter
stowa:

1. REGULA;
2. ZADANIA;
3. TATA?

Zadanie 2.2.3 Stonoga ma 50 par roznych butéw. Rozrozinia tylko buty lewe od
prawych. Na ile sposobdw stonoga moze ubraé buty?

Zadanie 2.2.4 Pewna restauracja reklamuje sie w sposob nastepujgcy: ,,Posia-
damy ponad milion zestawow obiadowych”. Sprawdzono, ze w rzeczywistosci byto
tam 20 zup, 10 drugich dan, 12 przystawek, 20 deserow i 25 gatunkow wina. Czy
reklama tej restauracji jest btedna?

Zadanie 2.2.5 Maty Karolek wklada buty. Posiada 6 par butow i zawsze kieruje
sie zasadami:

1. nigdy nie wklada lewego buta na prawg noge i odwrotnie;
2. nigdy nie wktada dwdch butéw z tej samej pary.

Na ile sposobow moze wtozyé buty na obie nogi?

Zadanie 2.2.6 W sali wyktadowej jest 150 miejsc. Na wyktad przyszto 42 stu-
dentow. Na ile sposobéw mogq zajgé miejsca na tej sali?

Zadanie 2.2.7 lle réznych liczb czterocyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach
mozna utworzycé, majgc do dyspozycyi:

1. cyfry: 1,2,3,4,5,6,7;

2. cyfry: 0,1,2,8,4,5,6,7,8,9¢
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Zadanie 2.2.8 FEgzamin z matematyki sktada si¢ z 15 pytarn testowych. Przy
kazdym pytaniu podane sq trzy odpowiedzi i wiemy, Ze tylko jedna sposrod poda-
nych jest prawidtowa. Na ile sposobow mozemy dokonaé wyboru odpowiedzi na
egzaminie, zaktadajgc, Ze:

1. mie zostang nam przydzielone punkty ujemne za bledng odpowiedZ, wiec
mozna zawsze zakreslié jedng odpowiedz;

2. za bledng odpowied? sq przydzielane punkty ujemne, wiec mozna nie za-
kreslac zadnej odpowiedzi?

Zadanie 2.2.9 lle jest liczb siedmiocyfrowych, ktore sq palindromiczne?

Uwaga 2.2.1 Liczba jest palindromiczna, jesli czytana wspak jest tg samg
liczbg.

Zadanie 2.2.10 Mamy n przedmiotow. Na ile sposobow mozemy rozdzielié¢ te
przedmioty:

1. pomiedzy 3 osoby (przyjmujemy podziat skrajnie niesprawiedlivy — tzn.
wszystkie przedmioty mogq trafi¢ do jednej osoby);

2. na 3 grupy?

Zadanie 2.2.11 Wykazad, ze (}) + (,7,) = (11))-
Zadanie 2.2.12 Ile istnieje podzbiorow

1. trzyelementowych,

2. czteroelementowych,

3. siedmioelementowych

zbioru dziesiecioelementowego?

Zadanie 2.2.13 Na ile sposobow mozna rodzieli¢ trzy jednoosobowe zaproszenia
na koncert miedzy 12 0s6b?

Zadanie 2.2.14 Przed zajeciami spotkato sie 11 studentéw. Ile nastgpi powitan?

Zadanie 2.2.15 [le roznych prostych mozna przeprowadzic¢ przez osiem punktow,
z ktorych:

1. Zadne trzy nie sg wspotliniowe;

2. trzy z nich sqg wspotliniowe oraz pozostate 5 tworzy jedng prostq?
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Zadanie 2.2.16 Na ile sposobow mozemy wreczyé karty brydzyscie, tak aby
otrzymat:

1. co nagmniej jednego asa;
2. 5 pikow, 4 kiery i 4 kara;

3. 10,9,8,7 (kolory tych kart mogg by¢ dowolne)?

Zadanie 2.2.17 Ile jest roznych rozmieszczen 5 serwetek w 5 szufladach komody,
w ktorych:

1. wszystkie szuflady sq zajete;
2. co najmniej jedna szuflada jest pusta;

3. dokladnie jedna szuflada jest pusta?

Zadanie 2.2.18 W pudetku znajduje sie 15 kul biatych i 5 czarnych. Losujemy
bez zwracania 5 kul. Ile istnieje sposobow wylosowania:

1. samych kul biatych;
2. co najmniej jednej kuli czarnej;

3. doktadnie 3 kul czarnych?

Zadanie 2.2.19 Ile roinych wynikow uzyskamy przy rzucie nierozroznialnymi
kostkamsi do gry, gdy mamy:

1. J kostki;

2. n kostek?



Rozdzial 3

Model probabilistyczny
Kolmogorowa

3.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykilady

Przez model probabilistyczny Kolmogorowa, zwany tez przestrzenig probabilis-
tyczng, bedziemy rozumieli nastepujaca trojke: (€, %, P), gdzie 2 jest niepu-
stym zbiorem nazywanym przestrzeniq zdarzen elementarnych, X jest o-ciatem
zdarzen, P : ¥ — R jest funkcja zwana funkcjg prawdopodobienstwa taka, ze:

1.

2.

P(A) € [0,1], dla kazdego A € ¥;

(
P(AY) =1 — P(A), dla kazdego A € %;
(

. P(U A, = > P(A,) dla dowolnych parami roztacznych zdarzen

neN, neN,

A, €X, N,CN.

Fakt 3.1.1 Dla kazdej przestrzeni probabilistycznej (Q, 2, P) mamy:

1.

P(Q) = 1;

2. jesli A C B, to P(A) < P(B);

3. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B), dla dowolnych zdarzen A i B.

Przypomnimy najwazniejsze przyklady przestrzeni probabilistycznych.
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Przestrzen probabilistyczna dyskretna

Przestrzen probabilistyczna nazywamy dyskretng, jesli

1. Q@ = {wn,n € Ny}, gdzie Ny — zbidr skoniczony (co najmniej dwuelemen-
towy), albo nieskonczony podzbidr liczb naturalnych;

2. dany jest ciag p, € (0,1) taki, ze > p,=1;
n€Np

3. ¥ =P(Q) — rodzina potegowa,;
4. funkcja prawdopodobienstwa jest zdefiniowana nastepujaco:

(8) P({wn}) = pu, n € N
(b) P(A) = ¥ po dla A#D

wpEA

(c) P(0)=o0.

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Model jednorodny

Jesli przestrzen () sktada sie¢ z n zdarzen elementarnych, czyli [Q2| = n, oraz
zdarzenia elementarne {w;} sa jednakowo prawdopodobne, czyli

P({r}) = Pl{wa) = o = P({en}) =

to prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A sktadajacego sie z k zdarzen ele-
mentarnych (|A| = k) wyraza si¢ réwnoscia

P(A) = |A]  k  liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A
Qe liczba zdarzen elementarnych przestrzeni §2

Powyzszy wzor stanowil dawniej definicje prawdopodobienstwa zdarzenia, dla-
tego czesto nazywa sie go ,.klasyczna definicja prawdopodobienstwa”.

Zadanie 3.1.1 Sposrad czterech kart réznego koloru losujemy jednoczesnie dwie.
Jakie jest prawdopodobienistwo, Ze obie bedg czarne lub obie czerwone?
Rozwiazanie

O ={w=Az, 22} :x; € {1,2,3,4} Ni = 1,2}, gdzie {1,2,3,4} jest zbiorem
danych kart.



