
6 Wstȩp

Przy opracowaniu zbioru przyj̧elísmy zasadȩ, że każdy rozdzia�l bȩdzie zawiera�l
wprowadzenie teoretyczne i przyk�lady przez nas rozwia̧zane. Jednocześnie wy-
szlísmy z za�lożenia, że zbiór ten nie może i nie powinien zastȩpować ani ksia̧żki
Podstawy metod probabilistycznych, ani wyk�ladu. Niewa̧tpliwa̧ atrakcja̧ powinien
być rozdzia�l zatytu�lowany Przyk�ladowe zadania z egzaminów i kolokwiów.

Oczywíscie nasza praca jest jedna̧ z wielu. Dlatego należy wyraźnie wspo-
mnieć o rozwia̧zaniach alternatywnych czy też o charakterze uzupe�lniaja̧cycym.
Odpowiednie informacje zamieścilísmy w zestawieniu literatury.

Wierzymy, że nasza praca umożliwi:

1. studentom – szybsze opanowanie przedmiotu,

2. prowadza̧cym zajȩcia – efektywniejsza̧ realizacjȩ zamierzonych celów dy-
daktycznych.
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Rozdzia�l 1

Zbiory i rodziny zbiorów

1.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyk�lady

Zbiory definiujemy poprzez określenie ich elementów. Dwa zbiory, które maja̧ te
same elementy, uważamy za identyczne.

A = B ⇔ ∀x (x ∈ A ⇔ x ∈ B)

Piszemy A ⊂ B (zbiór A zawiera siȩ w zbiorze B), jeżeli każdy element zbioru
A należy również do zbioru B.

A ⊂ B ⇔ ∀x (x ∈ A ⇒ x ∈ B)

Podstawowe dzia�lania na zbiorach to: suma, iloczyn i różnica (A ∪ B, A ∩ B,
A \ B), które definiujemy nastepuja̧co:

x ∈ A ∪ B ⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B,

x ∈ A ∩ B ⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B,

x ∈ A \ B ⇔ x ∈ A ∧ x �∈ B.

Zbiór AC nazywamy dope�lnieniem zbioru A.

x ∈ AC ⇔ x �∈ A

Moc zbioru |A| określa ilość elementów danego zbioru.

Iloczyn kartezjański zbiorów A i B (A×B) to taki zbiór par uporza̧dkowych
(a, b), że a ∈ A ∧ b ∈ B.



2 Zbiory i rodziny zbiorów

Zbiór, którego elmentami sa̧ zbiory, nazywamy rodzina̧ zbiorów.

Rodzina A jest rodzina̧ indeksowana̧, jeżeli istnieje zbiór indeksów T taki,
że każdemu indeksowi t ∈ T jest przyporza̧dkowany w sposób jednoznaczny
jeden element At rodziny A.

Bȩdziemy wtedy pisali A = {At, t ∈ T}.

Na rodzinie A = {At, t ∈ T} można wykonywać dzia�lania mnogościowe:

⋃
t∈T

At = {x ∈ X : ∃t∈T x ∈ At},

⋂
t∈T

At = {x ∈ X : ∀t∈T x ∈ At}.

Dla danego zbioru Ω niech Σ oznacza rodzinȩ z�lożona̧ z podzbiorów Ω, która
ma nastȩpuja̧ce w�lasności:

1. zawiera zbiór pusty,

2. zamkniȩta jest na branie dope�lnienia,

3. zamkniȩta jest na branie sum przeliczalnych, czyli

∀n∈No An ∈ Σ ⇒
⋃

n∈No

An ∈ Σ

dla dowolnego podzbioru niepustego No ⊂ N.

Dalej rodzinȩ Σ bȩdziemy nazywali σ-algebra̧ zdarzeń, zbiór Ω bȩdziemy nazywali
przestrzenia̧ zdarzeń elementarnych.
Zdarzenie pewne oznaczamy przez Ω, a zdarzenie niemożliwe przez ∅. Zdarzeniem
przeciwnym do A nazwiemy jego dope�lnienie AC .

Zadanie 1.1.1 Niech
A bȩdzie zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 3,
B – zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 5,
C – zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 6.
Znaleźć zbiory:

A ∪ B, A ∪ C, B ∪ C, A ∪ B ∪ C, A ∩ B, A ∩ C, B ∩ C, A ∩ B ∩ C,

B \ A, A \ C, C \ A.
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Rozwia̧zanie

Podane w zadaniu zbiory sa̧ postaci:

A = {3, 6, 9, 12, ...}, B = {5, 10, 15, 20, ...}, C = {6, 12, 18, 24, ...}.
Sumȩ dwóch zbiorów stanowia̧ wszystkie elementy, które należa̧ do jednego

lub drugiego zbioru, zatem A ∪ B stanowia̧ liczby podzielne przez 3 lub podzielne
przez 5, B ∪ C – podzielne przez 5 lub podzielne przez 6, A ∪ C – podzielne
przez 3 lub podzielne przez 6.

A ∪ B = {3, 5, 6, 9, 10, 12, 15, ...}, B ∪ C = {5, 6, 10, 12, 15, 18, 20, ...},

A ∪ C = {3, 6, 9, 12, 15, 18, ...}.
Zbiór C zawiera siȩ w zbiorze A (wszystkie liczby podzielne przez 6 sa̧ po-

dzielne również przez 3 – wynika to faktu, że 3 jest dzielnikiem 6), wiȩc sumȩ
tych zbiorów stanowi ca�ly zbiór A. A ∪ C = A, zatem A ∪ B ∪ C to zbiór
liczb podzielnych przez 3 lub przez 5.

A ∪ B ∪ C = A ∪ B = {3, 5, 6, 9, 10, 12, 15, ...}.
Iloczyn dwóch zbiorów stanowia̧ wszystkie elementy, które należa̧ do jednego

oraz do drugiego zbioru. Do zbioru A ∩ B należa̧ liczby podzielne przez 3 i 5
(bȩda̧ce wielokrotnościa̧ NWW(3,5) = 15), do zbioru B ∩ C – podzielne przez 5
i 6, czyli podzielne przez NWW(5,6) = 30, a do zbioru A ∩ C – podzielne przez
3 oraz 6 (NWW(3,6)=6).
Ponownie korzystamy z tego, że zbiór C zawiera siȩ w zbiorze A, dlatego iloczyn
tych zbiorów stanowi zbiór C.

A ∩ B = {15, 30, 45, 60, ...}, B ∩ C = {30, 60, 90, 120, ...},

A ∩ C = {6, 12, 18, 24, ...},

A ∩ B ∩ C = B ∩ C = {30, 60, 90, 120, ...}.
Zgodnie z określeniem różnicy dla dwóch zbiorów wybieramy te elementy,

które należa̧ do zbioru pierwszego i nie należa̧ do drugiego. Zbiór B \A stanowia̧
liczby podzielne przez 5, ale niepodzielne przez 3, A \C – podzielne przez 3 oraz
niepodzielne przez 6, C \ A – podzielne przez 6 i niepodzielne przez 3.

B \ A = {5, 10, 20, 25, 35, , ...}, A \ C = {3, 9, 15, 21, 27, ...}.
Zbiór C zawiera siȩ w zbiorze A, zatem C \ A = ∅ .
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2. zamkniȩta jest na branie dope�lnienia,
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Zadanie 1.1.2 Udowodnić nastȩpuja̧ca̧ równoważność:
(B \ A) ∪ A = B ⇔ A ⊂ B.

Rozwia̧zanie

Niech x oznacza zdarzenie elementarne.
x ∈ (B \ A) ∪ A ⇔ (x ∈ B ∧ x �∈ A) ∨ x ∈ A ⇔
⇔ (x ∈ B ∨ x ∈ A) ∧ (x ∈ AC ∨ x ∈ A) ⇔ (x ∈ (A ∪ B)) ∨ x ∈ Ω ⇔
⇔ x ∈ (A ∪ B)
Otrzymujemy zatem równość A ∪ B = B, która jest prawdziwa wtedy i tylko
wtedy, gdy A ⊂ B.

Zadanie 1.1.3 Zbadano grupȩ 50 osób i okaza�lo siȩ, że 43 osoby uprawiaja̧ sport,
19 osób gra w gry strategiczne, a 20 gra w gry losowe. Wiedza̧c, że wszyscy graja̧
w jakieś gry, wykazać, że co najmniej 32 osoby spośród badanych uprawia wiȩcej
niż jeden rodzaj gier.

Rozwia̧zanie

Niech:
A – zbiór osób uprawiaja̧cych sport;
B – zbiór osób graja̧cych w gry strategiczne;
C – zbiór osób graja̧cych w gry losowe.

Z danych w zadaniu wynika, że
|A| + |B| + |C| − |A ∩ B| − |A ∩ C| − |B ∩ C| + |A ∩ B ∩ C| = 50.
Przekszta�lcamy do postaci:
|A|+ |B|+ |C|+ |A∩B ∩C| − 50 = |A∩B|+ |A∩C|+ |B ∩C|. Zbiór A∩B ∩C
nie musi być zbiorem pustym, zatem
|A| + |B| + |C| − 50 ≤ |A ∩ B| + |A ∩ C| + |B ∩ C|.
Wykorzystuja̧c dane w zadaniu mamy,
43 + 19 + 20 − 50 ≤ |A ∩ B| + |A ∩ C| + |B ∩ C|
32 ≤ |A ∩ B| + |A ∩ C| + |B ∩ C|

Zadanie 1.1.4 Niech Ω = {0, 2, 4, 6, 8}. Znaleźć najmniejsza̧ σ-algebrȩ S zawie-
raja̧ca̧ rodzinȩ R = {{0}, {2, 4, 6}}.

Rozwia̧zanie

Zauważmy, że ponieważ Ω jest zbiorem skończonym, warunek zamkniȩcia ro-
dziny na branie sum przeliczalnych oznacza zamkniȩcie tej rodziny na branie tylko
sumy mnogościowej.

1.2 Zadania 5

Oczywíscie rozważana rodzina nie jest σ-algebra̧. Aby znaleźć najmniejsza̧
σ-algebrȩ zawieraja̧ca̧ R, należy ja̧ powiȩkszyć o brakuja̧ce zbiory. Wprost z de-
finicji wynika, że musi to być zbiór pusty oraz dope�lnienia elementów tej rodziny.
W wyniku powiȩkszenia dostaniemy wtedy rodzinȩ

{∅, {0}, {2, 4, 6}, Ω, {2, 4, 6, 8}, {0, 8}}.
Zauważmy, że powsta�la rodzina dalej nie jest σ-algebra̧ – nie jest zamkniȩta na
branie sum mnogościowych. Należy ja̧ uzupe�lnić o zbiór

{0} ∪ {2, 4, 6} = {0, 2, 4, 6}
i jego dope�lnienie {8}. Z konstrukcji wynika, że tak powsta�la rodzina S jest już
σ-algebra̧. Pozosta�lo uzasadnić, że jest najmniejsza̧ rodzina̧ o tej w�lasności.
W tym celu weźmy σ-algebrȩ A zawieraja̧ca̧ rodzinȩ R. Z definicji wynika, że
musi ona zawierać również nasza̧ powiȩkszona̧ rodzinȩ, która jest σ-algebra̧, co
kończy dowód.

1.2 Zadania

Zadanie 1.2.1 Niech
A bȩdzie zbiorem punktów (x, y), dla których x2 + y2 < 4,
B – zbiorem punktów (x, y), dla których x2 + y2 < 9,
C – zbiorem punktów (x, y), dla których (x − 1)2 + (y + 1)2 < 1.
Znaleźć zbiory:

A ∪ B, A ∪ C, B ∪ C, A ∪ B∪ C, A ∩ B, A ∩ C, B ∩ C, A ∩ B ∩ C,

A \ B, B \ A, A \ C.

Zadanie 1.2.2 W loterii znajduja̧ siȩ losy puste i wygrywaja̧ce. Kupujemy trzy
losy. Niech
A oznacza zdarzenie: dok�ladnie jeden los wygrywa,
B – co najwyżej jeden los wygrywa,
C – co najmniej jeden los wygrywa.
Wyjaśnić, co oznaczaja̧ zdarzenia AC , BC, CC, A ∪ B, A ∩ B, B ∪ C, B ∩ C,
BC ∩ CC.

Zadanie 1.2.3 Niech A bȩdzie zbiorem tych studentów Twojej grupy, których
nazwisko zaczyna siȩ od litery K,M lub P, B – zbiorem tych, którzy maja̧ trójkȩ
z matematyki, a C – zbiorem tych, którzy otrzymuja̧ stypendium za wyniki w
nauce. Zapisać za pomoca̧ dzia�lań na zbiorach A, B, C nastȩpuja̧ce zbiory stu-
dentów:



4 Zbiory i rodziny zbiorów

Zadanie 1.1.2 Udowodnić nastȩpuja̧ca̧ równoważność:
(B \ A) ∪ A = B ⇔ A ⊂ B.

Rozwia̧zanie

Niech x oznacza zdarzenie elementarne.
x ∈ (B \ A) ∪ A ⇔ (x ∈ B ∧ x �∈ A) ∨ x ∈ A ⇔
⇔ (x ∈ B ∨ x ∈ A) ∧ (x ∈ AC ∨ x ∈ A) ⇔ (x ∈ (A ∪ B)) ∨ x ∈ Ω ⇔
⇔ x ∈ (A ∪ B)
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1. zbiór studentów, których nazwisko zaczyna siȩ od litery K,M lub P, maja̧
trójkȩ z matematyki oraz otrzymuja̧ stypendium za wyniki w nauce,

2. zbiór tych studentów, których nazwisko zaczyna siȩ od litery K,M lub P oraz
maja̧ trójkȩ z matematyki lub otrzymuja̧ stypendium za wyniki w nauce,

3. zbiór tych studentów, których nazwisko nie zaczyna siȩ od litery K,M lub P,
maja̧ trójkȩ z matematyki i nie otrzymuja̧ stypendium za wyniki w nauce,

4. zbiór tych studentów, których nazwisko zaczyna siȩ od litery K,M lub P, nie
maja̧ trójki z matematyki ani nie otrzymuja̧ stypendium za wyniki w nauce.

Zadanie 1.2.4 Korzystaja̧c z praw de Morgana, zapisz A ∩ B wy�la̧cznie przy
pomocy operacji sumy i dope�lnienia.

Zadanie 1.2.5 Dane sa̧ zbiory A = {a, b, c} oraz B = {1, 2}. Wyznaczyć A×B
oraz B × A.

Zadanie 1.2.6 Udowodnić, że jeśli zbiór A ma n elementów, zbiór B ma m
elementów, to A × B ma n · m elementów.

Zadanie 1.2.7 Zbiory A i B sa̧ zbiorami zawartymi w pewnej 20-elementowej
przestrzeni. Wiemy, że zbiór A ma 7 elementów, zbiór B – 8 elementów, a
ich czȩść wspólna ma 3 elementy. Z ilu elementów sk�ladaja̧ siȩ zbiory: A ∪ B,
AC ∪ BC, A \ B, AC ∩ B?

Zadanie 1.2.8 Niech Ω = [−1, 1]. Znaleźć najmniejsza̧ σ-algebrȩ S zawieraja̧ca̧
rodzinȩ R = {[−1,−1

2
], [−1

2
, 0]}.

Zadanie 1.2.9 Niech X = [0, 1] bȩdzie przestrzenia̧. Dane sa̧ zbiory A = [0, 1
2
)

oraz B = (1
4
, 1].

1. Wyznaczyć zbiory A ∪ B, A ∩ B, A − B, B − A, AC , BC .

2. Uzupe�lnić rodzinȩ A = {A, B} tak, aby by�la algebra̧.

Zadanie 1.2.10 Ze zbioru cyfr {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} losujemy bez zwracania ko-
lejno trzy cyfry i tworzymy liczbȩ trzycyfrowa̧ w ten sposób, że pierwsza wylo-
sowana cyfra oznacza liczbȩ setek, druga – liczbȩ dziesia̧tek i trzecia – liczbȩ
jedności. Za zdarzenie elementarne przyjmujemy liczbȩ w ten sposób uzyskana̧.
Wypisać wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjaja̧ce danemu zdarzeniu, jeśli
zdarzenie polega na tym, że otrzymana liczba jest:

1. wielokrotnościa̧ liczby 25;

2. mniejsza od 200 i podzielna przez 5;
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3. kwadratem pewnej liczby naturalnej;

4. kwadratem pewnej liczby naturalnej lub jest wielokrotnościa̧ liczby 25;

5. kwadratem pewnej liczby naturalnej i wielokrotnościa̧ liczby 25;

6. wielokrotnościa̧ liczby 25 i nie jest kwadratem żadnej liczby naturalnej;

7. kwadratem pewnej liczby naturalnej i nie jest wielokrotnościa̧ liczby 25.

Zadanie 1.2.11 Dane sa̧ 4 zdarzenia losowe A, B, C i D przestrzeni wszystkich
zdarzeń elementarnych Ω. Zapisać za pomoca̧ odpowiednich dzia�lań zdarzenie:

1. E polegaja̧ce na tym, że wysta̧pi�ly tylko zdarzenia A i B;

2. F polegaja̧ce na tym, że nie wysta̧pi�lo żadne zdarzenie;

3. G polegaja̧ce na tym, że wysta̧pi�lo zdarzenie A i nie wysta̧pi�ly zdarzenia
B, C, D;

4. H polegaja̧ce na tym, że wysta̧pi�lo tylko zdarzenie spośród zdarzeń
A, B, C, D.

Zadanie 1.2.12 Dane sa̧ zdarzenia losowe A,B i C w przestrzeni wszystkich zda-
rzeń elementarnych Ω. Wykazać równości:

1. A − (B ∪ C) = (A − B) − C;

2. A − (B ∪ C) = (A − B) ∩ (A − C).

Zadanie 1.2.13 Wykonujemy trzykrotny rzut symetryczna̧ moneta̧. Zdarzenie
elementarne to trójka (x, y, z), gdzie x, y, z ∈ {o,r}, gdzie o oznacza, że wyrzu-
cilísmy or�la, r – wyrzucilísmy reszkȩ. Niech Ai bȩdzie zdarzeniem elementarnym
polegaja̧cym na tym, że reszka wypad�la tylko w i-tym rzucie, i = {1, 2, 3}. Wy-
znaczyć: Ω, A1, A2, A3.
Co oznacza zdarzenie:

1. A1 ∪ A2 ∪ A3;

2. A1 ∩ A2 ∩ A3;

3. AC
1 ∪ AC

2 ∪ AC
3 ;

4. AC
1 ∩ AC

2 ∩ AC
3 ?

Zadanie 1.2.14 Rzucamy dwa razy symetryczna̧ moneta̧. W sytuacji gdy otrzy-
mamy dwukrotnie tȩ sama̧ stronȩ monety, rzucamy po raz trzeci. Za zdarzenie
elementarne uważamy uporza̧dkowane dwójki lub trójki wyników poszczególnych
rzutów. Wyznaczyć Ω.
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elementów, to A × B ma n · m elementów.

Zadanie 1.2.7 Zbiory A i B sa̧ zbiorami zawartymi w pewnej 20-elementowej
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Zadanie 1.2.15 Z talii 52 kart wybieramy 4. Niech A oznacza zdarzenie, że
wylosowalísmy co najmniej jednego asa, B – wylosowalísmy co najwyżej jednego
asa czarnego, C – wylosowalísmy dwa asy.
Opisać przestrzeń zdarzeń elementarnych dla tego doświadczenia. Co oznaczaja̧
zdarzenia: A ∪ B, A ∪ C, A ∩ B, A ∩ CC, A ∪ B ∪ C, AC ∩ BC?

Zadanie 1.2.16 Z badań statystycznych wynika, że w pewnej grupie studentów
50% gra w koszykówkȩ, 60% w siatkówkȩ, 50% w pi�lkȩ nożna̧, 30% w koszykówkȩ
oraz siatkówkȩ, 20% w siatkówkȩ i pi�lkȩ nożna̧, 30% w koszykówkȩ i pi�lkȩ nożna̧.
10% studentów uprawia wszystkie trzy dyscypliny sportowe. Jaki procent stu-
dentów uprawia dok�ladnie dwie gry zespo�lowe? Jaki procent nie uprawia żadnej
gry?

Zadanie 1.2.17 W pewnej wsi mieszka 300 osób, z których każdy śpiewa, tańczy
lub gra na gitarze. Po�lowa graja̧cych na gitarze tańczy, po�lowa tańcza̧cych śpiewa,
a po�lowa śpiewaja̧cych gra na gitarze. Wiemy, że żaden z graja̧cych na gitarze
nie śpiewa i tańczy. Ile osób śpiewa, tańczy, a ile gra na gitarze?

Zadanie 1.2.18 Z badań statystycznych wynika, że wśród 200 ankietowanych
130 posiada psa, 80 – kota, a 53 – rybki. Nikt nie posiada wszystkich trzech
zwierza̧t, ale mniej niż 40 spośród ankietowanych posiada dwa zwierza̧tka. Czy
wyniki ankiety sa̧ rzetelne?

Zadanie 1.2.19 Wybieramy losowo studenta drugiego roku. Niech zdarzenie A
polega na tym, że jest to kobieta, B – wybrana osoba uczȩszcza na lektorat z jȩzyka
angielskiego, C – wybrany student jest mieszkańcem Legnicy.
Opisać s�lownie zdarzenia: A ∩ BC, A ∩ B ∩ CC .
Przy jakich warunkach bȩdzie zachodzić równość, że A∩B = A? Kiedy zachodzi
równość AC = B?

Zadanie 1.2.20 Z odcinka [0, 2] wybieramy losowo i niezależnie dwa punkty.
Niech A oznacza zdarzenie polegaja̧ce na tym, że odleg�lość miȩdzy nimi jest
mniejsza od 1. Opisać przestrzeń zdarzeń elementarnych dla tego doświadczenia.
Opisać zdarzenie A.

Zadanie 1.2.21 Z odcinka [0, k] wybieramy losowo i niezależnie punkty x i y.
Niech A – zdarzenie polegaja̧ce na tym, że x2 + y2 > k2

4
, B – zdarzenie, że

funkcja ln(x2 + y2 − k) jest dobrze określona.

1. Opisać A, B i Ω.

2. Wyznaczyć |A|, |B| i |Ω|.

Rozdzia�l 2

Elementy kombinatoryki oraz
techniki zliczania

2.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyk�lady

Niech dane bȩda̧ zbiory:

A1 = {a1, a2, ..., an1}, |A1| = n1

A2 = {b1, b2, ..., bn2}, |A2| = n2

...

Ak = {p1, p2, ..., pnk
}, |Ak| = nk

Ilość cia̧gów (aj1 , bj2, ..., pjk
) takich, że wyraz pierwszy należy do A1, drugi do

A2, k-ty do Ak da siȩ wyznaczyć, korzystaja̧c z twierdzenia:

Twierdzenie 2.1.1 (Zasada wielokrotnego wyboru)
Liczba k-elementowych cia̧gów, takich że aj1 ∈ A1, bj2 ∈ A2, ..., xjk

∈ Ak, jest
równa |A1| · |A2| · ...|Ak| = n1 · n2 · ... · nk.

Definicja 2.1.1 Niech dany bȩdzie zbiór A = {a1, a2, ..., an}. Każda̧ funkcjȩ,
która liczbie naturalnej ze zbioru {1, 2, ..., k} przyporza̧dkowuje dok�ladnie jeden
element am ze zbioru A, nazywamy k-elementowa̧ wariacja̧ z powtórzeniami zbioru
A.

K-elementowa wariacja z powtórzeniami zbioru A to k-krotny wybór po jed-
nym elemencie ze zwracaniem ze zbioru A.

Twierdzenie 2.1.2 Liczba k-elementowych wariacji z powtórzeniami zbioru n-
elementowego jest równa |V k

n | = nk.
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Definicja 2.1.2 Dla danego zbioru A = {a1, a2, ..., an} każda̧ różnowartościowa̧
funkcjȩ f : {1, 2, ..., k} → {a1, a2, ..., an} (k ≤ n) nazywamy k-elementowa̧ wa-
riacja̧ bez powtórzeń zbioru A.

K-elementowa wariacja bez powtórzeń zbioru A to k-krotny wybór bez zwra-
cania jednego elementu ze zbioru A.

Twierdzenie 2.1.3 Liczba k-elementowych wariacji bez powtórzeń elementów
zbioru n-elementowego (k ≤ n) wynosi |W k

n | = n ·(n−1) ·(n−2) · ... ·(n−k+1) =
n!

(n−k)!
.

Definicja 2.1.3 Permutacja̧ zbioru A = {a1, a2, ..., an} nazywamy każda̧ funkcjȩ
różnowartościowa̧ f : {1, 2, ..., n} → {a1, a2, ..., an}. Innymi s�lowy – permutacja
zbioru to każde uporza̧dkowanie elementów tego zbioru.

Twierdzenie 2.1.4 Liczba permutacji zbioru n-elementowego jest równa |Pn| =
n!.

Definicja 2.1.4 K-elementowa̧ kombinacja̧ n-elementowego zbioru (0 ≤ k ≤ n)
nazywamy dowolny k-elementowy podzbiór tego zbioru.

Twierdzenie 2.1.5 Liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego
jest równa |Ck

n| =
(

n
k

)
.

Definicja 2.1.5 Niech dany bȩdzie n-elementowy zbiór, w którym mamy k1 ele-
mentów typu a1, k2 elementów typu a2,...,km typu am, przy czym elementy tego
samego typu sa̧ nierozróżnialne, k1 + k2 + ... + km = n. Każde uporza̧dkowanie
tego zbioru nazywamy permutacja̧ z powtórzeniami tego zbioru.

Twierdzenie 2.1.6 Liczba permutacji z powtórzeniami k1 elementów typu a1,
k2 typu a2,...,km typu am (k1 + k2 + ... + km = n) jest równa n!

k1!·k2!·...·km!
.

Definicja 2.1.6 K-elementowa̧ kombinacja̧ z powtórzeniami zbioru n-
elementowego nazywamy każdy cia̧g (k1, k2, ..., kn) taki, że kj ≥ 0 i ca�lkowite oraz
k1 + k2 + ... + kn = k.

Twierdzenie 2.1.7 Liczba k-elementowych kombinacji z powtórzeniami zbioru
n-elementowego jest równa

(
n+k−1

k

)
.

Zadanie 2.1.1 Studentka ma w szafie jedna̧ bluzkȩ żó�lta̧ i dwie zielone oraz trzy
spódnice zielone i dwie żó�lte. Na ile sposobów może siȩ ubrać, tak aby bluzka oraz
spódnica by�ly tego samego koloru?

2.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyk�lady 11

Rozwia̧zanie

Możemy zauważyć, że studentka ma do wyboru dwa zestawy ubioru: żó�lta
bluzka i żó�lta spódnica lub zielona bluzka i zielona spódnica. Każda z opisanych
możliwości da siȩ wyliczyć z wykorzystaniem regu�ly mnożenia. Zatem mamy
�la̧cznie: 1 · 2 + 2 · 3 = 8 możliwości.

Zadanie 2.1.2 Ile możemy otrzymać różnych wyników podczas jednoczesnego
rzutu kostka̧ i moneta̧?

Rozwia̧zanie

Wynik doświadczenia opisany jest przez parȩ (wynik rzutu kostka̧, wynik
rzutu moneta̧).
A1 – zbiór możliwych wyników podczas rzutu kostka̧, A1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
A2 – zbiór możliwych wyników podczas rzutu moneta̧, A2 = {O, R}
Mamy zatem |A1| · |A2| = 6 · 2 = 12 różnych wyników.

Zadanie 2.1.3 Rzucamy czterema monetami. Ile istnieje wszystkich możliwych
wyników rzutu?

Rozwia̧zanie

Mamy dwa możliwe wyniki rzutu pojedyncza̧ moneta̧ – n = 2, zaś liczba
monet k = 4. Zatem liczba wszystkich wyników rzutu czterema monetami wynosi
|W k

n | = nk = 24 = 16.

Zadanie 2.1.4 W urnie znajduja̧ siȩ ponumerowane kule s1, s2, ..., s9. Zbiór kul
oznaczmy Z9 = {s1, s2, ..., s9}. Z urny losujemy trzy kule bez zwracania i two-
rzymy w ten sposób liczby trzycyfrowe. Ile takich liczb możemy uzyskać?

Rozwia̧zanie

W wyniku doświadczenia tworzymy trzyelementowe cia̧gi liczb, przy czym
cia̧gi (s1, s2, s3),(s2, s1, s3) sa̧ różne, choć zawieraja̧ te same elementy. Utworzone
w ten sposób cia̧gi to trzyelementowe wariacje bez powtórzeń zbioru Z9. Zatem
liczba tych wariacji wynosi |W 3

9 | = 9 · 8 · 7 = 504.

Zadanie 2.1.5 W urnie znajduja̧ siȩ ponumerowane kule s1, s2, ..., s9. Zbiór kul
oznaczmy Z9 = {s1, s2, ..., s9}. Z urny losujemy trzy kule po jednej kuli, wrzucaja̧c
po każdym losowaniu z powrotem do urny wylosowana̧ kulȩ. Wylosowane numery
kul zapisujemy w kolejności losowania. Ile różnych liczb uzyskamy w ten sposób?
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k1!·k2!·...·km!
.

Definicja 2.1.6 K-elementowa̧ kombinacja̧ z powtórzeniami zbioru n-
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oznaczmy Z9 = {s1, s2, ..., s9}. Z urny losujemy trzy kule bez zwracania i two-
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Rozwia̧zanie

W wyniku losowania tworzymy trzyelementowe cia̧gi liczb, przy czym cia̧gi
(s1, s2, s3),(s2, s1, s3) sa̧ różne, choć zawieraja̧ te same elementy. Kula po każdym
losowaniu wraca do urny, wiȩc możliwe jest uzyskanie liczby, w której cyfry bȩda̧
siȩ powtarzać (np. (s6, s6, s6)). Utworzone w ten sposób cia̧gi to trzyelementowe
wariacje z powtórzeniami zbioru Z9. Liczba wszystkich wariacji trzyelemento-
wych zbioru Z9 jest równa |V 3

9 | = 93 = 729.

Zadanie 2.1.6 W przedstawieniu przygotowywanym przez kó�lko teatralne bierze
udzia�l trzech ch�lopców i cztery dziewczynki. Mamy do obsadzenia siedem ról.

1. Na ile sposobów zostana̧ rozdzielone role, gdy nie ma znaczenia p�leć m�lodego
aktora?

2. Na ile sposobów rodzielimy trzy role mȩskie i cztery kobiece pomiȩdzy
biora̧cych udzia�l?

Rozwia̧zanie

1. Nie mamy podzia�lu na role w zależności od p�lci, zatem każdy może odegrać
każda̧ rolȩ, ale jedna osoba nie może odtwarzać dwóch ról. Mamy zatem
�lacznie 7! = 5040 możliwości.

2. Role mȩskie możemy rodzielić na 3! sposobów, a role kobiece na 4! spo-
sobów. Ponieważ obsadȩ meska̧ możemy zestawić z dowolna̧ obsada̧ kobieca̧,
mamy wiȩc 3! · 4! = 12 · 48 = 576 możliwości.

Zadanie 2.1.7 Mamy k kul i rozmieszczamy je w n komórkach. Kule, o których
jest mowa w zadaniu, sa̧ nierozróżnialne. Na ile sposobów można to zrobić?

Rozwia̧zanie

Rozmieszczenie tych kul jest wyznaczone przez podanie liczby kul
w komórkach, czyli cia̧g (k1, k2, ..., kn), gdzie ki – liczba kul w komórce o i-tym
numerze. Nie jest istotne, w jakiej kolejności sa̧ rozmieszczone kule w danej
komórce, istotna jest natomiast ich liczba.

Mamy k1 + k2 + ... + kn = k, kj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n. Dwa rozmieszczenia sa̧
różne, gdy odpowiednie cia̧gi (k1, k2, ..., kn) nie sa̧ identyczne.

Rozpatrujemy k-elementowe kombinacje z powtórzeniami zbioru A =
{a1, a2, ..., an}. Kombinacji (k1, k2, ..., kn) przyporza̧dkujemy rozmieszczenie za-
dane tym samym cia̧giem, tzn. k1 kul w 1. komórce, k2 kul w 2. komórce itd.

2.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyk�lady 13

Jeśli w kombinacji z powtórzeniami wystȩpuje kj elementów aj, tzn.,
że w komórce o numerze j jest kj kul. Przyporza̧dkowanie to jest wzajemnie
jednoznaczne, wiȩc liczba różnych rozmieszczeń jest równa liczbie kombinacji
z powtórzeniami, czyli

(
n+k−1

k

)
.

Zadanie 2.1.8 Z cyfr 1, 2, 2, 3, 4, 4, 4 tworzymy liczby siedmiocyfrowe. Ile
różnych liczb możemy tak zrealizować?

Rozwia̧zanie

Bezpośrednio ze wzoru na liczbȩ permutacji n-elementowych z powtórzeniami
mamy 7!

2!·3! = 420.

Zadanie 2.1.9 Ile uzyskamy różnych wyników przy rzucie piȩcioma nie-
rozróżnialnymi monetami?

Rozwia̧zanie

W zadaniu tym wykorzystamy kombinacje z powtórzeniami, gdzie n = 2,
k = 5:

(
n+k−1

k

)
=

(
2+5−1

5

)
= 6.
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różne, gdy odpowiednie cia̧gi (k1, k2, ..., kn) nie sa̧ identyczne.

Rozpatrujemy k-elementowe kombinacje z powtórzeniami zbioru A =
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2.2 Zadania

Zadanie 2.2.1 W kolejce stoi 5 dziewcza̧t i 5 ch�lopców. Na ile sposobów moga̧
oni ustawić siȩ w kolejce, jeśli:

1. dziewczȩta stoja̧ przed ch�lopcami;

2. w kolejce żadnych dwóch ch�lopców nie stoi obok siebie;

3. nie ma znaczenia kolejność osób?

Zadanie 2.2.2 Ile różnych s�lów maja̧cych sens lub nie można utworzyć z liter
s�lowa:

1. REGU�LA;

2. ZADANIA;

3. TATA?

Zadanie 2.2.3 Stonoga ma 50 par różnych butów. Rozróżnia tylko buty lewe od
prawych. Na ile sposobów stonoga może ubrać buty?

Zadanie 2.2.4 Pewna restauracja reklamuje siȩ w sposób nastȩpuja̧cy: ,,Posia-
damy ponad milion zestawów obiadowych”. Sprawdzono, że w rzeczywistości by�lo
tam 20 zup, 10 drugich dań, 12 przystawek, 20 deserów i 25 gatunków wina. Czy
reklama tej restauracji jest b�lȩdna?

Zadanie 2.2.5 Ma�ly Karolek wk�lada buty. Posiada 6 par butów i zawsze kieruje
siȩ zasadami:

1. nigdy nie wk�lada lewego buta na prawa̧ nogȩ i odwrotnie;

2. nigdy nie wk�lada dwóch butów z tej samej pary.

Na ile sposobów może w�lożyć buty na obie nogi?

Zadanie 2.2.6 W sali wyk�ladowej jest 150 miejsc. Na wyk�lad przysz�lo 42 stu-
dentów. Na ile sposobów moga̧ zaja̧ć miejsca na tej sali?

Zadanie 2.2.7 Ile różnych liczb czterocyfrowych o niepowtarzaja̧cych siȩ cyfrach
można utworzyć, maja̧c do dyspozycji:

1. cyfry: 1,2,3,4,5,6,7;

2. cyfry: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9?

2.2 Zadania 15

Zadanie 2.2.8 Egzamin z matematyki sk�lada siȩ z 15 pytań testowych. Przy
każdym pytaniu podane sa̧ trzy odpowiedzi i wiemy, że tylko jedna spośród poda-
nych jest prawid�lowa. Na ile sposobów możemy dokonać wyboru odpowiedzi na
egzaminie, zak�ladaja̧c, że:

1. nie zostana̧ nam przydzielone punkty ujemne za b�lȩdna̧ odpowiedź, wiȩc
można zawsze zakreślić jedna̧ odpowiedź;

2. za b�lȩdna̧ odpowiedź sa̧ przydzielane punkty ujemne, wiȩc można nie za-
kreślać żadnej odpowiedzi?

Zadanie 2.2.9 Ile jest liczb siedmiocyfrowych, które sa̧ palindromiczne?

Uwaga 2.2.1 Liczba jest palindromiczna, jeśli czytana wspak jest ta̧ sama̧
liczba̧.

Zadanie 2.2.10 Mamy n przedmiotów. Na ile sposobów możemy rozdzielić te
przedmioty:

1. pomiȩdzy 3 osoby (przyjmujemy podzia�l skrajnie niesprawiedliwy – tzn.
wszystkie przedmioty moga̧ trafić do jednej osoby);

2. na 3 grupy?

Zadanie 2.2.11 Wykazać, że
(

n
k

)
+

(
n

k+1

)
=

(
n+1
k+1

)
.

Zadanie 2.2.12 Ile istnieje podzbiorów

1. trzyelementowych,

2. czteroelementowych,

3. siedmioelementowych

zbioru dziesiȩcioelementowego?

Zadanie 2.2.13 Na ile sposobów można rodzielić trzy jednoosobowe zaproszenia
na koncert miȩdzy 12 osób?

Zadanie 2.2.14 Przed zajȩciami spotka�lo siȩ 11 studentów. Ile nasta̧pi powitań?

Zadanie 2.2.15 Ile różnych prostych można przeprowadzić przez osiem punktów,
z których:

1. żadne trzy nie sa̧ wspó�lliniowe;

2. trzy z nich sa̧ wspó�lliniowe oraz pozosta�le 5 tworzy jedna̧ prosta̧?
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1. dziewczȩta stoja̧ przed ch�lopcami;
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tam 20 zup, 10 drugich dań, 12 przystawek, 20 deserów i 25 gatunków wina. Czy
reklama tej restauracji jest b�lȩdna?
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Zadanie 2.2.6 W sali wyk�ladowej jest 150 miejsc. Na wyk�lad przysz�lo 42 stu-
dentów. Na ile sposobów moga̧ zaja̧ć miejsca na tej sali?

Zadanie 2.2.7 Ile różnych liczb czterocyfrowych o niepowtarzaja̧cych siȩ cyfrach
można utworzyć, maja̧c do dyspozycji:

1. cyfry: 1,2,3,4,5,6,7;

2. cyfry: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9?
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Zadanie 2.2.8 Egzamin z matematyki sk�lada siȩ z 15 pytań testowych. Przy
każdym pytaniu podane sa̧ trzy odpowiedzi i wiemy, że tylko jedna spośród poda-
nych jest prawid�lowa. Na ile sposobów możemy dokonać wyboru odpowiedzi na
egzaminie, zak�ladaja̧c, że:

1. nie zostana̧ nam przydzielone punkty ujemne za b�lȩdna̧ odpowiedź, wiȩc
można zawsze zakreślić jedna̧ odpowiedź;

2. za b�lȩdna̧ odpowiedź sa̧ przydzielane punkty ujemne, wiȩc można nie za-
kreślać żadnej odpowiedzi?

Zadanie 2.2.9 Ile jest liczb siedmiocyfrowych, które sa̧ palindromiczne?

Uwaga 2.2.1 Liczba jest palindromiczna, jeśli czytana wspak jest ta̧ sama̧
liczba̧.

Zadanie 2.2.10 Mamy n przedmiotów. Na ile sposobów możemy rozdzielić te
przedmioty:

1. pomiȩdzy 3 osoby (przyjmujemy podzia�l skrajnie niesprawiedliwy – tzn.
wszystkie przedmioty moga̧ trafić do jednej osoby);

2. na 3 grupy?

Zadanie 2.2.11 Wykazać, że
(

n
k

)
+

(
n

k+1

)
=

(
n+1
k+1

)
.

Zadanie 2.2.12 Ile istnieje podzbiorów

1. trzyelementowych,

2. czteroelementowych,

3. siedmioelementowych

zbioru dziesiȩcioelementowego?

Zadanie 2.2.13 Na ile sposobów można rodzielić trzy jednoosobowe zaproszenia
na koncert miȩdzy 12 osób?

Zadanie 2.2.14 Przed zajȩciami spotka�lo siȩ 11 studentów. Ile nasta̧pi powitań?

Zadanie 2.2.15 Ile różnych prostych można przeprowadzić przez osiem punktów,
z których:

1. żadne trzy nie sa̧ wspó�lliniowe;

2. trzy z nich sa̧ wspó�lliniowe oraz pozosta�le 5 tworzy jedna̧ prosta̧?
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Zadanie 2.2.16 Na ile sposobów możemy wrȩczyć karty brydżyście, tak aby
otrzyma�l:

1. co najmniej jednego asa;

2. 5 pików, 4 kiery i 4 kara;

3. 10,9,8,7 (kolory tych kart moga̧ być dowolne)?

Zadanie 2.2.17 Ile jest różnych rozmieszczeń 5 serwetek w 5 szufladach komody,
w których:

1. wszystkie szuflady sa̧ zajȩte;

2. co najmniej jedna szuflada jest pusta;

3. dok�ladnie jedna szuflada jest pusta?

Zadanie 2.2.18 W pude�lku znajduje siȩ 15 kul bia�lych i 5 czarnych. Losujemy
bez zwracania 5 kul. Ile istnieje sposobów wylosowania:

1. samych kul bia�lych;

2. co najmniej jednej kuli czarnej;

3. dok�ladnie 3 kul czarnych?

Zadanie 2.2.19 Ile różnych wyników uzyskamy przy rzucie nierozróżnialnymi
kostkami do gry, gdy mamy:

1. 4 kostki;

2. n kostek?

Rozdzia�l 3

Model probabilistyczny
Ko�lmogorowa

3.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyk�lady

Przez model probabilistyczny Ko�lmogorowa, zwany też przestrzenia̧ probabilis-
tyczna̧, bȩdziemy rozumieli nastȩpuja̧ca̧ trójkȩ: (Ω, Σ, P ), gdzie Ω jest niepu-
stym zbiorem nazywanym przestrzenia̧ zdarzeń elementarnych, Σ jest σ-cia�lem
zdarzeń, P : Σ → R jest funkcja̧ zwana̧ funkcja̧ prawdopodobieństwa taka̧, że:

1. P (A) ∈ [0, 1], dla każdego A ∈ Σ;

2. P (∅) = 0;

3. P (AC) = 1 − P (A), dla każdego A ∈ Σ;

4. P (
⋃

n∈No

An) =
∑

n∈No

P (An) dla dowolnych parami roz�la̧cznych zdarzeń

An ∈ Σ, No ⊂ N.

Fakt 3.1.1 Dla każdej przestrzeni probabilistycznej (Ω, Σ, P ) mamy:

1. P (Ω) = 1;

2. jeśli A ⊂ B, to P (A) ≤ P (B);

3. P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B), dla dowolnych zdarzeń A i B.

Przypomnimy najważniejsze przyk�lady przestrzeni probabilistycznych.
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Przestrzeń probabilistyczna dyskretna

Przestrzeń probabilistyczna̧ nazywamy dyskretna̧, jeśli

1. Ω = {ωn, n ∈ N0}, gdzie N0 – zbiór skończony (co najmniej dwuelemen-
towy), albo nieskończony podzbiór liczb naturalnych;

2. dany jest cia̧g pn ∈ (0, 1) taki, że
∑

n∈N0

pn = 1;

3. Σ = P(Ω) – rodzina potȩgowa;

4. funkcja prawdopodobieństwa jest zdefiniowana nastȩpuja̧co:

(a) P ({ωn}) = pn, n ∈ N0;

(b) P (A) =
∑

ωn∈A

pn dla A �= ∅

(c) P (∅) = 0.

Klasyczna definicja prawdopodobieństwa. Model jednorodny

Jeśli przestrzeń Ω sk�lada siȩ z n zdarzeń elementarnych, czyli |Ω| = n, oraz
zdarzenia elementarne {ωi} sa̧ jednakowo prawdopodobne, czyli

P ({ω1}) = P ({ω2}) = ... = P ({ωn}) =
1

n
,

to prawdopodobieństwo dowolnego zdarzenia A sk�ladaja̧cego siȩ z k zdarzeń ele-
mentarnych (|A| = k) wyraża siȩ równościa̧

P (A) =
|A|
|Ω| =

k

n
=

liczba zdarzeń elementarnych sprzyjaja̧cych zdarzeniu A

liczba zdarzeń elementarnych przestrzeni Ω

Powyższy wzór stanowi�l dawniej definicjȩ prawdopodobieństwa zdarzenia, dla-
tego czȩsto nazywa siȩ go ,,klasyczna̧ definicja̧ prawdopodobieństwa”.

Zadanie 3.1.1 Spośród czterech kart różnego koloru losujemy jednocześnie dwie.
Jakie jest prawdopodobieństwo, że obie bȩda̧ czarne lub obie czerwone?

Rozwia̧zanie

Ω = {ω = {x1, x2} : xi ∈ {1, 2, 3, 4} ∧ i = 1, 2}, gdzie {1, 2, 3, 4} jest zbiorem
danych kart.
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Wtedy

|Ω| =

(
4

2

)
=

4!

2! · (4 − 2)!
=

4!

2! · 2!
=

2! · 3 · 4
2!

= 6.

Zdefiniujmy zdarzenie A, że obie karty bȩda̧ czarne lub czerwone. Ponieważ
|A| =

(
2
2

)
+

(
2
2

)
= 1 + 1 = 2 – gdyż albo wycia̧gniemy pika i trefla albo karo oraz

kiera. Dlatego

P (A) =
|A|
|Ω| =

2

6
=

1

3
.

Zadanie 3.1.2 Sześcian o krawȩdzi 6 dm pomalowano, a nastȩpnie rozciȩto
w ten sposób, że każda̧ krawȩdź podzielono na 6 kawa�lków o d�lugości 1 dm. Otrzy-
mane w ten sposób sześcianiki wrzucono do pojemnika i wymieszano. Oblicz
prawdopodobieństwo, że przy losowaniu jednego sześcianika bȩdzie mia�l on poma-
lowane:

1. 3 ścianki;

2. co najmniej 2 ścianki;

3. nie bȩdzie pomalowany?

Rozwia̧zanie

Przecinaja̧c pomalowany sześcian na sześcianiki o krawȩdzi 1 dm, otrzymamy
63 = 216 sześcianików, z których bȩdziemy mieli 8 sześcianików z pomalowanymi
3 ścianami (te, które by�ly w wierzcho�lkach dużego sześcianu).

Przy każdej krawȩdzi bȩdziemy mieli 4 sześcianiki z pomalowanymi 2 ścianami.
Sześcian ma 12 krawȩdzi, wiȩc 12 · 4 = 48 – tyle sześcianików ma pomalowane
dwie ściany. Na każdej ścianie dużego sześcianu mamy 4 · 4 = 16 sześcianików z
jedna̧ pomalowana̧ ściana̧. Sześcian ma 6 ścian, wiȩc w sumie mamy 16 · 6 = 96
sześcianików z jedna̧ pomalowana̧ ściana̧.

Niepomalowane sześciany to te, które leża̧ w ca�lości we wnȩtrzu dużego
sześcianu. Jest ich zatem 43 = 64. Ponieważ Ω = {x : x ∈ {1, ..., 216}},
|Ω| = 216.

1. A – zdarzenie polegaja̧ce na tym, że sześcianik ma pomalowane 3 ściany
|A| = 8, P (A) = |A|

|Ω| = 8
216

= 1
27

,

2. B – zdarzenie polegaja̧ce na tym, że sześcianik ma pomalowane co najmniej
2 ściany
|B| = 48 + 8 = 56, P (B) = |B|

|Ω| = 56
216

= 7
27

,


