Rozdzial 3

Model probabilistyczny
Kolmogorowa

3.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykilady

Przez model probabilistyczny Kolmogorowa, zwany tez przestrzenig probabilis-
tyczng, bedziemy rozumieli nastepujaca trojke: (€, %, P), gdzie 2 jest niepu-
stym zbiorem nazywanym przestrzeniq zdarzen elementarnych, X jest o-ciatem
zdarzen, P : ¥ — R jest funkcja zwana funkcjg prawdopodobienstwa taka, ze:

1.

2.

P(A) € [0,1], dla kazdego A € ¥;

(
P(AY) =1 — P(A), dla kazdego A € %;
(

. P(U A, = > P(A,) dla dowolnych parami roztacznych zdarzen

neN, neN,

A, €X, N,CN.

Fakt 3.1.1 Dla kazdej przestrzeni probabilistycznej (Q, 2, P) mamy:

1.

P(Q) = 1;

2. jesli A C B, to P(A) < P(B);

3. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B), dla dowolnych zdarzen A i B.

Przypomnimy najwazniejsze przyklady przestrzeni probabilistycznych.
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Przestrzen probabilistyczna dyskretna

Przestrzen probabilistyczna nazywamy dyskretng, jesli

1. Q@ = {wn,n € Ny}, gdzie Ny — zbidr skoniczony (co najmniej dwuelemen-
towy), albo nieskonczony podzbidr liczb naturalnych;

2. dany jest ciag p, € (0,1) taki, ze > p,=1;
n€Np

3. ¥ =P(Q) — rodzina potegowa,;
4. funkcja prawdopodobienstwa jest zdefiniowana nastepujaco:

(8) P({wn}) = pu, n € N
(b) P(A) = ¥ po dla A#D

wpEA

(c) P(0)=o0.

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Model jednorodny

Jesli przestrzen () sktada sie¢ z n zdarzen elementarnych, czyli [Q2| = n, oraz
zdarzenia elementarne {w;} sa jednakowo prawdopodobne, czyli

P({r}) = Pl{wa) = o = P({en}) =

to prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A sktadajacego sie z k zdarzen ele-
mentarnych (|A| = k) wyraza si¢ réwnoscia

P(A) = |A]  k  liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A
Qe liczba zdarzen elementarnych przestrzeni §2

Powyzszy wzor stanowil dawniej definicje prawdopodobienstwa zdarzenia, dla-
tego czesto nazywa sie go ,.klasyczna definicja prawdopodobienstwa”.

Zadanie 3.1.1 Sposrad czterech kart réznego koloru losujemy jednoczesnie dwie.
Jakie jest prawdopodobienistwo, Ze obie bedg czarne lub obie czerwone?
Rozwiazanie

O ={w=Az, 22} :x; € {1,2,3,4} Ni = 1,2}, gdzie {1,2,3,4} jest zbiorem
danych kart.
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Wtedy

4 41 4 20.3.4
Q g g = = = 0.
@ (2) 2. (4—2)! 2.2l 2! 0

Zdefiniujmy zdarzenie A, ze obie karty beda czarne lub czerwone. Poniewaz
|A| = @) + (3) =141 =2 - gdyz albo wyciagniemy pika i trefla albo karo oraz
kiera. Dlatego

_ 142
a6

P(A) %

Zadanie 3.1.2 Szescian o krawedzi 6 dm pomalowano, a nastepnie rozcieto

w ten sposob, ze kazdg krawedZ podzielono na 6 kawatkow o dlugosci 1 dm. Otrzy-
mane w ten sposob szeScianiki wrzucono do pojemnika i wymieszano. Oblicz
prawdopodobienstwo, zZe przy losowaniu jednego szescianika bedzie miat on poma-
lowane:

1. 8 Scianki;
2. co najmniej 2 Scianki;
3. nie bedzie pomalowany?

Rozwiazanie

Przecinajac pomalowany sze$cian na szescianiki o krawedzi 1 dm, otrzymamy
6% = 216 szedcianikéw, z ktérych bedziemy mieli 8 szescianikéw z pomalowanymi
3 $cianami (te, ktére byly w wierzchotkach duzego szescianu).

Przy kazdej krawedzi bedziemy mieli 4 szeScianiki z pomalowanymi 2 Scianami.
Szescian ma 12 krawedzi, wiec 12 - 4 = 48 — tyle szeScianikow ma pomalowane
dwie Sciany. Na kazdej Scianie duzego szeScianu mamy 4 - 4 = 16 sze$cianikéw z
jedna pomalowana Sciana. Sze$cian ma 6 Scian, wiec w sumie mamy 16 - 6 = 96
szescianikéw z jedna pomalowana Sciana.

Niepomalowane szesciany to te, ktore leza w calosci we wnetrzu duzego
szecianu.  Jest ich zatem 4° = 64. Poniewaz Q = {z : = € {1,...,216}},
|| = 216.

1. A — zdarzenie polegajace na tym, ze szeScianik ma pomalowane 3 Sciany
_ A8 _ 1
|A| - 8) P(A) QT o216 T 27
2. B — zdarzenie polegajace na tym, ze szescianik ma pomalowane co najmniej
2 §ciany

Bl 454856, P(B)- 1 - %~ 2.
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3. C' — zdarzenie polegajace na tym, ze sze$cianik nie ma pomalowanej zadnej
scianki

IC]=64, P(C)=14 =064 _ 8

o — 216 27

Przestrzen dwupunktowa

Niech © = {0,1} oraz p bedzie liczba taka, ze p € (0,1). Okreslamy funkcje
prawdopodobietistwa tak, ze P({1}) = p oraz P({0}) = ¢, gdzie ¢ = 1 — p. Jest
to tzw. model standardowy dwupunktowy.

Przestrzen Bernoulliego

Przestrzen probabilistyczna nazywamy przestrzenig Bernoulliego, jesli
0=4{0,1,2,...,n}, neN
oraz p — parametr speliajacy warunek 0 < p < 1, z funkcja prawdopodobienstwa

okreslona ciagiem py:

Pr = (Z)pk : qn—k7 k= 07 ]-a 27 ey 1,

gdzie g =1 —p.

Zadanie 3.1.3 Rzucamy symetryczng monetq. Ile rzutow naleZy wykonaé, aby
prawdopodobienstwo uzyskania co najmniej 1 orta byto wieksze niz 0,997

Rozwiazanie

Przy rzucie symetryczna moneta prawdopodobienstwo uzyskania orta w jednym
rzucie wynosi 0,5. Niech A oznacza zdarzenie, ze wykonaliSmy n rzutéw. Sko-
rzystamy tu z whasnosci prawdopodobienstwa, ktéra mowi, ze

P(A)=1— P(A%).

o= () (0 (-

gdzie n oznacza ilos¢ rzutow, wiec

P(A) =1 - (%)n

Poniewaz
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Ale P(A) > 0,99, wiec

1\" 1\"
1—1(= — 1
<2> >O,99(:><2> <0,0l &

2" > 100 s n > 1.

Przestrzen Poissona

Niech Q = N U {0} z funkcja prawdopodobienstwa okreslona ciggiem

)\TL
— N A

= — n > 0.
n!

p'll

Tak okreslona przestrzen jest przestrzenia probabalistyczna dyskretna nie-
skoniczona. Nazywamy ja przestrzenig Poissona.

Zadanie 3.1.4 Prawdopodobienstwo, ze w pojedynczym rzucie kostkg wypadnie 6
oczek wynosi %. Rzucamy kostkg do gry tak dlugo, az otrzymamy w rzucie 6 oczek.
Niech k oznacza liczbe powtorzen tego doswiadczenia. Oblicz prawdopodobieristwo
zdarzenia, ze

1. doswiadczenie zakoriczymy w pigtym rzucie;

2. liczba powtorzen doswiadczenia bedzie nie mniejsza niz 3.

Rozwiazanie

W rozwiazaniu zadania postuzymy sie funkcja prawdopodobienstwa okreslona
nastepujaco:

pr=q"'p,
gdzie k € N oraz p+¢q = 1.

1. p=2, zatem ¢ =1 —p = 2 i dlatego

C/5\"'1 625
Ps=\%6) 6 776"
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1 5 1 25
PA :1—PA =1- — =1—-—— - = —
(Ag>3) (Ap<s) p1— Do 76 6" 36

gdzie Aj>3 oznacza zdarzenie, ze liczba powtérzen wynosi co najmniej 3.
Stochastyczna niezaleznosé zdarzen

Méwimy, ze zdarzenia A 1 B sa stochastycznie niezalezne, gdy
P(AnB)=P(A)- P(B).

I ogdlnie, zdarzenia Aj, As, ..., A, sa stochastycznie niezalezne, gdy prawdo-
podobienistwo tacznego zajscia dowolnych m (m < n) zdarzen sposréd nich jest
rowne iloczynowi prawdopodobienstw tych zdarzen, czyli

Zadanie 3.1.5 Wykazaé, Ze jesli zdarzenia A i B sq niezaleine, to niezaleine
sq rownies zdarzenia A i BC.

Rozwiazanie

Nalezy zauwazy¢, ze skoro AN B C A, to AN BY = A— (AN B). Zatem
P(ANBY) = P(A) — P(ANB).
7 niezaleznosci zdarzen A i B mamy
P(ANBY) = P(A) — P(A)- P(B) & P(AnBY) = P(A)(1 - P(B)) &
P(AN BY) = P(A)- P(B°),

co nalezalo pokazac.

Model warunkowy. Prawdopodobienstwo warunkowe

Niech (Q, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, B zdarzeniem takim, ze
P(B) > 0. Biorac (Qgp, X, Pp), gdzie

Qp =B, Yp jest sladem X na B
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oraz, P(ANB)
. N
Pp(A) = ———
)= "pm)
dostaniemy nowa przestrzen probabilistyczng, nazywana przestrzenig warun-
kowg. Dalej bedziemy pisali P(A|B) zamiast Pg(A) i czytali prawdopodobieristwo
zdarzenia A pod warunkiem zajscia zdarzenia B.

Zadanie 3.1.6 Niech A C Q i B C Q. Udowodnié, ze P(A) + P(A° N B) =
P(B) + P(ANn BY).

, A=ANBexy dla pewnego A € X,

Rozwiazanie

Skorzystamy z pojecia prawdopodobienstwa warunkowego. Dostaniemy ko-
lejno

P(A|B) = P(]f(;)m ~ P(AN B) = P(A|B) - P(B)
P(B|A) = P(Jf(Z)A) — P(BNA) = P(B|A) - P(A).
Stad P(A[B) - P(B) = P(B|A) - P(A).
Poniewaz
P(A|B) =1— P(A%|B) i P(B|A) =1— P(BC|A),
dostaniemy

(1—P(A°B))- P(B) = (1 - P(B“|A))- P(A) &
P(B) — P(A°|B) - P(B) = P(A) — P(BC|A) - P(A).

Wiemy, ze P(AY|B) - P(B) = P(A° N B) oraz P(BY|A) - P(A) = P(B“ N A),
czyli P(B) — P(A° N B) = P(A) — P(BY N A) i ostatecznie

P(B)+ P(B“N A) = P(A) + P(A° N B).

Twierdzenie 3.1.1 (O prawdopodobieristwie zupelnym) Niech A bedzie dowol-
nym zdarzeniem, za$ {Bi, Ba,...,B,} partycjg losowg. Wtedy prawdopodo-
bienstwo zdarzenia A wyraza sie rownoscig

P(A) = P(By) - P(A|By) + P(By) - P(A|B2) + ... + P(B,) - P(A|B,),
czyli

P(A) = ZP(B» - P(A|B)).

Jest to tzw. wzor na prawdopodobieristwo zupetne.
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Twierdzenie 3.1.2 (Wzdr Bayesa)

Niech A bedzie zdarzeniem takim, ze P(A) > 0. Dla kazdej partycji losowej
{By, Ba, ..., B, } prawdopodobierstwa warunkowe P(Bg|A) zdarzen By, przy wa-
runku A (k =1,...,n) wyrazajg sie wzorem

P(By) - P(A|By)

P(BilA) = =i m,

gdzie P(A) = 3 P(B)) - P(A|By).

i=1

Zadanie 3.1.7 Trzy fabryki produkujgce pewne detale zaopatrujg hurtownie.

Z fabryki III pochodzi 35% detali, a z fabryki I cztery razy wiecej niz z fabryki
II. Wéréd wyprodukowanych detali z I fabryki 40% jest pierwszego gatunku,
z II fabryki—65%, a z 111 70% detali. Z magazynu losowo wybieramy jeden detal.
Obliczyé prawdopodobiernstwo tego, Ze

1. jest on z I fabryki;
2. jest on pierwszego gatunku;

8. pochodzi z fabryki 111, jesli jest pierwszego gatunku.

Rozwiazanie

Zdefiniujmy:
A — zdarzenie polegajace na tym, ze detal jest pierwszego gatunku,
By — zdarzenie polegajace na tym, ze detal pochodzi z fabryki I,
By — zdarzenie polegajace na tym, ze detal pochodzi z fabryki II,
B3 — zdarzenie polegajace na tym, ze detal pochodzi z fabryki III.
7Z tresci zadania wynika, ze

P(A|By) =0,4, P(A|Bs) =0,65, P(A|Bs)=0,T7.
1. Poniewaz
B1UB,UB3 =), BiNBy =), BoNBs =), BiNB3 = (), P(BiUB,UB3) = 1,

wiec dostaniemy kolejno:

P(B1) + P(Bs) + P(B;) = 1,
P(Bs3) = 0,35,

4-P(By) = P(Bi),

4- P(By) + P(By) +0,35 =1,
5-P(By) =0,65= P(By) =0,13,
P(B;)=4-0,13=0,52.
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2. P(A) =32*_ P(A|B,)-P(B,) = 0,4-0,52+0,65-0, 1340, 7-0, 35 = 0, 5375.

_ P(ANB3) _ P(A|B3)-P(B3) _ 07035 _ 0,245
3. P(B3‘A) - P(A)3 - PFEA) Y= 0,5375 — 0,5375 ~ 0, 456.

Przestrzen produktowa

Zalézmy, ze dane sa dwie przestrzenie probabilistyczne (21, Xy, Py) 1 (Qg, Xo, Ps).
Przez przestrzeni produktowa rozumiemy taka przestrzen (€, %, P), dla ktérej
Q = Oy x 9, z o-cialem produktowym powstalym z > i Y. Funkcja prawdo-
podobienstwa P okreslona jest wtedy nastepujaco:

P(A, x A3) = Pi(Ay) - Py(Ay).

I ogdlnie, niech
(Qj,zj,P]‘), j = 1, ., N

bedzie ciagiem przestrzeni probabilistycznych. Wtedy (€2, 3, P), gdzie
1. Q=0 x...xQ,
2.Y=Y®..0%,
3. P(A; x Ay x ... x A,) = Pi(A)) - Py(As) - ... - Pu(A,)

dla A; € XJ;, jest uogélniona przestrzenia produktowa dowolnej skonczonej ilodci
przestrzeni probabilistycznych.

Zadanie 3.1.8 Pokazaé, Ze zdarzenia A = A; X Q9 1 B = Qy X By sq stocha-
stycznie niezalezne w przestrzeni produktowe;.

Rozwiazanie

Wezmy prawdopodobieristwo produktowe P. Nalezy pokazaé, ze P(ANB) =
P(A)P(B).
Poniewaz

AﬂB:(Al XQQ)H(Ql XBl) :Al XBl,
wiec z definicji prawdopodobienstwa produktowego dostaniemy

Ale
Pl(Al) = P(A) oraz PQ(Bl) = P(B),

co konczy dowdd.
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Zadanie 3.1.9 WeZmy n kopii standardowej przestrzeni dwupunktowej oraz
utworzmy z tych kopii ich produkt. Opisac zdarzenia elementarne w tej prze-
strzeni. Dla k € {0,...,n} niech Sy oznacza zdarzenie w o-ciele produktowym
ztozone z tych zdarzen elementarnych, ze liczba 1 pojawia sie doktadnie k razy.
Przyjmujgc, Ze prawdopodobienstwo pojedynczego pojawienia sie liczby 1 wynosi

€ (0,1), obliczyé P(Sy).

Rozwiazanie

Niech (Q,, X,, P,) oznacza przestrzen standardowa dwupunktowa. Wtedy
Q = Q z o-cialem produktowym X' i prawdopodobienstwem produktowym P.
Dlatego kazde zdarzenie elementarne w € €2 jest ciagiem o wyrazach 0, 1 dtugosci
n. Jesli w takim ciagu cyfra 1 pojawia sie k razy, to z definicji prawdopodo-
bienstwa produktowego dostaniemy

P({w}) =p(1 —p)" "

Poniewaz w € S;, < cyfra 1 pojawia sie k razy i takich zdarzen elementarnych
w zdarzeniu Sy, jest (7), wiec P(S) = (})p*(1—p)" . Wynik taki juz widzieliSmy,
omawiajac model Bernoulliego.

Zadanie 3.1.10 Z talii 24 kart (od 9 do asa) losujemy jedng karte. Niech A;—
zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowang kartg jest as, Ay — zdarzenie pole-
gajace na tym, ze wylosowang kartg jest pik. Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze
wylosowang kartg jest:

1. as pik;

2. pik, ale nie as.

Rozwiazanie

Mamy tu do czynienia z przestrzenia dwuwymiarowa okreslona nastepujaco:
Q= {($7y) HEURS ley € QQ};

gdzie:
Qy — zbidr figur w kartach, |2;] = 6, Q5 — zbidr koloréw w kartach, || = 4.
Dostaniemy odpowiednio
L P(A; x Ay) = Pi(Ay) - Py(Ay),
(A =1, P(A) = 3 = &
Ao =1, P2(A2):Q—2:i
P(Ay x Ag) = Pi(A1) - Py(A2) = 5.
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P(AY x Ag) = Py(AT) - Py(A, )
P(AS x Ay) = (1= Pi(Ay)) - Pa(A) = .

Prawdopodobienstwo geometryczne

Jesli Q = [ay, as] x[ag, bs), to typowe zdarzenie A w dwuwymiarowej przestrzeni
geometrycznej ma postac:

A={(z,y) € Q:x € lay,by], d(z) <y <g(x)},

gdzie d i g — funkcje ciagle okreslone na odcinku [ay, by ].
Prawdopodobieristwo zdarzenia A wynosi wtedy

by

J(g(z) — d(x))dx
P(A) = = .
4) (b1 —a1) - (b — a2)
Zadanie 3.1.11 7 kwadratu Q = 1[0,1] x [0,1] wybieramy punkt, ktdrego
wspdlrzedne wynoszq (p,q). Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze réwnanie

2> +pr+q=0

nie bedzie mialo pierwiastkow rzeczywistych?

Rozwiazanie

Réwnanie nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, gdy

2
A<O<:>p2—4-q<04:>q>%

Wezmy Q = {(p,q) : 0 <p <1A0<qg<1}. Poniewz pole || = 1, wiec

12

p

P4
/4p 12
0
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3.2 Zadania

Zadanie 3.2.1 W szafce mamy 10 par butow. Wyciggamy losowo 6 butéw. Ob-
liczyé prawdopodobienistwo, ze wsrod nich nie bedzie Zadnej pary?

Zadanie 3.2.2 Rzucamy dwa razy kostkq do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo,
Ze w sumie otrzymamy

1. 8 oczek;

2. co najmmniej 3 oczka?

Zadanie 3.2.3 Obliczyé prawdopodobieristwo tego, ze 7 losowo wybranych 0séb
urodzito sie w rdéznych dniach tygodnia.

Zadanie 3.2.4 Przed kolokwium z matematyki w grupie liczgcej 24 studentow
prowadzgcy zaproponowal studentom, aby wpisali na kartkach po jednej liczbie
naturalnej od 1 do 40. W przypadku gdy wszystkie wpisane liczby bedg rdzne,
odwoluje kolokwium i wszyscy otrzymujg ocene bardzo dobrg. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze kolokwium zostanie odwotane?

Zadanie 3.2.5 Uzasadnié, zZe prawdopodobienstwo warunkowe jest prawdopodo-
bienstwem.

Zadanie 3.2.6 Wiemy, ze P(ANB) = 1, P(A°) = §,P(B) = 3.
Obliczyé P(AU B) oraz P(A° N BY).
Zadanie 3.2.7 Przy danych P(A|B) = P(B|A),P(AUB) = },P(ANB) = ;

obliczyé P(B) oraz P(A° N BY).

Zadanie 3.2.8 Na egzaminie student otrzymuje jedng z ocen: bardzo dobry, do-
bry, dostateczny, niedostateczny. W przypadku otrzymania oceny bardzo dobrej,
dobrej, dostatecznej egzamin jest zdany. Prawdopodobieristwo tego, ze student
uzyska ocene bardzo dobrg lub dobrg jest rowne 0,6. Prawdopodobieristwo zdania
egzaminu wynosi 0,9. Obliczy¢ prawdopodobienstwo otrzymania oceny dostatecz-
nej na egzaminie.

Zadanie 3.2.9 Liczby {1,2,...,9} sq ustawione w sposdb losowy. Obliczyé praw-
dopodobienstwo tego, zZe

1. liczby 11 2 bedq staly obok siebie;
2. liczba 1 bedzie w tym ciggu przed liczbg 5.

Zadanie 3.2.10 Do windy, ktora zatrzymugje sie na 10 pietrach, wsiada 8 0séb.
Obliczyé prawdopodobienstwo, Ze
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1. kazdy z pasazerow wysigdzie na innym pietrze;
2. wszyscy wysigdg na trzech ostatnich pietrach.

Zadanie 3.2.11 Z taliv osmiu kart, w ktorej mamy 4 asy i 4 krole, wybieramy
losowo 2 karty. Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze

1. wybrano dwa asy, jesl wybrano co najmniej jednego asa;

2. wybrano dwa asy, jesli wiadomo, ze wsréd kart jest as pik.

Zadanie 3.2.12 Wykazaé, ze dla A, B, C € Q) takich, Ze P(ANB) > 0, zachodzi
rowno$é¢ P(ANBNC) = P(A)-P(B|A)- P(C|(AN B)).

Zadanie 3.2.13 Niech Q = {(z,y) : * € RNy € R}. Zdarzenia A i B sg
okreslone nastepujgco:

A={(z,y): |z =1 <1A|y—1 <1}

B={(z,y):2* +y*> < 2}.

Wyznaczyé P(A|B) i P(B|A).

Zadanie 3.2.14 Wykazaé, ze jesli A, B C € sq zdarzeniami niezaleznymi, to
niezalesne sq teé zdarzenia A® i BC.

Zadanie 3.2.15 Wiadomo, Ze Srednio 4 mezczyzn na 100 @ 4 kobiety na 1000
sq daltonistami. Z grupy, w ktorej liczba kobiet jest dwa razy wieksza od liczby
mezczyzn, wybrano osobe. Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze jest daltoniste? Ja-
kie jest prawdopodobieristwo, ze wybranym daltonistg jest mezczyzna?

Zadanie 3.2.16 Ze zbioru {1,2,...,n}, gdzie n > 3, losujemy dwie liczby. Jakie
jest prawdopodobienstwo, Ze jedna z nich bedzie mniejsza, a druga wicksza od k,
gdzie 1<k<n ik € N.

Zadanie 3.2.17 W pewnym mieScie mieszka 10 000 0s6b. Prawdopodobiernstwo,
ze wybrana osoba bedzie potrzebowala natychmiastowej pomocy lekarskiej wynosi
0,002. Obliczyé prawdopodobienstwo wezwania pogotowia przez:

1. ktoregokolwiek mieszkanca tego miasta;
2. wiecej niz 2, ale nie wiecej niz 5 mieszkancow tego miasta,
3. co najmniej 3 mieszkancow tego miasta.

Zadanie 3.2.18 Trzech dostawcow dostarcza do hurtowni cytrusy. Dostawy tych
dostawcow majg sie jak 3:5:4. I dostawca dotarcza okoto 1% skrzynek zepsutych
owocow, II — 4%, a III — 3%. Wybralismy skrzynke z dobrymi owocami. Jakie
jest prawdopodobienistwo, ze dostarczyt jg dostawca 17
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Zadanie 3.2.19 W dwdch jednakowo wygledajgcych kopertach znajdujg sie talie
kart, przy czym w pierwszej jest to talia 52 kart, a w drugiej 24 kart (od 9 do asa).
7 losowo wybranej kopert wyciggamy karte i wktadamy do drugiej. Nastepnie
wybiteramy jedng karte z drugiej koperty. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze
wyciqgnietq kartg bedzie as?

Zadanie 3.2.20 Zbidr {1,2,...,4n} podzielono na dwie réwnoliczne czesci. Ob-
liczyé prawdopodobieristwo tego, zZe w kazdej z mich jest taka sama ilosé liczb
podzielnych przez n.

Zadanie 3.2.21 W dwdch jednakowych koszykach jest po 10 bialtych pitek teni-
sowych. Wktadamy do tych koszykow 20 czerwonych pitek. Jak rozmiescic te pitki
w koszach, aby prawdopodobienistwo wybrania pitki czerwonej z losowo wybranego
koszyka byto rowne 1—75?

Zadanie 3.2.22 7 odcinka [0,2] wybieramy losowo i niezaleznie dwa punkty.
Niech A oznacza zdarzenie polegajgce na tym, zZe odlegto$é miedzy nimi jest mniej-
sza od 1. Obliczyé prawdopodobierstwo zdarzenia A.

Zadanie 3.2.23 7 odcinka [0, k] wybieramy losowo i niezaleznie punkty x i y.
. . . . 2 . .
Niech A — zdarzenie polegajgce na tym, Ze x* + y* > %, B - zdarzenie, Ze

funkcja In(x? + y* — k) jest dobrze okreslona.

1. Czy zdarzenia A i B sg¢ niezalezne?

2. Obliczyé prawdopodobienstwo zdarzenia B pod warunkiem, Ze zajdzie zda-
rzenie A.



