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Pozostaje problem wyznaczenie tych parametrów, o czym mówi metoda (3).
Jest to tzw. teoria estymacji. Ograniczymy siȩ tylko do metody estymacji prze-
dzia�lowej. O innych rodzajach estymacji można dowiedzieć siȩ np. z [4].

Weźmy próbȩ prosta̧ cechy X populacji generalnej (x1, x2, . . . , xn). Wiemy,
że istnieje wtedy przestrzeń probabilistyczna (Ω, Σ, P ) oraz cia̧g niezależnych
zmiennych losowych X1, X2, . . . , Xn o jednakowym rozk�ladzie co cecha X, że

(x1, x2, . . . , xn) =
(

X1, X2, . . . , Xn

)
(ωo),

dla pewnego zdarzenia elementarnego ωo.
Definiujemy funkcjȩ:

R 	 x −→ S(x, ωo) ∈ [0, 1],

1. niech (xk1 , xk2, . . . , xkn) oznacza niemaleja̧ce uporza̧dkowanie próby prostej
(x1, x2, . . . , xn),

2. k�ladziemy

S(x, ωo) =
1

n
|{j: xkj

< x}|, x ∈ R.

Zauważmy, że dla każdego x ≤ xk1 , S(x, ωo) = 0 oraz dla x > xkn , S(x, ωo) = 1.
Ponadto dla x należa̧cych do przedzia�lu (xkj

, xkj+1
), S(x, ωo) = j

n
, a wiȩc w każdej

sytuacji S(x, ωo) ∈ [0, 1]. Wprost z definicji wynika, że:

1. S jest funkcja̧ niemaleja̧ca̧,

2.

lim
x→−∞

S(x, ωo) = 0, lim
x→+∞

S(x, ωo) = 1.

Wreszcie można pokazać, że S jest lewostronnie cia̧g�la. Ponieważ funkcja S wziȩ�la
siȩ z materia�lu statystycznego i ma wszystkie w�lasności dystrybuanty, nazywa siȩ
dystrybuanta̧ empiryczna̧ cechy populacji generalnej.

Uwolnimy teraz wartość ωo, a wiȩc potraktujemy ja̧ jako drugi argument dys-
trybuanty empirycznej S. Wtedy dla każdej ustalonej wartości x = xo dostaniemy
odwzorowanie

Ω 	 ω −→ S(xo, ω) ∈ R,

które jest zmienna̧ losowa̧. Znajdziemy jej rozk�lad.
Oznaczmy przez F dystrybuantȩ cechy X. Wtedy dla każdego 1 ≤ j ≤ n

P ({ω ∈ Ω: Xj(ω) < xo}) = F (xo).



158 Wstȩp do statystyki matematycznej

Z definicji dystrybuanty empirycznej, dla każdego ω ∈ Ω, S(xo, ω) rejestruje
czȩstość pojawienia siȩ pewnego zdarzenia A w n niezależnych próbach, bowiem

S(xo, ω) =
1

n
|{j: Xj(ω) < xo}|

i zmienne losowe Xj sa̧ niezależne. Ozncza to, że

S(xo, ω) ∈ B(n, p),

gdzie p = F (xo) i dlatego

P ({ω ∈ Ω: S(xo, ω) =
j

n
}) =

(
n

j

)
(F (xo))

j(1 − F (xo))
n−j.

Znaczenie dystrybuanty empirycznej dla metod statystycznych wyjaśnia
nastȩpuja̧ce twierdzenie Gliwienki (patrz [4])

Twierdzenie 6.4.1 Niech (Sn) oznacza cia̧g dystrybuant empirycznych odpowia-
daja̧cy wektorom losowym (X1, . . . , Xn) niezależnych zmiennych losowych o tym
samym rozk�ladzie F co cecha X populacji generalnej. Wtedy

∀x∈R Sn(x, ω)
p.w.−→ F (x),

a wiȩc
P ({ω ∈ Ω: lim

n→+∞
Sn(x, ω) = F (x)}) = 1.

W takim razie, jeśli dysponujemy odpowiednio liczebna̧ próba̧ prosta̧, to z
prawdopodobieństwem jeden Sn(x, ω) ∼= F (x). Zatem wielce prawdopodobne
jest, że dla zdarzenia elementarnego ωo prawdziwe jest przybliżenie

Sn(x, ωo) ∼= F (x).

Spróbujemy wyjaśnić to jeszcze raz na przyk�ladzie.

Przyk�lad 6.4.1 Zbadamy metoda̧ dystrybuanty empirycznej naturȩ zjawiska po-
legaja̧cego na wielokrotnym rzucaniu kostka̧ do gry. W omawianym przypadku
podstawowe pytanie sprowadza siȩ do rozstrzygniȩcia kwestii czy kostka jest sy-
metryczna. Wyobraźmy sobie, że rzucalísmy kostka̧ 120 razy i odnotowalísmy
nastȩpuja̧ce wyniki:

liczba oczek 1 2 3 4 5 6
liczba obserwacji 23 27 18 22 10 20
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Gdybyśmy mieli pewność, że próba jest dostatecznie liczebna, to z twierdzenia
Gliwienki wnioskowalibyśmy, że S120(x, ωo) ∼= F (x), czyli z pewna̧ dok�ladnościa̧
poznalibyśmy rozk�lad teoretyczny cechy naszej populacji, która opisuje naturȩ
kostki. Z definicji dystrybuanty empirycznej wynika, że

S120(x, ωo) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x ≤ 1
23
120

∼= 0, 19, 1 < x ≤ 2
50
120

∼= 0, 42, 2 < x ≤ 3
68
120

∼= 0, 57, 3 < x ≤ 4
90
120

∼= 0, 75, 4 < x ≤ 5
100
120

∼= 0, 83, 5 < x ≤ 6
1, 6 < x.

Ponieważ 1
6
∼= 0, 17, wiȩc postać dystrybuanty empirycznej raczej wyklucza

symetriȩ w obserwowanym zjawisku.
Powyższa̧ sytuacjȩ możemy zilustrować inaczej. W tym celu podzielmy prosta̧

rzeczywista̧ nastȩpuja̧cymi przedzia�lami:

I1 = (−∞, 1), I2 = [1, 2), I3 = [2, 3), I4 = [3, 4),

I5 = [4, 5), I6 = [5, 6), I7 = [6, 7), I8 = [7, +∞).

Definiujemy funkcjȩ h: R → R wzorem

h(x) =

{
0, x ∈ I1 ∪ I8

w(Ij)

120·|Ij | , x ∈ Ij, 2 ≤ j ≤ 7,

gdzie w(Ij) oznacza liczbȩ z tabeli odpowiadaja̧ca̧ wartości j, |Ij| jest d�lugościa̧
przedzia�lu Ij u nas równa̧ jeden. Podstawiaja̧c dane liczbowe otrzymamy

h(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x ∈ I1 ∪ I8
23
120

∼= 0, 19, x ∈ I2
27
120

∼= 0, 23, x ∈ I3
18
120

∼= 0, 15, x ∈ I4
22
120

∼= 0, 18, x ∈ I5
10
120

∼= 0, 08, x ∈ I6
20
120

∼= 0, 17, x ∈ I7.

Poniżej przedstawilísmy tzw. wykres s�lupkowy tej funkcji. Zauważmy, że
funkcja ta zawsze przyjmuje wartości nieujemne a ponadto suma pól wszystkich
s�lupków jest równa jeden. Tak powsta�ly wykres s�lupkowy nazywamy histogramem
z próby prostej populacji generalnej.
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Rysunek 6.1: wykres histogramu dla próby prostej

I ogólnie, niech

(x1, x2, . . . , xn) = (X1, X2, . . . , Xn)(ωo)

bȩdzie próba̧ prosta̧. Podamy zasadȩ konstrukcji histogramu dla tej próby.

1. Zaznaczamy na osi liczbowj kolejne elementy próby prostej. W ten sposób
otrzymamy przedzia�l [a, b], gdzie odpowiednio a jest elementem najmniej-
szym, b najwiȩkszym w tej próbie.

2. Przedzia�l ten dzielimy na parami roz�la̧czne podprzedzia�ly, których ilość k
ustalmy wed�lug zasady:

k =
√

n lub k ∼= 1 + 3, 322 · log n.

Otrzymujemy w ten sposób przedzia�ly

[a, a2), [a2, a3), . . . , [ak−1, b), [b, ak+1).

3. Jeśli ni oznacza liczbȩ elementów próby prostej w przedziale [ai, ai+1], i =
1, 2, . . . , k, to przyjmujemy

h(x) =

{
0, x < a lub x ≥ ak+1
ni

n(ai+1−ai)
, x ∈ [ai, ai+1].

4. Na tej podstawie konstruujemy wykres s�lupkowy histogramu. Kolejny i–ty
s�lupek w podstawie ma odcinek [ai, ai+1] oraz wysokość określona̧ wartościa̧
funkcji h na tym przedziale. Wtedy pole takiego s�lupka jest równe ni

n
. Dla-

tego suma wszystkich pól wynosi jeden. Jeźeli wiemy, że cecha X obser-
wowanej populacji generalnej jest typu cia̧g�lego, to wtedy histogram ten
stanowi przybliżenie funkcji gȩstości tego rozk�ladu.


