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Pozostaje problem wyznaczenie tych parametréow, o czym méwi metoda (3).
Jest to tzw. teoria estymacji. Ograniczymy sie tylko do metody estymacji prze-
dziatowej. O innych rodzajach estymacji mozna dowiedzie¢ si¢ np. z [4].

Wezmy prébe prosta cechy X populacji generalnej (xy, 2, ..., x,). Wiemy,
ze istnieje wtedy przestrzen probabilistyczna (2, X, P) oraz ciag niezaleznych
zmiennych losowych Xy, Xs, ..., X, o jednakowym rozkladzie co cecha X, ze

(:L‘lax% cee axn) = <X1aX27 ce aXn) (w0)7

dla pewnego zdarzenia elementarnego w,.
Definiujemy funkcje:

R>2z — S(z,w,) € 0,1],

1. niech (zy,, Zg,, .. ., Tk, ) 0znacza niemalejace uporzadkowanie préby prostej

(l'laan s 71771)7

2. kladziemy
1
S(x,w,) = ﬁ|{j r, < z}|, v €R.

Zauwazmy, ze dla kazdego ¥ <y, S(7,w,) = 0 oraz dla x > @y, S(7,w,) = 1.
Ponadto dla z nalezacych do przedziatu (x4, 7, ), S(z,w,) = £, a wigc w kazdej
sytuacji S(x,w,) € [0,1]. Wprost z definicji wynika, ze:

1. S jest funkcja niemalejaca,

2.

lim S(z,w,) =0, lim S(z,w,) =1.

T——00 T—+00

Wreszcie mozna pokazac, ze S jest lewostronnie ciagta. Poniewaz funkcja S wzieta
sie z materiatu statystycznego i ma wszystkie wiasnosci dystrybuanty, nazywa si¢
dystrybuantg empiryczng cechy populacji generalnej.

Uwolnimy teraz wartos¢ w,, a wiec potraktujemy ja jako drugi argument dys-
trybuanty empirycznej S. Wtedy dla kazdej ustalonej wartosci x = z, dostaniemy
odwzorowanie

Q5w — S(z,,w) €R,

ktore jest zmienna losowa. Znajdziemy jej rozktad.
Oznaczmy przez F' dystrybuante cechy X. Wtedy dla kazdego 1 < j <n

P({we @ Xj(w) <x,}) = F(x,).



158 Wstep do statystyki matematycznej

Z definicji dystrybuanty empirycznej, dla kazdego w € €2, S(z,,w) rejestruje
czestosC pojawienia sie pewnego zdarzenia A w n niezaleznych probach, bowiem

S(aw) =~ Ky(w) < w0}
i zmienne losowe X; sa niezalezne. Ozncza to, zZe
S(z,,w) € B(n,p),
gdzie p = F(z,) i dlatego

’f‘) (Fla))(1 — F(a)) .

J

P{w e @ S(r,w) = %}) _ (

Zmaczenie dystrybuanty empirycznej dla metod statystycznych wyjasnia
nastepujace twierdzenie Gliwienki (patrz [4])

Twierdzenie 6.4.1 Niech (S,,) oznacza cigg dystrybuant empirycznych odpowia-
dajgcy wektorom losowym (Xy,...,X,,) niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozktadzie F' co cecha X populacji generalnej. Wtedy

vxER Sn(xaw) ﬂ) F(x>7

a wiec

PweQ: lim S,(z,w)=F(x)})=1.

n—-+o0o

W takim razie, jesli dysponujemy odpowiednio liczebna préba prosta, to z
prawdopodobienistwem jeden S, (z,w) = F(x). Zatem wielce prawdopodobne
jest, ze dla zdarzenia elementarnego w, prawdziwe jest przyblizenie

Sp(z,w,) = F(x).

Sprébujemy wyjasnic¢ to jeszcze raz na przykladzie.

Przyklad 6.4.1 Zbadamy metodg dystrybuanty empirycznej nature zjawiska po-
legajacego na wielokrotnym rzucaniu kostkg do gry. W omawianym przypadku
podstawowe pytanie sprowadza sie do rozstrzygniecia kwestit czy kostka jest sy-
metryczna. Wyobraimy sobie, zZe rzucalismy kostkg 120 razy i odnotowalismy
nastepujgce wyniki:

liczba oczek 1121314516
liczba obserwacyi | 23 | 27 | 18 | 22 | 10 | 20
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Gdybysmy mieli pewnos$é, Ze préba jest dostatecznie liczebna, to z twierdzenia
Gliwienki wnioskowalibysmy, Ze Sio0(x,w,) = F(x), czyli z pewng doktadnoscig
poznalibysmy rozktad teoretyczny cechy naszej populacji, ktora opisuje nature
kostki. Z definicyi dystrybuanty empirycznej wynika, Ze

( 0, r<1
220,19, 1<z<2
0,42, 2<x<3
Shao(®, w,) = 1% =0,57, 3<x <4
220,75, 4<x<5b

100 ~

EO:O’S& 5<x <6

1, 6 <.

\

Poniewaz % = 0,17, wiec postac dystrybuanty empirycznej raczej wyklucza
symetrie w obserwowanym zjawisku.
Powyzszq sytuacje mozemy zilustrowac inaczej. W tym celu podzielmy prostg

rzeczywistq nastepujgcymi przedziatams:
I = (—o0,1), L=1[1,2), I3=[2,3), Iy =[3,4),

Is =1[4,5), Is =1[5,6), I; =[6,7), Is = [7,400).
Definiujemy funkcje h: R — R wzorem

O, $E[1U[8
MO =\ m) pen <<,

120-]1;]’
gdzie w(I;) oznacza liczbe z tabeli odpowiadajgcq wartosci j, |1;| jest diugoscig
przedziatu I; w nas réwng jeden. Podstawiajoc dane liczbowe otrzymamy

( 0, r el Ulg
2 019, rel,
()23 rely
h(z) = =0,15, zel,
~0,18, zel;
~0,08, ¢l
N >~017, zel,
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Ponizej przedstawilismy tzw. wykres stupkowy tej funkcji. Zauwaimy, Ze
funkcja ta zawsze przyjmuje wartosci nieujemne a ponadto suma pol wszystkich
stupkow jest rowna jeden. Tak powstaty wykres stupkowy nazywamy histogramem
z proby prostej populacyi generalney.
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Rysunek 6.1: wykres histogramu dla proby prostej

I ogdlnie, niech
(.Tl, To, ... ,.flj'n) = (Xl,Xg, e ,Xn)(wo)
bedzie proba prosta. Podamy zasade konstrukeji histogramu dla tej préby.

1. Zaznaczamy na osi liczbowj kolejne elementy préby prostej. W ten sposob
otrzymamy przedzial [a, b, gdzie odpowiednio a jest elementem najmniej-
szym, b najwickszym w tej probie.

2. Przedzial ten dzielimy na parami roztaczne podprzedziaty, ktérych ilosé k
ustalmy wedlug zasady:

k=+/nlub k =1+ 3,322 logn.
Otrzymujemy w ten sposob przedziaty

la,az), [ag, as), ..., [ak_1,b), [b, axi1).

3. Jesli n; oznacza liczbe elementéw préby prostej w przedziale [a;, a;1], @ =
1,2,..., k, to przyjmujemy

h(x):{ 0, x <alub x> ap

T T € [a;, aiy].

4. Na tej podstawie konstruujemy wykres stupkowy histogramu. Kolejny i—ty
stupek w podstawie ma odcinek [a;, a;+1] oraz wysokos$é okreslona wartoscia
funkcji i na tym przedziale. Wtedy pole takiego stupka jest réwne ~*. Dla-
tego suma wszystkich pél wynosi jeden. Jezeli wiemy, ze cecha X obser-
wowanej populacji generalnej jest typu ciaglego, to wtedy histogram ten
stanowi przyblizenie funkcji gestosci tego rozktadu.



