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Finanse i Rachunkowos¢
studia stacjonarne

Wprowadzenie do Matematyki Finansowes®
(tres¢ wyktadow z 14 i 21 stycznia 2015)

1 Sformulowanie gléwnego problemu

Istota jakiejkolwiek dziatalnosci gospodarczej jest fakt, ze przedsiebiorca dyspo-
nuje aktywem, a wiec takim rodzajem zasobu majatkowego, ktory teraz lub w
przysztosci, w wyniku jego uzycia przyniesie korzysci w postaci przychodu, a w
efekcie koncowym by¢ moze w postaci zysku. Dalej, dla uproszczenia zatozymy,
ze tym aktywem jest zasdb pieniezny?, ktory dalej bedziemy nazywali kapitatem.
Interesowata nas bedzie zmiana wartosci zainwestowanego w przedsiewziecie go-
spodarcze kapitatu w funkcji czasu. Przesledzimy to zjawisko na przyktadzie mo-
delowej transakcji bilateralnej polegajacej na lokowaniu kapitatu, przyjmujac, ze
stronami tej transakcji beda bank i jego klient.

Zaczniemy od sformutowania niezbednych warunkéw jakie musza byé spel-
nione z punktu widzenia zasad matematyki finansowey.

(a) Dla kazdej takiej transakcji wyréznimy dwie wazne chwile:
P — terazniejszosé (present) oraz ¥ — przysztosé (future),

co graficznie bedziemy przedstawiali jak na rysunku 1, gdzie przez T

Rysunek 1: postaé¢ okresu bazowego dtugosci T

oznaczylismy dhugosé okresu bazowego mierzonego w ilogciach dni.
(b) Niech K oznacza kapital okreslony jak wyzej. Jezeli pojawi sie on w

chwili ¢ € [0,7], to oznaczymy go przez K(t). Wtedy K(¢) ma zna-

czenie podwojne: oznacza wartosé (w zt) tego kapitatu oraz informuje

"Wyklad powstal na podstawie ksiazki autora ,Wprowadzenie do arytmetyki finansowe;j”
dostepnej w ksiegarnii Uczelni. W ksigzce mozna znalezé wiele przyktadow ilustrujacych jego
tre$¢ i zadan do samodzielnego rozwiazania.

20brot takim zasobem jest najbardziej ptynny.
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o chwili pojawienia sie tej wartosci. Bedziemy wtedy mowili, ze kapi-
tat jest datowany, a powyzsza procedure nazwiemy zasadq datowania
kapitatu (ZDK).

(c) W szczegolnosci przyjmiemy, ze
K(0) = PV, K(T) = FV.

(d) Jesli dla chwil 0 < t; <ty < T dane beda wartosci datowane kapitatu
K(t1), K(t2), to zgodnie z (ZDK) wartosci tych nie wolno poréwnywac
ze soba. Aby staly sie one poréwnywalne nalezy je przedatowaé na te
samg chwile t, € [0, T]3. Procedura przedatowania nazywana bedzie
dalej zasadg poréwnywania kapitatu (ZPK).

(e) Okres bazowy jest tak zdefiniowany, ze spelnione jest nastepujace za-
lozenie: w chwili T dochodzi do zjawiska zwrotu (przez bank) zainwe-
stowanego kapitatu (klientowi). Oznacza to, ze kapital PV zostaje
przedatowany na chwile 7' i dlatego wartosci PV oraz FV moga by¢
poréwnywane, zgodnie z (ZPK). W szczegdlnosci mozna je od siebie
odejmowad

I =FV - PV,

co prowadzi do pojecia Ip—odsetek za okres T. Dalej bedziemy za-
ktadali, ze FV > PV, co oznacza, ze transakcja bedzie generowata
przychaod.

(f) Bedziemy zakladali, ze z teoretycznego punktu widzenia® w kazdej

chwili ¢ € (0,7) moze nastapi¢ zjawisko zwrotu zainwestowanego
kapitatu. Wtedy funkcja

0,T] >t —I(t) = K(t) - PV

okresla przychod z transakcji za okres t dni okresu bazowego.

Zauwazmy, ze wtedy, zgodnie ze wczesniejszymi ustaleniami mamy

(g) Wreszcie bedziemy zakladali, ze dla danej transakcji wielko$é odse-
tek zalezy tylko od czasu trwania transakcji oraz zalezno$¢ ta jest
proporcjonalna, czyli I(t) ~ t.> Oznacza to, ze dla pewnych stalych
rzeczywistych k, b,

I(t) = kt +b.

37sada ta podana zostanie dalej.

47 praktycznego punktu widzenia tak moze zdarzy¢ sie w wyniku jednostronnego zerwania
umowy.

5Jest to realizacji zasady time is money.
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Z warunku I(0) =0 wynika, ze b= 0. Dlatego
I(t) = kt, gdzie k > 0.

Dalej ostanig zaleznosé bedziemy nazywali zasadg jednorodnosci czasu
(ZJC).

2 Model odsetek prostych

Zaktadamy, ze mamy transakcje, ktora przebiega wedtug zasad (a)—(g). Z definicji
funkcji ¢ — I(t) wynika, ze

K(t) =PV +1(t), t € [0,T] (1)
I(t) = kt. (2)

Stad K(t) = PV + kt. Podstawiajac w ostatniej rownosci ¢ =T, z faktu, ze
K(T) = FV, po prostym przeksztalceniu otrzymamy wzor na wspotczynnik k

_FV-PV

k
T

Dlatego
FV - PV

K(t) =PV
() =PV +——

t, t€l0,T). (3)

Ale
FV - PV B FV -PVPV

T PV T’

wiecej oznaczajac przez
) FV -PV
=y ®)
gdzie dalej ir bedziemy nazywali bazowq stopg zwrotu, z (3) i (5) otrzymamy
roéwnanie

t
K(1) =PV +PV ir, t€[0.7], (6)

opisujace model odsetek prostych (MOP)®.
W zastosowaniach MOP funkcjonuje w sytuacji kiedy w (6) ¢ = T, co pro-
wadzi do réwnan

FV =PV(1+ip) (7)
I; =FV —PV =PV -i. (8)

SNalezy pamietaé, ze w rownaniu tym, dla danej transakcji, stopa zwrotu ir nie zalezy od
wielko$ci zainwestowanego kapitatu, zalezy natomiast tylko od dtugosci okresu bazowego T.
W tym sensie stopa zwrotu opisuje dynamike opisywanej transakc;ji.

3
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Uwaga 1

1. W réwnaniu (7) MOP pojawiaja sie trzy wielkosci: PV, FV | ir. Znajomosé
kazdych dwoch pozwala wyliczy¢ trzecia.

2. Stopa zwrotu ir zalezy tylko od dlugosci okresu bazowego, czyli od T.
Oznacza to, ze jesli mamy dwa rézne okresy bazowe, dla ktérych 77 < T, to
odpowiadajace im stopy bazowe ir, ip, nie mozna ze soba poréwnywac.
Aby to mozna bylo zrobi¢, potrzebna jest (jak w przypadku ZPK) zasada
ich konwersji do okresu bazowego o jednakowej dtugosci T,. W rozliczeniach
finansowych przyjmuje sie, ze T, = ldr”.

Aby wyjasnié¢ blizej to zjawisko, dla uproszczenia zalozymy, ze dla danego
okresu bazowego, T < ldr. Nastepnie stosujac réwnanie (6) przedtuzymy
je z okresu [0,7] do okresu [0, ldr], czyli

t

r
Dalej przyjmiemy oznaczenie iy = R, i taka stope zwrotu nazwiemy stopa
per annum®. Wtedy rownanie (9), po podstawieniu ¢ =T przyjmie postaé

T
FV=PV+PV R, (10)
T

Z drugiej strony zawsze mamy réwnanie (7), skad wynika, ze

T

RE = 17. (11)

Rownanie (11) bedziemy nazywali zasadq dostosowania stopy bazowej (ZDS).
Dla przyktadu, jesli dla dwoch stop bazowych: ip = 0,12 dla 77 = 75
dni oraz ip, = 0,13 dla 7; = 85 dni mielibySmy wybraé¢ korzystniejsza,
czyli wieksza, to zgodnie z ZDS nalezy, korzystajac ze wzoru (11), wyliczy¢
odpowiadaje im stopy p.a, a nastepnie wybra¢ te wicksza, co pozostawiamy
Czytelnikowi.

3. Ostatnia uwaga formuluje tzw. zasade prolongaty MOP (ZP). Niech teraz
T, oznacza dlugo$¢ podstawowego okresu bazowego transakcji. Transak-
cje bedziemy sukcesywnie przedtuzali z okresu na kolejny okres, wedlug
nastepujacych zasad:

(a) na koniec kazdego podokresu ma miejsce zwrot zainwestowanego ka-
pitalu PV,

"Skrot ten oznacza liczbe dni w roku kalendarzowym.
87 j. lacinskiego oznacza za rok.
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(b) za kolejne podokresy naliczane odsetki nalezne sa na koniec catego
cyklu ztozonego z n—podokresow, czyli po uptywie T = nT, dni,

(c) w kazdym z n podokresow obowiazuje stala stopa bazowa ir,.

Dlatego po uplywie podokresu pierwszego, na mocy MOP, I = PVip.
Podobnie, po uptywie drugiego podokresu I, = PVip, itd., skad

FV =PV +nPVip, = PV(1 + nir,).
Jesli teraz na tak zdefiniowana transakcje spojrzymy z perspektywy catego
okresu T = nT,, stope zwrotu dla tej transakcji oznaczymy przez ir, to z

MOP wynika, ze
FV =PV(1 +ir).

7 poréwnania ostanich dwoch wzoréw wynika, ze wtedy®”

ir = nig,. gdzie T' = nT,. (12)

3 Model odsetek zlozonych — efekt kapitalizacji

Model odsetek ztozonych (MOZ) uzyskamy w wyniku prolongaty (MOP) okreslo-
nego na zasadach sformutowanych w pkt. (a)—(g) rozdziatu 1 przy nastepujacych
zatozeniach:

1.

okres bazowy dlugosci T sktada sie z n podokreséw bazowych, kazdy
dhugosci T,, czyli T = nT,,

. na koniec kazdego podokresu bazowego, a wiec na poczatku kolejnego, do-

chodzi do zwrotu zainwestowanego kapitaltu powiekszonego o nalezne za
miniony podokres odsetki'?,

. w kazdym z podokreséw obowiazuje jednakowa bazowa stopa zwrotu ir,,

. warto$ci kapitatu na poczatku kolejnego podokresu oznaczymy odpowiednio

przez PVq,...PV,,

. wartosci kapitalu na koncu kolejnego podokresu oznaczymy odpowiednio

przez FVy,...FV,,

. warto$¢ poczatkowa kapitatu wynosi PV = PV, koiicowa FV =FV,,.
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PV=PV; FV1=PV2 FVa2

Rysunek 2: zjawisko kapitalizacji

PrzesledZzmy ewolucje zmiany w czasie wartosci zainwestowanej PV w trans-
akcji speliajacej warunki (1)—(6). Na koniec drugiego okresu sytuacja wyglada
jak na rysunku 2.

Zgodnie z MOP, na koniec pierwszego podokresu bedziemy mieli

FV, =PV (1 +iz) = PV(l+ip,) (13)
PV, =FV,. (14)

Podobnie, na koniec drugiego podokresu z powyzszego otrzymamy
FV, =PVy(1+ir,) =FV(1+ir) =PV(l+ir)> (15)

Stad, za caty okres [0,27,], dla stopy zwrotu iy, dostaniemy

FV, = PV(1 + iz, skad (16)
or, = (1 +ir,)* — 1, (17)
Ly, = FVy - PV =PV -iy,. (18)

[ ogolnie, dla n podokresow rownania (16)—(18) beda mialy postac

FV, = PV(l +i,7,), skad (19)
inTo = (]‘ + iTo)n - 1’ (20)
Ly, = FV — PV =PV i, (21)

Powyzsze rownania opisuja model odsetek ztozonych (MOZ), gdzie okres ba-
zowy sktada sie z n podokreséw, czyli T' = nT, i w kazdym obowiazuje jed-
nakowa bazowa stopa zwrotu. Zjawisko zachodzace na koncu kazdego podokresu

9W sytuacji kiedy w kolejnych podokresach obowiazuja rézne stopy bazowe iy, k=1,2,...n
(np. z powodu réznych dltugosci tych podokresow), to wtedy odpowiednikiem (12) jest réwnosé
ir=i;=...+1,.

107jawisko powiekszania kapitalu o naliczone za miniony podokres odsetki nazywamy kapi-
talizacjg odsetek.
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polegajace na wtaczaniu naliczonych odsetek za poprzedni okres do kapitatu po-
czatkowego kolejnego okresu nazywamy kapitalizacjg odsetek. Stope zwrotu dang
wzorem (20) nazywamy wtedy efektywng stopq zwrotu dla n—krotnej kapitalizacji
1 oznaczamy jg przez i, .

Whniosek 1 Przypusémy, ze mamy transakcje ztozong z n podokresow, z jedna-
kowq bazowq stopg zwrotu ir,, opisang MOZ oraz MOP w wersji prolongowaney.
Wtedy MOZ jest efektywniejszy, czyli

icp, = (1+ip)" —1>nip, oilen > 2.

Whniosek 2 Niech dany bedzie MOZ na warunkach jak wyzej. Oznaczmy przez
I; odsetki naliczone za okres poprzedni j — 1. Jak wiemy, odsetki te z jednej
strony stajq si¢ czescig kapitatu, od ktorego liczone sq odsetki 1,1, z drugiej
strony sq one nalezne dopiero na koniec okresu trwania transakcji, a wiec na
chunle T = nT,. Zgodnie z ZDK mozemy je wtedy dodaé do siebie i otrzymamy

L, => 1,
j=1

Dalej otrzymang warto$é bedziemy oznaczali przez lg, 1 nazywali odsetkami
skumulowanymi. Z MOZ (20) wiemy, Ze nalezne odsetki z tej transakcji za okres
T wynoszqg Ir =PV -igy . Okazuje sig, Ze zawsze zachodzi rownosé

I, =PV i,

o uzasadnienie czego prosimy Czytelnika.

Uwaga 2 Wybor korzystniejszej transakcji typu MOZ odbywa sie na podstawie
oceny jej stopy efektywnej. Poniewaz stopy efektywne mogq odnosic sie do okresow
ztozonych z roznej iloSci dni, zgodnie z ZPK kazdg z nich nalezy przekonwertowac
do jednakowo diugiego okresu. W rachunkowosci tym okresem jest rok mierzony
wielkoscig ldr. Wtedy stopa efektywna i.f, dopasowana do ldr wyglada nastepu-

Jjaco

i, =(1+ir,)"™ — 1, gdzie n,T, = ldr. (22)
Poniewaz ir, = Riz, to ir, = nﬂo, skqd z (22) dostaniemy
R\ "
i, — <1+—) 1 (23)
no

Stope 1, nazywamy nominalng efektywng stopg zwrotu.

Przypusémy, ze stoimy przed wyborem korzystniejszej dla nas transakcji spo-
srod dwdoch proponowanych:
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o A: Ry =8%, =z kapitalizacjg miesieczng,
e B: Rp=14%, =z kapitalizacjg kwartalng.

Aby obie propozycje mozna byto ze sobg poréwnaé i wybraé te korzystniejszq na-
lezy kazdg ze stop efektywnych sprowadzi¢ do stopy nominalnej. Zgodnie z (23)

otrzymamy
. R\ "2 ] Rp\*
IOA — <1 _|'_ E) - 1, IOB — <1 _|'_ T) - 1.

Czytelnikowi zostawiamy przeprowadzenie niezbednych obliczen.
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4 Dyskonto proste i ztozone — wstep do CF

W obu modelach, MOP i MOZ, z praktycznego punktu widzenia pytaliémy sie o
zysk z transakcji, wiedzac, ze dysponujemy na poczatku okreslonym kapitatem.
Jak wiemy, wyliczenie tego zysku zwiazane byto ze znajomoscia pewnej stopy
zwrotu. Tak rozumiang stope zwrotu nazywamy tez stopg kapitalizacyi*!.

Zmienimy teraz rozumiane wyzej warunki poczatkowe transakcji. Przypu$émy;,
ze dla okresu bazowego jak na rys. 1, w chwili T oczekujemy z transakcji
przychodu w wysokosci FV. Pytamy sie, ile musimy zainwestowa¢ w chwili 0,
aby cel mogltby by¢ zrealizowany. Zachodza co najmniej trzy sytuacje:

1. jestedmy w posiadaniu §rodkéw wlasnych aby zainwestowaé¢ w te transakcje,

2. w ogole ich nie mamy, albo dysponujemy tylko ich cze$cia. Wobec tego aby
zainwestowac¢ bedziemy zmuszeni je pozyskac,

3. nie mamy tych §rodkéw i nie sta¢ nas na aktualnych warunkach na ich
pozyskanie.

W wymienionych wyzej przypadkach udziat w transakcji inwestor bedzie musiat
okupi¢ kosztem, ktorego zrodtem bedzie:

1. rezygnacja z alternatywnej inwestycji, na ogét bezpieczniejszej anizeli ta, o
ktorej mowimy, ale mniej dochodowej!?,

2. koszt zwiazany z obstuga kredytu, ktory bedzie zasilat kapital inwestycyjny,

3. utrata przysztych zamierzonych przychodéw z powodu nie zainwestowania
w transakcje.

Jesli wezmiemy pod uwage tylko pierwsze dwa scenariusze, to pojawi si¢ jesz-
cze jedno zrodto kosztu (wspomnieliSmy o nim posrednio w sytuacji pierwszej),
bedzie nim ryzyko zwigzane z niepewnosciag powodzenia transakcji, a wiec osig-
gniecia zamierzonego celu. Wymierna post¢ tych trzech zjawisk sktada sie co naj-
mniej na warto$é¢ liczbowa stopy bazowej ir, ktéra powinna spetnia¢ réwnanie
(7), czyli

X(1+ip) =FV,
gdzie symbolem X oznaczyliSmy nieznang wartos¢ kapitalu inwestycyjnego.
Rozwiazujac powyzsze rownanie otrzymamy odpowiedZ na postawione na

wstepie pytanie, na ile wlasciwie skalkulowaliémy koszt pozyskania na ten cel
wyliczonych $rodkéw, bowiem wtedy

FV

PV=X-= —.
1—|—IT

(24)

1Pomimo braku kapitalizacji w MOP zachowamy to nazewnictwo réwniez dla tego przy-
padku.
12Moze nig by¢ lokata bankowa, zakup obligacji skarbu panstwa.
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Rownanie (24) opisuje zjawisko dyskonta prostego. Miara tego dyskonta jest
wtedy roznica FV — PV oznaczana przez Dy. Informuje ona z jakiej czesci przy-
sztych srodkow jesteSmy sktonni zrezygnowaé, aby zamieni¢ je w srodki wolne.
Wtedy stopa dyskontowa ip, z matematycznego punktu widzenia jest ilorazem
wartosci dyskonta do wartosci terazniejszej kapitatu!?, czyli

Dy

=== (25)

ir

Uwaga 3 Wzor (24) wykorzystuje sie do celow ustalenia ZPK, o ktorej byta
mowa w rozdziale 1. Mianowicie, majgc dwie warto$ci datowane kapitalu na
chwile* Ty i Ty, gdzie np. Ty < Ty, ZPK polega na tym, Ze obie wartosci
kapitatu konwertuje sie na chwile biezgcg 0, czyli do wartosci

Kr,

26
1+1 (26)
Kr,

27
141y’ (27)

gdzie iy, iy oznaczajg stopy dyskontowe za okres [0,T1] i odpowiednio [0, Ts].
Wtedy obie wartosci dane wzorami (26) i (27) nazywamy wartoSciami biezgcymi
kapitatu.

Z dyskontem ztozonym mamy do czynienia wtedy, kiedy zjawisko dyskonta
powtarzane jest co najmniej dwa razy. Wyjasnia to ponizszy rysunek,

(o] To 2T,

FVo/(1+i10)? FV./(1+it0) FV,

Rysunek 3: zjawisko dyskonta ztozonego

gdzie oczekiwania inwestora na koniec drugiego podokresu wynosza FV,. Na
koniec pierwszego podokresu, przy zadanej stopie dyskontowej réwnej i, ozna-

cza to, ze inwestor musi dysponowaé kapitatem w wysokosci 11:;2 . 7 perspektywy

13Czytelnika prosi sie o uzasadnienie tego faktu.
4 Chwile te odnosza sie do przysztoci.

10
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chwili biezacej 0 oznacza to, ze (przy zalozeniu tej samej stopy dyskontowej) na
chwile biezaca musi posiadac (1};\;3)2.

I ogo6lnie, w sytuacji kiedy na okres dtugosci T sktada sie n podokresow
dhugosci T, kazdy, w kazdym z podokresow obowiazuje ta sama stopa dyskontowa

iy, to wartos¢ biezaca oczekiwanego kapitatu FV,, wyniesie

FV,

(0 +in)" (28)

Jednym z wazniejszych zastosowan zjawiska dyskontowania sa tzw. dyna-
miczne metody oceny efektywnosci bazujace na pojeciu strumienia gotowki, zwa-
nego tez przeptywem. Zaczniemy od definicji.

Przez strumien gotéwki CF° rozumiemy ciag datowanych wartosci kapitatu
uprzadkowanego rosngco ze wzgledu na czas pojawienia sie. Bedziemy pisali

CF = (CF,,CF,,CF,,...,CF,), (29)

gdzie CF, pojawia sie na chwile biezaca, CF; na chwile 77, itd., CF, na
chwile T, oraz 0 < T} < Ty, < ... < T,. Dla uproszczenia zatozymy, ze w
kazdym z podokreséw obowiazuje jednakowa stopa dyskontowa i.

Wtedy, zgodnie z zasada dyskontowania ztozonego!®, wartosé biezqca strumie-
nia oznaczana jako NPV wyniesie

" CF,
NPV =" T

J=0

(30)

Uwaga 4 W sytuacji kiedy dla j=1,2,...,n, CF; = A, to bedziemy mowilt,
ze strumien CF jest strumieniem jednakowych ptatnosci.

Wyktad zakoriczymy ilustracja wykorzystania techniki dyskontowania w ban-
kowosci na przyktadzie tzw. umorzenia kredytu wg. schematu annuitetowego.

Opis transakcji

Bank (kredytodawca) udziela kredytobiorcy kredytu w wysokosci K na na-
stepujacych warunkach:

1. wyptata nastepuje w chwili 0;

2. sptata odbywa sie w n ratach kapitalowo-odsetkowych, ptatnych na koniec
kazdego podokresu w po uptywie 7', 27", ..., nT" dni od chwili uruchomienia
kredytu,

158krot od cash flow.
16Sktadniki NPV sa jednakowo datowane—na chwile biezaca.

11
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3. na j-tag rate kapitalowo-odsetkowy sktadaja si¢: K;—cze$¢ pozyczonego
kapitalu'” oraz O, nalezne bankowi odsetki naliczone za miniony podokres
od aktualnego zadtuzenia wg. okreslonej stopy zwrotu. Wtedy A = K40,
nazywamy ratq annuitetowq.

Problem sprowadza si¢ do wyznaczenia wartosci A, A, oraz Oj;, wiedzgc ze
obowiazujaca stopa p.a. wynosi R.

Rozwiazanie problemu.

1. Definiujemy strumien ztozony z n + 1 wyrazéw
CF=(-K,A A ... A),
gdzie znak ,-” oznacza wyplyw kapitalu z banku.

2. Okreslamy stope dyskontowa jako dostosowanie danej stopy p.a. do okresu
bazowego T transakcji, czyli

T
i=R—.
3. Bank ustala stope p.a. w taki sposob, aby na chwile biezaca wielkos¢ udzie-

lonego kredytu bilansowala si¢ z suma wszystkich zdyskontowanych wpty-
wow'®. Oznacza to, ze zachodzi tzw. réwnanie bankowe

" A
NPV =0 K=
2T+

Z elementarnych wlasnosci postepu geometrycznego!® wynika, ze wtedy
i
A=K———,

1 - (1+i)n

co pozwala wyliczy¢ wielkos¢ raty annuitetowej.

4. Wyliczenie sktadnikow tej raty jest juz tatwe—zostawiamy to Czytelnikowi.

7"Oznacza to, ze K =" K;.

18Brak bilansu oznacza, ze kredytobiorca nie dotrzymuje warunkéw umowy, np. ptaci za mato
lub (i) nie w terminie.

19Czytelnika prosi sie o przedstawienie szczegdotowego uzasadnienia.
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