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1  Wstep

Kluczowe pytanie odnoszace si¢ do zagadnienia badania zachowania sie ciggu
liczbowego sprowadza sie do sposobu opisu zachowania sie jego ogona. Przypo-
mnijmy, ze przez tzw. ogon ciagu (a,),>1 rozumiemy wszystkie wyrazy o nume-
rach n > n,, dla pewnego naturalnego n,. Wtedy zachowanie sie ogona determi-
nuje asymptotyczne zachowanie sie ciggu.

Dalej przyjmiemy zalozenie, ze rozwazane ciagi beda albo zbiezne, albo roz-
biezne, co oznacza, ze z analizy wykluczymy ciagi, ktére nie sg ani zbiezne, ani
rozbiezne. Niech C oznacza mnogosé takich ciagow. Mozemy sformutowaé dwa
podstawowe problemy, rozwiazaniem ktorych zajmiemy sie w dalszej czesci.

Problem 1 Niech (a,),>1 € C. Nalezy rozstrzygnaé kwestie, czy dany ciag jest
zbiezny, czy jest rozbiezny.

Problem 2 Wiedzqc, ze (an)n>1 € C  jest zbiezny nalezy ustali¢ jego granice.
W przypadku jego rozbieznosci nalezy okreslic typ tej rozbieznosci.
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2 Badanie ciaggéw zbieznych

Przedstawimy trzy metody badania zbieznosci ciagéow: twierdzenie o arytme-
tyce granic (TAG), twierdzenie o 8 ciggach (T3C) oraz twierdzenie o liczbie Eulera
(TLE). Jak zobaczymy dalej, zadne z tych twierdzen nie jest na tyle uniwersalne,
aby moglo rozstrzygna¢ kwestie zbieznosci kazdego ciggu. Dlatego wazna bedzie
dalej umiejetnosé doboru odpowiedniego twierdzenia do badanego ciagu, na co
zwrocimy szczegdlng uwage.

2.1 TAG
Zaczniemy od definicji wyjasniajacej pojecie struktury arytmetycznej ciagu.

Definicja 1 Powiemy, ze ciqg (an)n>1 posiada strukture arytmetyczng, jesli ist-
niejg dwa ciqgi (by)n>1 @ (¢p)n>1 takie, zZe (an)n>1 ma jedng z ponizszych postaci:

1.
ay = b, +¢p, dlan > 1. (1)
Wtedy powiemy, ze jest on sumaq ciggow (by)n>1 1 (Cn)n>1,
2.
ayp = b, —cp, dlan>1. (2)
Wtedy powiemy, ze jest on roznicg ciggow (by)n>1 @ (Cn)n>1,
3.
ap = bpc,, dlan > 1. (3)
Wtedy powiemy, ze jest on iloczynem ciggow (by)n>1 @ (Cn)n>1,
4- )
an=—, oiledlan>1c¢, #0. (4)
Cn

Wtedy powiemy, ze jest on ilorazem ciqgow (by)p>1 1 (Cn)n>1,

Przyklad 1 Kazdy z ponizszych ciggow ma strukture arytmetyczng:

n® 4 2n? — 1
n— " £  o_ 217 5
“ 5n® — 3n " 5)
an=Vn2—4an+3—-vn2+n+1, n>3, (6)
1
L= (=)= n>1, 7
o= (-1 )
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Przyktad 2 Nie kazdy cigg ma strukture arytmetyczng, np.:

1
a, =sin—, n>1, (8)
n
an =2, n>1, 9)
a, = V2" + 5" n>1, (10)
2 1\ 4n—1
C%:<”+ > >l (11)
2n—1

Twierdzenie 1 (TAG)

Niech ciqg (an)n>1 ma strukture arytmetyczng typu (1) — (3), gdzie ciqgi (by)n>1
i (Cn)n>1 sa zbiezne. Wtedy (an)n>1 tez jest zbieiny. Co wiecej, jesli b, — b,
¢, — ¢, to odpowiednio a, — b+c, a, — b—c, a, — bc. Jesli dodatkowo
c# 0, to cigg typu (4) tez jest zbieiny i a, — .

(&
Przyklad 3 Zbadaé charakter zbieznosci ciggu danego wzorem (5).
Rozwiagzanie. Wiemy, ze a,, = %, n > 1 ma strukture arytmetyczna-jako
iloraz dwoch ciggow b, = n®+2n%—1 oraz ¢, = 5n°—3n, n > 1. Poniewaz b, > n®
dla n > 11 ciag n® nie jest ograniczony z gory, ciag (b,)n>1 jest nieograniczony
i dlatego nie moze by¢ zbiezny. Oznacza to, ze pomimo dopuszczalnej struktury,
nie mozemy zastosowa¢ TAG dla badanego ciggu. Z drugiej strony, z oszacowania!

! = n < < 2n° =1 > 1
6 6nr S T
wynika, ze badany ciag jest ograniczony. W takim razie, zgodnie z umowsa zawarta
we wstepie jest zbiezny. Jak to uzasadnié¢, skoro nie dziata TAG. Odpowied7 jest
tylko jedna — nalezy inaczej zapisaé¢ posta¢ wyrazu a,,.

Zauwazmy, ze?

Teraz TAG zadziala, bowiem cigg 1 + 2= — =5 ma strukture typu (1) i (2)

oraz z wlasnodci ciaggu a—harmonicznego, 1 +2% — % — 1+0—0 = 1. Podobnie
dla5—-3L% —5-0=5+#0.
Dlatego z TAG

ap, — —.

LCzytelnik powinien umie¢ uzasadnié to oszacowanie.
2Nalezy to uzasadnié.
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Przyklad 4 Zbadaé charakter zbieznosci ciggu danego wzorem (6).

Rozwiazanie. 7 Przykladu 1 wiemy, ze badany ciag réwniez posiada strukture
arytmetyczna. Poniewaz jednak

n?+n+1>n,

rowniez w tym przypadku TAG nie moze by¢ zastosowane. Jednoczesnie mamy
podobna sytuacje do ciagu z przykladu powyzej — badanych ciag jest ograni-
czony®. W takim razie, jako element zbioru C jest zbiezny. Wykazemy to dokonu-
jac przeformatowania jego zapisu.

Zauwazmy, ze

(\/n2—4n+3—\/n2+n+1)(\/n2—4n+3+\/n2+n—|—1)
Vn? —4n+34+vn2+n+1

an = )

czylit
—5n + 2 _ —5+ 21
Vn2—4dn+3+vn2+n+1 \/1_4%+3#+\/1+%+n_12'

Ay =

Dalej bedziemy potrzebowali pewnego wspomagajacego faktu.’

Fakt 1 Przypusémy, ze dla ciggu (d,,)n>1 wiadomo, zZe: wyrazy jego sq nieujemne

oraz d, — d. Wtedy d > 0 oraz \/d, — V.
Korzystajac teraz z Faktu 1 oraz z TAG mozemy napisac¢
—5+0 _ D
VI—Z0+0+V/1I4+0+0 2°

Przyklad 5 Zbadaé charakter zbieznosci ciggu danego wzorem (7).

Ap —

Rozwigzanie. Nie mozna zastosowaé¢ TAG, pomimo, ze ciag ma strukture aryt-
metyczng.® Badany ciag jest jednak ograniczony, zatem przy obowiazujacym za-
tozeniu jest zbiezny. Tym razem jednak procedura wstepnego przeformatowania,
z jaka spotkalismy sie w przyktadach 3 i 4 nie zadziata. Jak tym razem w takim
razie uzasadnié¢ zbieznos¢ badanego ciagu?

Zauwazmy, ze

co oznacza, ze |a,| — 0.
Dalej potrzebujemy kolejnego faktu”.

3Czytelnik powienien to umieé¢ uzasadnic!

4Nalezy to uzasadnic.

5Czytelnik powinien zapoznaé sie z dowodem tego faktu.
5Prosze uzasadnié dlaczego.

"Prosze zapoznaé sie z dowodem.
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Fakt 2 Dia kazdego ciggu (a,)n>1 nastepujace warunki sq réwnowazne:

1.

la,| — 0.
a, — 0.
Dlatego (—1)"+ — 0.

2.1.1 Cwiczenia

Zadanie 1

Zbadac zbieznos¢ ciagu a,, =
Zadanie 2

Zbadac¢ zbieznos¢ ciagu a, = =) S
Zadanie 3

Zbadaé zbieznosé ciagu a, = vVn? +4n—n, n > 1.

2.2 T3C

Przyktad 2 pokazuje, ze nie kazdy ciag posiada strukture arytmetyczng. Z tego
powodu zasieg zastosowania TAG jest ograniczony. Dla potrzeb badania takich
ciggow potrzebne sa kolejne metody. Jedng z nich jest zaprezentowana ponizej
metoda trzech ciggow.

Przypus$¢émy, ze potozenia ogona badanego ciagu (a,),>1 mozemy kontrolo-
wacé posrednio uzywajac do tego celu dwoch dodatkowych ciagow (tacznie mamy
zatem trzy ciagi) (bn)n>11 (¢n)n>1 W sposob nastepujacy

vn)no bn < an < Cp. (12)

Jesli teraz ciagi (by)n>1 1 (¢n)n>1 sa zbiezne, czyli b, — b i ¢, — ¢ oraz
b = ¢, to z warunku (12) wynika, ze ogon ciagu (a,),>1 znajduje sie w dowolnym
otoczeniu liczby a = b = c¢. Prowadzi to do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2 (T3C)

Niech dla ciggu (an)n>1 istniejq takie ciggi (by)n>1 @ (Cn)n>1, dla ktorych zachodzi
warunek (12). Wtedy, jesli b, — b i ¢, — ¢ oraz b = ¢, to ciqg (an)n>1 jest
zbiezny oraz a, — a =b = c.
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Przyklad 6 Zbadaé zbiezno$é ciggu danego wzorem (8).

Rozwiazanie. Z wlasnosci funkeji trygonometrycznej sin, ciag sin %,

ograniczony. Zatem, zgodnie z zatozeniem nalezy do klasy C, czyli jest zbiezny.
Do wyznaczenia jego granicy nie mozemy zastosowa¢ TAG, bowiem nie posiada
on struktury arytmetycznej. Granice te wyznaczymy metoda posrednia — zasto-
sujemy T3C.

Z podstawowej wlasnosci funkcji sin wiadomo, ze sinz < = dla = > 0 oraz dla
katow z przedziatu x € [0,7/2], sinz > 0. W takim razie dla badanego ciagu
mozemy napisa¢ nastepujace oszacowanie

n = 1 jest

1
0<sin—< —, dlan>1,
n

1
n
co na mocy T3C dowodzi, ze sin% — 0.

Przyklad 7 Zbadaé charakter zbiezinosci ciggu /2, n > 1 z przyktadu 2.

Rozwigzanie. Z wlasnosci dzialania pierwiastkowania wynika, ze /2 > 1 dla
kazdego n > 1. W takim razie mozemy napisac

{L/§:1+8n, gdzie e, > 0dlan > 1.

Jesli wykazemy, ze zdefiniowany powyzej ciag (£,)n>1 jest zbiezny do zera, to z
TAG bedzie wynikalo, ze /2 — 1. W tym celu skorzystamy z T3C. Zauwazmy,
ze z definicji (e,,),>1 mozemy napisac

2=(1+¢,)", dlan>1.

Dalej bedziemy potrzebowali pewnej nieréwnogci.®

Fakt 3 (Nieréwnosé Bernoulliego)
Dla kazdej liczby rzeczywistej a > —1, liczby naturalnej n

(I1+a)" > 1+ na. (13)

W takim razie dla ciagu (&,),>1 mamy oszacowanie’

0<e, <

?

S|

skad i z T3C wynika, ze ¢, — 0.

8Prosze zapoznaé sie z dowodem.
9Nalezy to uzasadnié.
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Przyklad 8 Zbadaé charakter zbieznosci ciggu danego wzorem (10).
Rozwiazanie. Zauwazymy, ze badany ciag jest ograniczony, bowiem
3K V2 +30 < /3430 = /2. 30 = 3V/2,

oraz z przykltadu 7 ciag {/2 jako zbiezny jest ograniczony. Poniewaz /2 — 1, z
T3C ostatnie oszacowanie oznacza, ze /2" + 3" — 3.

2.2.1 Cwiczenia

Zadanie 4

Zbadaé zbieznoéé ciggu /4" + 70+ 11", n > 1.
Zadanie 5

Wyznaczy¢ granice ciaggu %, n=l1.
Zadanie 6

Wyznaczy¢ granice ciggu ¥/n2" +1, n > 1.
Zadanie 7

Obliczy¢ granice ciggu /2 +sinn, n > 1.
Zadanie 8

Zbadaé zbieznosé ciagu /a, n > 1, gdzie a > 0.

2.3 TLE

Asymptotyczne zachowanie sie ciagu opisuje sie za pomoca trzech whasnoscei:
monotonicznosci, ograniczonosci i zbieznosei (rozbieznosci). Dobrze znane przy-
ktady'® pokazuja, ze nie ma zwigzku pomiedzy monotonicznoscia a ograniczono-
Scia oraz pomiedzy zbieznoscia (rozbieznoscia) a monotonicznoscia. Jesli jednak
w odpowiedni sposob skompiluje sie wlasnosé ograniczonosci z monotonicznoécia,
to otrzyma sie efekt zbieznosci lub rozbieznosci ciggu.

Na przykltad:!!

1. kazdy ciag niemalejacy i ograniczony z gory jest zbiezny;

2. kazdy ciag malejacy i nieograniczony z dotu jest rozbiezny.

W szczegolnoscei, oznacza to, ze kazdy ciag monotoniczny jest albo zbiezny

albo rozbiezny, czyli nalezy do zbioru C. Klasycznym przyktadem jest tutaj tzw.
n

cigg Eulera (e,)n>1, gdzie e, = <1 + %) , ktory jest rosnacy i ograniczony z gory.
Fenomen tego ciggu polega na tym, ze jego granicg nie jest liczba wymierna
— jest nig liczba niewymiernal?, tzw. liczba Eulera oznaczana litera e.

10Prosze je przypomnieé.
1Prosze sformutowadé pozostale przypadki.
12Jej przyblizona wartosé to 2,71.
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Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze istnieje cata klasa ciagow, ktore zachowuja
sie podobnie do ciggu Eulera, czyli sa zbiezne do e.

Twierdzenie 3 (TLE)
Kazdy cigg postaci

1 \on
(1+) ",
Qn

gdzie (a)n>1 jest dowolnym ciggiem rozbieznym, jest zbiezny do liczby Eulera.
Dalej o ciagu (1 + i) , n > 1 bedziemy mowili, ze ma strukture ciggu Eulera.

Przyklad 9 Zbadaé zbieznosé ciggu danego wzorem (11).

Rozwiazanie. Kwestia kluczowa jest umiejetnosé dostrzezenia w definicji bada-
nego ciagu struktury ciggu Eulera. W tym celu zajmiemy sie najpierw podstawa
potegi. Zauwazmy, ze

2n—|—1_2n—1+2_ 2 1

= 1 :
2n —1 2n — 1 2n — 1 +n—%

Definiujemy ciag (ay)n>1, gdzie a,, = n— % Wtedy, poniewaz n = «, + %, badany

ciag ma strukture
on+1 4n—1 1 \ 4on+2
(o) =05)
2n—1 o,

co po przeksztatceniach daje

2n + 1\ 41 1 \on74 1\?2
G e T0+5)
2n—1 o, Qp,

Uzyskana faktoryzacja badanego ciagu pozwala zastosowa¢ TLE. Pierwszy
czynnik na mocy TLE i TAG zbiezny jest do e*. Drugi czynnik, na mocy TAG
ma granice réwng 1. Dlatego na mocy TAG badany cigg jest zbiezny do e?.

2.3.1 Cwiczenia
Zadanie 9

Obliczy¢ granice ciagu (gzg)%, n > 1.
Zadanie 10

Obliczy¢ granice ciggu (1 — %)_n, n>1.
Zadanie 11

Zbada¢ zbieznosé ciagu ("—2) ,n> 1.

1=n?

13Prosze to uzasadnié.
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3 Badanie ciaggéw rozbieznych

Przyklad 10 Weimy szereg harmoniczny Z%, czyli cigg S, = Y p_4 %, n > 2.
Zbadaé zachowanie sie jego ogona.

Rozwigzanie. Poniewaz

SnJrl — Sy = %_'_17
cigg sum czesciowych szeregu harmonicznego jest rosngcy. Mozna pokazaé,'4 ze
nie jest on ograniczony z gory. W takim razie jest on rozbiezny przez wartosci
dodatnie, co mozemy zapisa¢ jako S,, — +oo lub Z% = +00.

Badanie rozbieznosci ciagu sprowadza sie do ustalenia polozenia jego ogona w
otoczeniu tzw. nieskornczonosci, czyli albo dowolnie daleko na prawo od zera, albo
dowolnie daleko na lewo od zera. Oznacza to, ze do ustalenia takiego poltozenia,
z punktu widzenia metody porownanwczej wystarczy dysponowaé tylko jednym
(dodatkowym) ciggiem rozbieznym. Prowadzi to do tzw. twierdzenia o dwdch
ciggach (T2C).

Twierdzenie 4 (72C)
Jesli dla ciggu (a,),>1 potozenie jego ogona daje si¢ ustali¢ jedng z metod:

[ ]

a, < b,,dlan >n,,

albo

Cn < Gy, dlan > n,,
gdzie b, — —o0, albo ¢, — +00, to (a,)n>1 jest rozbiezny odpowiednio
przez wartosct ujemne albo dodatnie.

Przyktad 11 Zbadac zachowanie sie ogona ciggu /n™ +5, n > 1.

Rozwiazanie. Zauwazmy, ze
vnt+52> vn*=n, dlan > 1.

Poniewaz ciag o wyrazie n jest rozbiezny przez wartosci dodatnie, z T2C, badany

ciag rowniez. Oznacza to, ze ogon badanego ciagu znajduje sie w otoczeniu +o0.
Przyklad 12 Zbadaé zachowanie sie ciggu %, n>1.
Rozwiazanie. Zauwazmy, ze dla n > 1 mamy oszacowanie

5+ T " 177\

RS ()

3n4+5m 7 2.50  2\5
Oznacza to, ze badany ciag dominuje z gory ciag geometryczny o ilorazie wiek-
szym od jeden. Z T2C badany ciag jest rozbiezny przez wartosci dodatnie.

Prosze to zrobié.
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3.1 Cwiczenia
Zadanie 12

n

Ustali¢ charakter rozbieznosci ciagu (3 + (—1)")", n > 1.
Zadanie 13

Uzasadni¢, ze nastepujacy ciag (sinn — 2)n?, n > 1 jest rozbiezny.
Zadanie 14

Zbada¢ zachowanie sie¢ ogona ciagu n", n > 1.

10



