R. Rebowski 1 WPROWADZENIE

Metoda Simplex
bez uzycia tabel simplex
29 kwietnia 2010

1 Wprowadzenie

Powszechnie uwaza sig, ze metoda simplex, jako uniwersalny algorytm pozwa-
lajacy znalez¢ rozwiazanie optymalne zagadnienia programowania liniowego (ZPL)
nieroztacznie zwiazana jest z tabelami simplex. Ponizej pokazemy, ze algorytm
ten mozna zrealizowa¢ w sposéb bardziej intuicyjny. Z wiadomych powoddéw
ograniczymy sie do ilustracji metody na przyktadach.

Bedziemy zaktadali, ze ZPL typu m x n dane jest w postaci standardowej, a
wiec w notacji macierzowej wyglada nastepujaco:

R"D> D 5 x — cx — max,

gdzie
xeD&x>0,Gx<b

oraz X, b, 0, c, G oznaczaja odpowiednio macierze stopnia: nx1,mx1,nx1,1xn
im X n.

Z wilasnosci ZPL wiadomo, ze jesli jest ono ograniczone i niesprzeczne, to
istnieje co najmniej jedna decyzja X,, (zwana optymalng), ze

cx < ¢x,, dla kazdej decyzji x € D.

Zadaniem algorytmu simplex jest skonstruowanie ciagu decyzji x,, X1, Xa, - . ., Xg,
takich ze
cX, < X1 < ... < CXj = CXqp.

Kazdy etap powyzszej procedury, ktéry dla 7 > 1 z decyzji x; robi decyzje
X;+1 nazwiemy iteracjg. W metodzie simplex kazda iteracja jest efektem za-
dzialania tej samej procedury. Dlatego metoda simplex jest niczym innym jak
wielokrotnym powtorzeniem takich iteracji.

Na przyktadach dwoch ZPL pokazemy w jaki sposéb mozna zrealizowaé ten
zamysl, nie wykorzystujac do tego celu tablic simplex. Zaczniemy od przypadku
pojedynczej iteracji.
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2 Przypadek pojedynczej iteracji
Niech dane bedzie ZPL, z funkcja celu F'C, w postaci analitycznej
R’ D D, 3 (w1, 19, 73) — FC, (11,79, 73) = 271 + T + 3w3 — max,
gdzie
1,20, 23 € D, & x1 > 0,29 > 0,23 >0,

oraz
.%'1"‘2.%‘2"—31'3 §5

2.%'1 +3l‘2 —|—5l'3 < 8
3IL‘1 + 9 +3?L’3 S 4.

Etap 1-konstrukcja nowego ZPL

Skonstruujemy najpierw nowe Z P L,, typu m x (n+m) odpowiadajace ZPL,
w ten sposob aby warunki ograniczajace mozna bylo zapisa¢ za pomoca ukitadu
rownan liniowych. W tym celu zdefiniujemy m = 3 kolejne argumenty x4, x5, xg
nowej funkcji celu F'Cy,, gdzie

Ty = 5 — (.’L’l +2.’L’2 +3.’L’3)

x5 = 8 — (221 + 32 + bas)
e =4 — (321 + 29 + 3x3).
Pozwala nam to zdefiniowa¢ ZPL z funkcja celu FC,,: D, — R, gdzie

(z1, 12, 3, 24, T35, 76) € Dy C R® &

x>0, j=1,2,...,6

T1+ 220+ 323 +24=05

2x1 + 3x9 + D513 + 15 = 8

31+ 19+ 323+ 16 =4
oraz

FCy(x1, 9, 3, T4, 5, T6) = 201 + X9 + 323 + 024 + 05 + O — max.

Zauwazmy, ze wtedy
FCo(x1, w9, 23, 14, T5, x6) = FC, (21, 29, x3) dla kazdej decyzji (z1,x2,x3) € D,.

W tzw. zerowym kroku iteracji bierzemy x, = (0,0,0,5,8,4). Zauwazmy, ze
X, € D,y, czyli jest decyzja dla ZPL,, oraz FC,.(x,) = 0.
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Etap2—pierwszy krok iteracji

Pokazemy w jaki sposob mozna skonstruowac¢ decyzje x; zmieniajac w odpo-
wiedni sposéb postaé decyzji x,, tak aby FCu(X,) < FCu(x1). W tym celu
argumenty funkcji celu FC,, podzielimy na dwie kategorie:

e zmienne bazowe x4, x5, xg,
e zmienne niebazowe i, x5, r3.

Modyfikacja decyzji x, polega na tym, ze jedna z aktualnych zmiennych
niebazowych (nazwiemy ja zmienna wchodzaca) zajmie miejsce zmiennej ba-
zowej (nazwiemy ja zmienna wychodzaca). Dla ustalenia postaci zmiennej
wchodzacej skorzystamy z bardzo prostej wlasnosci:

jesli w wyrazeniu liniowym cjx1 + o9 + c3x3 zmianie ma ulec tylko
warto$¢ pojedynczego argumentu, to najwiekszy przyrost wartosci ta-
kiego wyrazenia zaobserwujemy, jesli tym argumentem bedzie x;, przy
ktérym znajduje si¢ najwigkszy dodatni wspétczynnik c;.

W naszym przypadku, poniewaz c¢; = 2,¢co = 1, c3 = 3, bedzie nim argument
x3. Okredlilismy zatem posta¢ zmiennej wchodzace;j.

Uwaga 2.1 Gdyby wszystkie wsptczynniki c; < 0, to X,, = (0,0,0), o ile b > 0.

Abu ustali¢ nazwe zmiennej wychodzacej, a w efekcie aktualna posta¢ zmien-
nych bazowych, musimy wyznaczy¢ warto$¢ zmiennej wchodzacej x3. W tym celu
skorzystamy z:

e uwagi, ze poniewaz wsrod zmiennych niebazowych, zmiennymi ktére nie
wchodza sa x1, xa, to zachowuja one swoje dotychczasowe wartosci, a wiec

T = 29 = 0;

e warunkow brzegowych dla aktualnych zmiennych bazowych, czyli po uwzgle-
dnieniu powyzszego

1420 05—-—313 >0 23 <

5 >0 8—513>2 05 13 <

Te >0 4—313 >0 23 <

Wl oo W] ot
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Poniewaz powyzsze trzy nieréwnosci musza zachodzi¢ jednoczesnie, oznacza to,
ze najwicksza dopuszczalna wartoscia argumentu xs moze by¢ liczba najmniejsza
sposrdd liczb po prawej stronie kazdej z nieréwnosci, czyli %. Przyjmujemy, ze

T3 = %. Wtedy (pamigtamy, ze x; = xo = 0) z definicji zmiennych bazowych
dostaniemy:

Ty = 1,33'5 = g,l'(g = 07
co pozwala nam zdefiniowaé postaé¢ decyzji x; = (0,0, %, 1, %, 0) € D,,.

Zauwazmy, ze

0= FC**(XO) < FC**(Xl) =4.

Wreszcie znamy nazwe zmiennej wychodzacej: jest to ta, ktora przyjmuje
najmniejsza wartos¢ sposrod aktualnych zmiennych bazowych, czyli zg.

W takim razie mozemy zrealizowaé pierwsza iteracje:

e ustalamy aktualna posta¢ zmiennych bazowych:

stare zm. bazowe | zm. wchodzaca | zm. wychodzaca | aktualne zm. bazowe

X4,T5,Te xs3 Te X3, T4, L5

e ustalamy aktualna posta¢ ZPL: w tym celu bierzemy warunek ograniczajacy,
w ktorym wystepuje zmienna wychodzaca, czyli xg i wyznaczamy z niego
zmienna rz—nowa zmienna wchodzaca

4 1 1

=430 — @y — 303 S T3 = = — T — —Ty — =T
Te Ty — T2 X3 X3 3 T 31132 3956

e Korzystajac z powyzszego zwiazku, wyliczamy wartosci kolejnych zmien-
nych bazowych x4, x5, czyli

4 1 1
x4:5—x1—2:1:2—3(5—951—5:1:2—5336):1—1-2951—952—1—336,
4 1 1 4 4 5
.’L’5:8—2.%'1—3.%'2—5(5—.%'1—51'2—51'6):§+3.’L'1+§.’L'2+§{L'6.

e Ustalamy aktualna postaé¢ funkeji celu

1
FC\ (1, e, x6, T3, T4, T5) = 211 +x2+3<§—x1—§x2—§x6) =4—x,—x6.
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ZakonczyliS$my procedure pierwszej iteracji. Podsumujmy efekty naszej
pracy.

1. Poniewaz FC, = FC,,, wiec z powyzszego oryginalna funkcja celu F'C, ma
postaé
FC*(.I'l,ZL'Q,l'(g) =4 — 1 — Tg-

(x1,x9,26) € Dy = 1 > 0,29 > 0,26 > 0
oraz
Ty + 2w9 + 323 <5
2x1 4+ 319 + b3 < 8
3r1 + 20 + 313 < 4.
gdzie jak pamigtamy

4 1 1
T3 = - — 1 — Ty — ZTg-

3 3 3

Z aktualnej postaci funkcji celu wnosimy, ze brak jest kolejnej zmiennej wcho-
dzacej (wszystkie wspdtczynniki sa ujemne). Oznacza to, ze druga iteracja jest
zbedna. Rzeczywiscie, w naszym przypadku

4
_):4’

FC(x1,29,76) =4 — 11 — 26 <41 FC,(x1) = FC,(0,0, 3

co dowodzi, ze x,, = (0,0, %)
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3 Przypadek dwéch iteracji
Niech dane bedzie ZPL, z funkcja celu F'C, w postaci analitycznej
R’ D D, 3 (21,12, 23) — FC, (21,22, 73) = 371 + 22 + 223 — max,

gdzie
Zy,T2,T3 S D* = T Z Oa:EZ Z O,l'g Z 07

oraz
xr, + 233'2 + T3 S 4

201 + 19+ 23 < 3
T1 — To +4xg < 2.

Etap 1-konstrukcja nowego ZPL

1. definicja zmiennych bazowych:
Ta =4 —x1 — 229 — X3
Ts =3 —2x1 — 19 — T3
Tg =2 — 11+ 19 — 413,

2. konstrukcja ZPL,,

FC.: Dy — R, FCO, (71,22, x3, 14, x5, 16) = FCO, (21, 29, 3),

gdzie
(x17x27x37x47x57x6) € D** A x] Z O’

oraz warunki ograniczajace opisane sa warunkami definiujacymi zmienne
bazowe w punkcie 1,

3. konstrukcja decyzji poczatkowej

X, = (0,0,0,4,3,2), FC,.(x,) = 0.

Etap 2-I krok iteracji

e aktualne zmienne bazowe: x4, x5, g,
e aktualne zmienne niebazowe: x, 1, x3,

e zmienna wchodzaca: z definicji F'C,, jest nia xq,
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e ustalenie wartosci tej zmiennej: dla x5 = x3 = 0, z warunkow ograni-
czajacych dla ZPL,,

IL‘4ZO<:>4—ZL'1ZO<:>I'1§4
3
ZL‘5ZO®3—21’1ZO@IL‘1§§

6 2>202—21>20& 1 <2,

skad z1 = %,

] [oV]

e ustalenie zmiennej wychodzacej: dla o = 3 = 0,27 = 5, zmienne

bazowe przyjmuja wartosci:

3 5
= 4 _— = —
i 2 2
3
3 1
= 2 _ = —
Tg 9 27
i dlatego jest nia s,
e postaé decyzji x;:
3 5 1 9
X1 = (éa())oa 5705 5)5 FC**(Xl) = éa

e nowe zmienne bazowe: z1, x4, Tg,

e aktualizacja ZPL: z warunku na aktualna zmienna wychodzaca wyzna-
czamy aktualna zmienna wchodzaca, czyli

3_9 o 3 1 1 1
Ty =3—201 —T9 — X Tl == — =Xy — T3 — =T
5 1 2 3 1=5 5%~ 5%~ 5%

i po podstawieniu do x4, rg dostaniemy

.%'4:4—<§—1$2—ll‘3—ll‘5)—2$2—l’3:§—§3§'2—13§'3+1$5

2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 1 1 1 3 7 1

33'6:2—<§—§$2—§l‘3—§l‘5>+3§'2—4$3:§+§$2—§$3+§l‘5,

gdzie, poniewaz zmiennymi niebazowymi teraz sa x, 3, 5, aktualna postaé
funkcji celu jest nastepujaca

3 1 1 1
FC\ (2, 13, T5, 1, T4, Tg) = 3(5 T2 T ¥ 5355) + T + 213
i dlatego
9 1 1 3
FC**($2,$3,ZE571717174,ZL‘6) = 5 — 5172 ‘f‘ 51‘3 — 51‘5 — 1max.
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Etap 3-II krok iteracji

e aktualne zmienne bazowe: x1, x4, Tg,
e aktualne zmienne niebazowe: x,, x3, x5,
e zmienna wchodzaca: z ostatniej definicji F'C,, jest nig x3,

e ustalenie wartosci tej zmiennej: dla o = x5 = 0 (patrz postaé x;), z
warunkow ograniczajacych dla ZPL,, (patrz aktualizacja ZPL w kroku I)

1
$1ZO<:>——§$320<:>.T3§3

5 1
x420<:>§—§x320<:>x3<5
1 7 1
$620<:>§—§$320<:>$3§§7

skad x3 = %,

e ustalenie zmiennej wychodzacej: dla o = x5 = 0,23 = %, zmienne
bazowe przyjmuja wartosci:

31 10
S R VI
5 1 17
Ty=—-——=—
2 14 7
L1
x6_2 2_a

i dlatego jest nia xg,
e postaé decyzji xs:

(10 1 17
X9 =

32
0 - =
7777777

o,o), FC..(x0) = =,

e nowe zmienne bazowe: r1,rs3, 14,

e aktualizacja ZPL: z warunku na aktualng zmienna wychodzaca (patrz
aktualizacja ZPL w kroku I) wyznaczamy aktualng zmienna wchodzaca,
czyli

1 3 7 1 1 3 1 2

ZL‘6:§+§IL‘2—§I’3+§I’5@IL‘3:?‘l—?l‘g‘l—?lg—?l‘@

3 1 1<1+3 +1 9 ) 1 10 5 L
TN == —=Ty— <o+ X2+ s — =T — <=Ts = — — o2 — =T5 + =
V79 92 g\7 Ty Ty g6 gt oy g2 e T e
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5 3 1<1+3 L1, >+1 712131
T= o Ty Tyt T pts TRl ) T ods = n T e s T S

gdzie, poniewaz zmiennymi niebazowymi teraz sa xs, x5, ¢, aktualna postaé
funkcji celu jest nastepujaca

9 1 1,1 3 1 2 3
FC**('Z27175’:L‘6’:L‘17$37174) = 5 - éxZ + _< ) -

5\7 + — T2 + =%~ =T 2%
i dlatego
32 2 10 1
FCy (w2, 75,76, 71, T3, T4) = — T o%2 T T T T — max.

Na podstawie aktualnej postaci funkcji celu widzimy, ze nie ma kolejnej
zmiennej wchodzacej. Jednoczesnie (pamigtamy, ze zo > 0,25 > 0, x >
0)

32
FC.(x) < — dla kazdej decyzji x.

7
Poniewaz FC'*(1—7O,O,1) = FC,(x2) = £, wiec x,, = (£2,0,1

- =, ), co konczy
procedure.

Uwaga 3.1 Zaprezentowany na dwoch przyktadach algorytm ma jedng wade—
moze sie “zapetlic”, tzn. moze zdarzyc sie sytuacja, ze po kilku krokach wrocimy
do tych samych zmiennych bazowych. Oczywiscie istnieje wyjscie z takiej sytuacy,
o czym z oczywistych powodow nie napiszemy. Nie mniej jednak uwazamy, Ze
warto przedstawionej wyzej metodzie poswiecié uwage—jest ona bardziej intuicyjna
1 prostsza od przeprowadzenia anizeli metoda tablic simplex.



