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6.4 Podstawowe metody statystyczne

Spobujemy teraz w dopuszczalnym uproszczeniu przedstawié istote analizy staty-
stycznej. W szczegoblnosci udzielimy odpowiedzi na postawione wczesniej pytania
(patrz przyktad 5.2.1).

Z metodologicznego punktu widzenia analiza statystyczna cechy X populacji
generalnej sprowadza sie do:

1. pobrania proby prostej,

2. okreslenia z duzym prawdopodobienstwem (na ogo6t 0,95) typu rozktadu
cechy X,

3. oszacowania z duzym prawdopodobienstwem (j.w.) parametrow, od ktorych
ten rozktad zalezy,

4. weryfikacji z duzym prawdopodobienstwem (j.w.) wynikéw z punktow (2) i
(3)-

Na temat (1) juz wypowiadalismy sie. Zauwazylisémy, ze z jednej strony nie
bedziemy tej kwestii dyskutowali, z drugiej strony umiejetnos¢ probkowania sta-
nowi podstawe calego rozumowania. Méwigce inaczej, jesli w wyniku zakonczonej
analizy statystycznej pojawia sie znaczace réznice pomiedzy uzyskanymi wyni-
kami a dalsza obserwacja cechy populacji generalnej, to na ogé6t zrodtem tych
rozbieznodci jest niewlasciwe pobranie materiatu statystycznego.

W rozdziale 3 wprowadziliémy podstawowe pojecie  teorii
prawdopodobienstwa-rozktad prawdopodobienstwa. ZauwazyliSmy, ze mozna
wprowadzié¢ kategorie typu rozktadu. Doktadniej, mozemy mowi¢ o: rozktadach
dyskretnych, catkowicie niedyskretnych, w szczegoélnosci o rozktadach ciagtych.
W ramach tych typéw mozemy mysle¢ np. o rozktadzie Bernoulliego, Poissona,
wykladniczym, jednostajnym czy normalnym. Istota metody (2) jest okreslenie
na podstawie pobranej proby prostej takiego wlasnie typu rozkiadu cechy
populacji generalnej. Podstawowa metoda jest tutaj metoda bazujgca na pojeciu
dystrybuanty empirycznej 1 histogramu (patrz [4], [10]). Na podstawie proby
prostej wykredla sie dystrybuante schodkowa i probuje sie ja zidentyfikowaé
przegladajac katalog znanych rozkladéw. Poniewaz ciag takich dystrybuant
empirycznych w okreslony sposob zbiezny jest do dystrybuanty (w tym przy-
padku teoretycznej) cechy X, wiec przy dostatecznie liczebnych probach prostych
metoda ta bywa skuteczna. Tym bardziej, jesli szukany rozktad cechy pochodzi
z tego katalogu.

Niestety, nawet po pomyslnej identyfikacji typu rozktadu nadal pozostaje nie-
rozwigzany problem. Typowe rozktady zaleza bowiem od parametréw, np.

X € B(n,p), Xe P(\), Xe J([a,b]), X e N(m,o) itd.
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Pozostaje problem wyznaczenie tych parametrow, o czym moéwi metoda (3).
Jest to tzw. teoria estymacyi. Ograniczymy sie tylko do metody estymacji prze-
dziatowej. O innych rodzajach estymacji mozna dowiedzie¢ sie np. z [4].

Wezmy probe prosta cechy X populacji generalnej (zq,x2,...,z,). Wiemy,
ze istnieje wtedy przestrzen probabilistyczna (2,3, P) oraz ciag niezaleznych
zmiennych losowych X, Xs, ..., X, o jednakowym rozktadzie co cecha X, ze

(ZL‘l,l’Q, e ,ZL‘n) = (Xl,Xg, e ,Xn)(wg),

dla pewnego zdarzenia elementarnego w.
Definiujemy funkcje:

R>2— S(z,w,) €[0,1],

1. niech (xy,, Zp,,. .., T, ) 0znacza niemalejace uporzadkowanie proby prostej
(xla T, ... 71771)7

2. ktadziemy
1
S(xawo) = EHJ T, < l'}‘, r € R.

Zauwazmy, ze dla kazdego x < g, S(7,w,) = 0 oraz dla x > wy,,, S(v,w,) = 1.
Ponadto dla z nalezacych do przedziatu (zy,, 7x,,,), S(7,w,) = £, a wigc w kazdej
sytuacji S(x,w,) € [0, 1]. Wprost z definicji wynika, ze:

1. S jest funkcjg niemalejaca,
2.

lim S(z,w,) =0, lim S(z,w,) = 1.

T——00 T——+00

Wreszcie mozna pokazaé, ze S jest lewostronnie ciagta. Poniewaz funkcja S wzieta
sie z materiatu statystycznego i ma wszystkie wtasnosci dystrybuanty, nazywa sie
dystrybuantg empiryczng cechy populacji generalne;j.

Uwolnimy teraz wartos¢ w,, a wiec potraktujemy ja jako drugi argument dys-
trybuanty empirycznej S. Wtedy dla kazdej ustalonej wartosci © = x, dostaniemy
odwzorowanie

Q5w — S(z,,w) €R,

ktore jest zmienna losowa. Znajdziemy jej rozktad.
Oznaczmy przez F' dystrybuante cechy X. Wtedy dla kazdego 1 < j < n

P({w e Xj(w) <x,}) = F(x,).
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Z definicji dystrybuanty empirycznej, dla kazdego w € Q, S(z,,w) rejestruje
czestosé pojawienia sie pewnego zdarzenia A w n niezaleznych probach, bowiem

L.
S(2o,w) = EHJZ Xj(w) < o}
i zmienne losowe X; sg niezalezne. Ozncza to, ze
S(z,,w) € B(n,p),

gdzie p = F(z,) i dlatego

P({w € 0 Slanw) = 1)) - (?)(F@o)y‘(l P

Znaczenie dystrybuanty empirycznej dla metod statystycznych wyjasnia na-
stepujace twierdzenie Gliwienki (patrz [4])

Twierdzenie 6.4.1 Niech (S,) oznacza cigg dystrybuant empirycznych odpowia-
dajgcy wektorom losowym (X, ...,X,,) niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozktadzie F' co cecha X populacyi generalnej. Wiedy

vwER Sn(l‘aw) ﬂ) (:E)7

a wiec
P{w e lirf Sp(r,w) = F(x)}) = 1.

W takim razie, jesli dysponujemy odpowiednio liczebna préba prosta, to z
prawdopodobienistwem jeden S, (z,w) = F(x). Zatem wielce prawdopodobne jest,
ze dla zdarzenia elementarnego w, prawdziwe jest przyblizenie

Sp(z,w,) = F(x).

Sprobujemy wyjasnié to jeszcze raz na przykladzie.

Przyklad 6.4.1 Zbadamy metodq dystrybuanty empirycznej nature zjawiska po-
legajacego na wielokrotnym rzucaniu kostkg do gry. W omawianym przypadku
podstawowe pytanie sprowadza sie do rozstrzygniecia kwestit czy kostka jest sy-
metryczna. WyobraZmy sobie, ze rzucalismy kostkqg 120 razy i odnotowalismy na-
stepujgce wyniki:

liczba oczek 112131456
liczba obserwacyr | 23 | 27 | 18 | 22 | 10 | 20
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Gdybysmy mieli pewnosé, ze proba jest dostatecznie liczebna, to z twierdze-
nia Gliwienki wnioskowalibysmy, ze Sio0(x,w,) = F(x), czyli z pewng doktadno-
sciq poznalibysmy rozktad teoretyczny cechy naszej populacyi, ktora opisuje nature
kostki. Z definicyi dystrybuanty empirycznej wynika, zZe

0, r <1
220,19, 1<z<2
20>0,42, 2<z<3
S120(T,w,) = %%0,57, 3<ax<4
%zo,m, 4<z<5b
100 ~
190 =0,83, 5<z<6
1, 6 < .

Poniewaz % = 0,17, wiec postac dystrybuanty empirycznej raczej wyklucza

symetrie w obserwowanym zjawisku.
Powyzszq sytuacje mozemy zilustrowac inaczej. W tym celu podzielmy prostq
rzeczywistq nastepujgcyme przedziatama:

I = (—o0,1), L=1[1,2), I3=[2,3), Iy =[3,4),
Is =1[4,5), Is =15,6), I; =[6,7), Is = [7,+00).
Definiujemy funkcje h: R — R wzorem
O, x € Il U [8

gdzie w(I;) oznacza liczbe z tabeli odpowiadajaca wartosci j, |I;| jest dtugosciq
przedziatu I; u nas rowng jeden. Podstawiajgc dane liczbowe otrzymamy

O, 33'6[1U[8

23 ~

EO:O,IQ, xEIQ

520,23,  wzel;
h(z) = %%0,15, r €l

TZ0020,18, x €Iy

12700:0,08, .1'616

a5 20,17, zelr

Ponizej przedstawilismy tzw. wykres stupkowy tej funkcji. Zavwazmy, zZe funk-
cja ta zawsze przyjmuje wartosci nieujemne a ponadto suma pol wszystkich stup-
kow jest rowna jeden. Tak powstaty wykres stupkowy nazywamy histogramem z
proby prostej populacji generalne;.
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Rysunek 6.1: wykres histogramu dla proby proste;j

I ogoélnie, niech
(x1, 9, ..., xy) = (X1, Xy, ..., X)) (wo)
bedzie proba prosta. Podamy zasade konstrukeji histogramu dla tej proby.
1. Zaznaczamy na osi liczbowj kolejne elementy proby prostej. W ten sposoéb
otrzymamy przedzial [a,b], gdzie odpowiednio a jest elementem najmniej-

szym, b najwiekszym w tej probie.

2. Przedziat ten dzielimy na parami roztaczne podprzedziaty, ktorych ilosé k
ustalmy wedlug zasady:

k=+nlub k =1+ 3,322 logn.
Otrzymujemy w ten sposob przedziaty

la,az), [ag, a3), ..., [ak_1,b), [b, axi1).

3. Jesli n; oznacza liczbe elementow proby prostej w przedziale [a;, a;41], @ =
1,2,..., k, to przyjmujemy

h(z) 0, r<alub x> ap
) = "
n(ai+1fai)7 U [al7 al+1]

4. Na tej podstawie konstruujemy wykres stupkowy histogramu. Kolejny ity
stupek w podstawie ma odcinek [a;, a;11] oraz wysoko$é¢ okreslona warto-
Scig funkeji i na tym przedziale. Wtedy pole takiego stupka jest rowne .

Dlatego suma wszystkich pol wynosi jeden. Jezeli wiemy, ze cecha X ob-

serwowane]j populacji generalnej jest typu ciaglego, to wtedy histogram ten

stanowi przyblizenie funkcji gestosci tego rozktadu.



