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1 Wstep

Zaczniemy od przedstawienia podstawowej metodologii wspomagajacej proces zli-
czania (MPZ). Poniewaz celem tego procesu jest stwierdzenie z ilu elementow
sktada si¢ dany zbiér, u podstaw MPZ musi znalez¢ sie wymog potrzeby okre-
Slenia tego zbioru. Przypusémy, ze potrafimy to zrobi¢, i niech nazywa sie on A.
Oczywiscie mozemy zalozy¢, ze A # (). Aby dokonaé procedury zliczenia musimy
zaczaé od ustalenia zbioru wartosci miary tej procedury, wedtug ponizej zasady

XDA — |Alek, (1)

gdzie X oznacza ustalony zbior, z elementow ktorego sktadaja sie zbiory typu
A, symbol |A| oznacza warto$¢ procedury MPZ odnoszaca sie do zbioru A, K
oznacza zbior wszystkich mozliwych wartosci uzyskanych w wyniku MPZ.

Dalej K bedziemy nazywali zbiorem liczb kardynalnych, wynik MPZ — | A|, mocq
zbioru A. W takim razie MPZ jest sposobem mierzenia zbioru okreslajacym jego
moc. Przejdzmy teraz do szczegdtow. Zaczniemy od przedstawienia konstrukeji
liczby kardynalnej szczegdlnego typu.

2 Pojecie skoniczonej liczby kardynalnej

Przypusémy, ze ze zbioru X wybraliSmy dwa niepuste zbiory C'i D. Z definicji
przyjmiemy, ze sa one rownoliczne, co zapiszemy C' = D, jedli istnieje odwzoro-
wanie f: C' — D, ktore jest roznowarto$ciowe oraz jego zbiorem wartosci jest
zbiér D!

Fakt 1 (wlasnosci zwigzku réwnolicznosci)
Dla dowolnych trzech podzbiorow C, D, E C X mamy:

!Dalej o takim odwzorowaniu bedziemy méwili, ze jest bijekcjq.
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Cc=C,

co oznacza, ze kazdy zbidr jest réwnoliczny ze sobq (efekt tzw. zwrotnosci);

C=D=D=C,

co oznacza, ze jesli zbior C' jest rownoliczny ze zbiorem D, to D musi byé
réwnoliczny z C (efekt tzw. symetrii);

C=DiD=FE=C=E,

co oznacza, ze jesli zbior C jest rownoliczny ze zbiorem D i jednoczesnie
D jest rownoliczny z E, to na pewno C' i E sq rownoliczne (efekt tzw.
przechodniosci).

Dowdd. Zwrotnoéé jest konsekwencja stwierdzenia, ze odwzorowanie identycz-
nosciowe jest bijekcja. Dla dowodu wtasciwosci symetrii wystarczy zauwazyé, ze
kazda bijekcja jest odwracalna oraz powstate odwzorowanie jest réwniez bijekcja.
Przechodnioéé z kolei wynika z uwagi, Ze ztozeniem bijekcji jest bijekcja.?

n

Ustalmy teraz C' C X oraz wezmy zbiér ztozony ze wszystkich podzbiorow
D C X, ktore sa rownoliczne z C. Oznaczajac ten zbior przez [C] mozemy napisac

Definicja 1 (klasy abstrakcji)
Przez klase abstrakcji zbioru C wzgledem zaleznosci = rozumiemy zbior [C], gdzie

[Cl={DcX : D=C}.
7Z Faktu 1 widzimy, ze zachodzi nastepujaca wlasnosé.?

Whiosek 1

1. C € [C], co oznacza, zZe klasa abstrakcji dowolnego zbioru jest zbiorem nie-
pustym.

2. Dla dowolnych dwdch podzbiorow C;, D C X,
albo [C] = [D], albo [C] N [D] = 0.

Zatem, jeSlh dwie klasy roznig sie chociazby jednym elelmentem, to muszg
byc roztgczne.

2Szczegoty pozostawiemy Czytelnikowi.
3Czytelnik powinien umie¢ to uzasadnic.
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Gotowi jestedmy do podania konstrukeji zbioru liczb kardynalnych K.
Definicja 2 (skoriczonej liczby kardynalnej)*

1. Niech C C X bedzie taki, ze C € [{1}], gdzie 1 oznacza liczbe naturalng
jeden. Wtedy symbolem 1 oznaczymy moc zbioru C, czyli |C| = 1 € K.

Jest to pierwsza nietrywialna liczba kardynalna. Dalej bedziemy jg nazywali

krotko ,jeden”?

I ogolnie,

2. Dla C € [{1,2,...,n}], gdzie n oznacza liczbe naturalng wiekszq lub réwng
jeden, symbolem n oznaczymy moc zbioru C, czyli |C| =n € K.

Definicja skoriczonej liczby kardynalnej pozwala zdefiniowaé¢ nam zbior wszyst-
kich skoriczonych liczb kardynalnych KC, czyli

K=1{0,1,...,n,...}. (2)

Definicja 3
Powiemy, ze zbior C' C X jest skoriczony, jesli |C| € K.

Z definicji réwnolicznosci, wlasnoéci zwiazku = oraz definicji skonczonej liczby
kardynalnej wynikaja nastepujace praktyczne stwierdzenia.

Whiosek 2
Niech C bedzie dowolnym skonczonym podzbiorem X. Wtedy albo C' jest zbiorem
pustym, albo istnieje liczba naturalna n, zZe

C={1,2,...,n},
co oznacza, ze zbior C jest wartoScig ciggu
(c1,¢9y ... Cn), gdzie f(k) =cx dlak=1,2,...,n,
dla pewnej bijekcyi f.

Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze |C| = n dla pewnej skoriczonej liczby kardynalnej
i skorzysta¢ z wynikow (jakich?) tego rozdziatu.

4

“4Istnieja tzw. nieskonczone liczy kardynalne. W tym sensie w matematyce méwi sie o réznych
rodzajach nieskoriczonosci. Najmniejsza z nich reprezentowana jest przez zbior liczb natural-
nych. Wtedy piszemy |N| = X,. Ale w przypadku zbioru liczb rzeczywistych mamy juz R # N.
Dlatego |R| # R,. Piszemy tez wtedy |R| = ¢. poniewaz N C R oraz zbiory te nie sg réwno-
liczne, piszemy tez N, < ¢. Mamy w ten sposéb juz dwie rozne niesko nczonosci. A jest ich o
wiele wiecej!

°Dla zbioru pustego mamy [] = {0} i z definicji przyjmujemy, ze || = 0.
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Whiosek 2 ilustruje istote MPZ, czyli zjawisko ustawienia wszystkich elemen-
tow zbioru w skoriczony cigg. Majac takie ustawienie, mozemy niejako na zasadzie
odczytywania ,listy obecnosci” dokonaé listingu tego zbioru. Méwimy wtedy, ze
jest on przeliczalny. Zbior taki, powiedzmy C' C X reprezentowany wtedy jest
przez podzbior zbioru liczb naturalnych {1,2, ... ,n}, gdzie |C| = n. Jedno-
cze$nie nalezy pamietaé, ze skoriczona liczba kardynalna, jako wynik pomiaru
mocy zbioru to nie to samo, co odpowiadajaca jej liczba naturalna, co ilustruje
ponizszy przyktad.

Przyktad 1
Wezimy nastepujgce zbiory:
{1,2,3}, {a,b,c}, {,czerwony’, ,zielony”, ,niebieski”}, {F, G, H},

gdzie a, b, c reprezentujg nazwy abstrakcyjnych pojeé, F, G, H sq podzbiorami ja-
kiegos zbioru. Jasne jest, ze pochodzenie tych zbiorow jest rozne. Poniewaz sq row-
noliczne, pochodzq z tej samej klasy abstrakcyi, ktora reprezentowana jest przez
pierwszy ze zbiorow. Mamy zatem pewng niejednoznaczno$é — roznym zbiorom
odpowiada ich wspdlny reprezentant. Ta ,wspolnosc” stanowi istote definicji mocy
zbioru, ktora okreslona juz jest jednoznacznie, co zapisujemy jako

I{1,2,3} = |{a, b, c}| = |{,czerwony”, ,zielony”, ,niebieski”}| = |[{F,G, H}| = 1.

Niemniej jednak dalej, o ile nie bedzie to prowadzito do nieporozumien, be-
dziemy pisali |C'| = n, w miejsce dotychczasowego sposobu |C| = n.

Mozemy teraz sformutowac tres¢ Metodologii Procesu Zliczania dla zbio-
row skoriczonych. Procedura MPZ polega na:

1. Identyfikacji obiektu, ktory jej podlega, czego efektem jest pewien zbior C'.

2. Wykazaniu, ze C = {1,2,...,n} dla pewnej liczby naturalne;j.

60dbywa sie to przy zastosowaniu tzw. regut zliczania, ktérymi zajmiemy sie dalej.

4
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3 Wybrane przyktady prowadzace do MPZ

Podamy teraz szereg przyktadéw i sposoby ich rozwiazania. Uogdélnienia tych
sposobéw de facto doprowadza nas do metod uzywanych w MPZ.

Przyktad 2
Niech dane bedg trzy elementy: a, b, ¢ pewnego zbioru X. Nalezy wyznaczyé liczbe
wszystkich mozliwych uporzgdkowan tych elementow.

Rozwigzanie. Zgodnie z MPZ skonstruujemy mnogosé¢, powiedzmy P, ktorej ele-
mentami beda wszystkie ciagi dhugosci trzy o réznych wyrazach nalezacych do
zbioru {a, b, c}. Poniewaz

P = {(a'7 b7 C)’ (a'7 C7 b)’ (b7 a7 C)’ (b7 C7 a)7 (C7 a’) b)7 (C7 b) a)}?
gdzie kazdy element zbioru P reprezentuje inne uporzadkowanie {a, b, ¢}, |P| = 6.

Przyklad 3
Na ile sposobow ze zbioru {a,b,c,d} C X mozna wybraé trzy-elementowe pod-
zbiory?

Rozwigzanie. Tym razem bierzemy zbior, ktérego elementami sg wspomniane w
zagadnieniu zbiory. Dalej taki zbior bedziemy nazywali rodzing zbiorow lub krotko
rodzing. Oznaczajac te rodzine przez C otrzymamy

C ={{a,b,c},{a,b,d},{b,c,d},{a,c,d}}.
Dlatego |C| = 4.

Przyklad 4
Na ile sposobow ze zbioru {a,b,c} C X mozna wybraé par uporzqdkowanych?

Rozwigzanie. Bierzemy zbiér V, ktérego elementami sa wszystkie 2-wyrazowe
ciagi o wartosciach w zbiorze {a,b, c}, czyli

V ={(a,a),(a,b), (a,c),(bb),(ba),(bc),(cc),(ca)(cb)}.
Dlatego |V| =9 = 32.

Przyktad 5
lle powstanie takich par uporzgdkowanych powstatych z réznych elementow zbioru

{a,b,c}?

Rozwigzanie. Jesli VW oznacza zbior wszystkich takich par, to
W=V \ {(a7 a)a (b7 b)a (Ca C)}v

dlatego [W| = 6.



3 WYBRANE PRZYKLADY PROWADZACE DO MPZ

Przyktad 6
Niech dla podzbioru skoniczonego A C X, A = Ay U Ay dla pewnych zbiordw
Ay, As. Obliczyé moc zbioru A.

Rozwigzanie. Zaczniemy od analizy sytuacji kiedy zbiory A;, As sa rozlaczne.
Ustawmy wszystkie elementy obu zbioréw w dwa ciagi, powiedzmy

(a1,aq,...,a,), gdzie a; € Ay,

(bl,bg, c. .,bm), gdzie bj € AQ.

Scalamy teraz tak skonstruowane ciagi do ciggu postaci

(a17a2a ey O, b17b25 ey bm)

Z zatozenia powstaly ciag sktada sie z réznych wyrazow oraz ze wszystkich ele-
mentoéw zbioru A. Dlatego istnieje bijekcja pomiedzy zbiorami {1,2,...,m + n}
oraz A. Stad

Al = n+m = | Ai] + Al

Rozumowania powyzszego nie mozemy powtorzy¢ w przypadku kiedy zacho-
dzi warunek A; N Ay # (). W takiej sytuacji zauwazmy, ze

A= (A \ A2) U (A N As) U (As \ A)).

Wtedy A jest suma trzech parami roztacznych zbioréw, powiedzmy Cj,Cy, Cs,
gdzie
Cr=A1\ Ay, Cy=A1NA, C3=A\ A,

Powtarzajac rozumowanie przedstawione wyzej, dla trzech parami roztacznych
zbioréw mozemy napisaé

Al = |Gy + |G +Cs.

Obliczymy pierwszy i ostatni sktadnik powyzszej sumy. Zauwazmy najpierw, ze
z definicji r6znicy mnogosciowej mozemy napisaé

Cl == A1 \ (Al N Az)

Podobnie
Cg == A2 \ (Al N Az)

Ale wtedy
Al - 01 U (Al mAg), AQ - 02 U (Al N Ag)

oraz poniewaz wystepujace po prawych stronach ostatnich réwnosci zbiory sa
roztaczne, z uzyskanego na wstepie rozwiazania wyniku dostaniemy

|Ar] = |Ch| + [A1 N Ag|, [Az] = |Cal + A1 N Ay,

6
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€O oznacza, ze
|C1] = [Au] = [Ar N Ag|, [Co] = [Az] — |A1 1 Ayl
Dlatego dostaniemy
|A] = |A1| = [A1 N As| + [ A1 N As] + Ao — |Ar N Ay,

Prowadzi to do nastepujacej konkluzji — dla dowolnych dwdéch skoniczonych pod-
zbiorow A;, A,

|4, U Ao| = |Ay| + |As] — [A; N As.

Przyktad 7
Uogaolnié ostatni wzor na przypadek trzech zbiorow.

Rozwigzanie. Zastosujemy dwukrotnie otrzymany wyzej wynik. W tym celu za-
uwazmy, ze

A U Ay U Ay = (A U Ay) U Aj.

Dlatego
| A1 U Ay U As| = |A1 U Ag| + | 43| — [(A1 U Ag) N Asl.

Ale z zasady rozdzielnosci iloczynu mnogosciowego wzgledem sumy mamy

(A1 U Ap) N Ay = (A; N A3) U (AN Ay),

skad
[(A1 U Ag) N As| = |Ar N As| + |42 N As| — |(A1 N Ag) N (Ax N As)l,
czyli
|(A1 UAQ) N Ag‘ == |A1 N Ag‘ + ‘AQ N Ag‘ - |A1 N A2 N Ag‘
Dlatego
|A1 U Ay U Ag| =
|Ay| + |As| + [As] — A1 N Ag| — |A2 N As| — |A1 N As| 4+ |[A1 N A N Asl.

Przyklad 8

Wyznaczyé liczbe wszystkich podzbioréw zbioru {a,b,c} C X.
Rozwigzanie. Oznaczmy przez P rodzine ztozong ze wszystkich podzbioréw zbioru
{a,b, c}. Zauwazmy, ze mozemy napisac
P =P, UP;yUPyUPs,

gdzie z definicji Py, oznacza rodzine wszystkich k—elementowych podzbioréw zbioru
{a,b,c}. Z definicji wynika wprost, ze rodziny Py sa parami roztaczne. Korzysta-
jac z wyniku Przyktadu 7 mamy

[P = |Po| + [P1| + [Pa| + |Ps].

Ale |P,| = {0} = 1, |Ps| = |{a, b, c}| = 1, oraz z Przyktadu 3, |P,| = 3, |P,| = 3.
Dlatego
Pl=1+3+3+1=8=2%
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Przyktad 9
Wyznaczyé moc iloczynu kartezjanskiego dwoch skonczonych niepustych zbioréw.

Rozwigzanie. 7. zatozenia A = A; x A, dla pewnych skoiiczonych niepustych
podzbioréw zbioru X. Wezmy wszystkie elementy zbioru A, czyli pary upo-
rzadkowane (a;, b;), gdzie a; € Ay dlai = 1,2,...,|A;| = n oraz b; € A, dla
j=1,2,...,|As] = m. Uporzadkujmy te elementy w nastepujacy sposob:

(al,bl), (a,l,bg), (al,bm)
(ag,bl), (a,g,bg), (ag,bm)
(@ b1); (A b2)s - (anbi):

Dlatego
|A1 X A2| =nm = |A1||A2|

Przyktlad 10
Dla zbioru C' C {a,b,c} C X definiujemy funkcje

1o(x) 1, ze€C
€Tr) =
¢ 0, ze{ab,c}\C.

Tak zdefiniowang funkcje nazwiemy funkcjg charakterystyczng zbioru C'. Weimy
zbior F — wszystkich funkcji charakterystycznych. Nalezy zliczyé ten zbior.

Rozwigzanie. Na wstepie zauwazmy, ze kazdej funkcji charakterystycznej 14 od-
powiada doktadnie jedna funkcja f: {a,b,c} — {0,1} i na odwrot. Istotnie, dla
danego zbioru C', f = 1 ma powyzsze wlasnosci. Jesli teraz funkcja f okre-
slona na {a,b,c} przyjmuje tylko dwie wartosci: 0 i 1, to dla zbioru C, gdzie
C ={z € {a,b,c}: f(zr) =1} mamy f = 1¢. Oznacza to, ze zbiory F oraz
rodzina P wszystkich podzbioréw zbioru {a, b, ¢} sa réwnoliczne. Z Przyktadu 8
wynika, ze |F| = 23.
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4 Przeglad wybranych metod zliczania

Jak sygnalizowaliSmy wczesniej, pokazemy teraz najwazniejsze uogdlnienia przy-
ktadéw zaprezentowanych powyzej. Wiekszo$é¢ z nich mozna zaklasyfikowaé¢ do
grupy tzw. metod zliczania. Pokazemy tez inne zastosowania tych metod, o kto-
rych do tej pory nie wspominalismy.

4.1 Zasada addytywnos$ci oraz wlaczania-wylaczania

Twierdzenie 1 (Zasada Addytywnosci)
Niech X oznacza niepusty zbior, A rodzine ztozong z n skonczonych podzbiorow
X, takich, ze sq parami roztaczne, czyli

AZQAJZQ dlCLZ,jE{]_,Q,,TL}, Z;’éj, AZGA

Wtedy
i=1

Dowod. Przebiega podobnie jak dowod wtasnosci podanej w Przyktadzie 6 (szcze-
goly pozostawiamy Czytelnikowi).
O

Uogolnieniem Przyktadu 6 i 7 oraz ZA jest nastepujaca zasada wtgczania-
wytgczania.

Twierdzenie 2 (Zasada Wtgczania- Wytgczania)

Przypusémy, ze A = {Ay, As, ..., An}, gdzie A; C X skoriczone podzbiory. Dla
k = 1,2,...,n niech A oznacza rodzine, ktorej elementami sq wszystkie k-
elementowe podzbiory rodziny A. Zatem

A = {{A} {42}, {AG ) {4 Aoy € Ao, {Ay, Ay, Az} € A3, itd.
Aby wyznaczyé moc sumy wszystkich elementow rodziny A nalezy:

e dodaé do siebie moce wszystkich iloczyndw elementéw rodzin A dla niepa-
rzystych wartosci k (efekt wtqczania),

e odjgé od powyzszej sumy moce wszystkich iloczynow elementow rodzin Ay,
dla parzystych wartosci k (efekt wytgczania).

Na przyktad, dla A = {A, B,C} mamy:
Al = {{A}’ {B}> {C}}a AQ = {{A> B}’ {A>C}’ {370}}a -’43 = {{A’ B>C}}
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Wtedy dostaniemy (patrz wynik podany w Przyktadzie 7)
JAUBUC| = A+ |B|+|C|—(|JAnB|+|AnC|+|BNC|))+|ANBNC|.

efekt wtgczania efekt wytgczania efekt wtgczania

Dowod tego twierdzenia przebiega podobnie jak dowdd wzoru podanego w Przy-
ktadzie 7. Ze wzgledu na jego ucigzliwy charakter pominiemy go. W zamian
proponujemy Czytelnikowi napisanie tresci tej zasady dla przypadku n = 5.

4.2 Zasada wielokrotnego wyboru

Przypusémy, ze mamy abstrakcyjny obiekt O, ktorego struktura zdeterminowana
jest przez n uporzadkowanych standw s;, gdzie kazdy z nich moze przyjmowac

okreslong ilo§¢ réznych wartosci k; = |s;| dla 7 = 1,2,...,n. Wartosci te dla
roznych stanéw moga by¢ przyjmowane w sposob od siebie niezalezny. Dla za-
danych wartosci stanow obiekt reprezentowany jest przez ciag (si,Sg, ..., Sn)-

Przyjmiemy, ze roznym takim ciggom odpowiadaja rézne wtasnosci obiektu.
Wtedy, zgodnie z zasadqg wielokrotnego wyboru liczba wszystkich mozliwych
wartosci tak zdefiniowanego obiektu dana jest wzorem”

Sformutowana powyzej zasada ma wiele zastosowan. Pokazemy kilka z nich.
Oznaczmy przez P, zbior wszystkich ciagow dtugosci n > 1, o réznych wyrazach
nalezacych do danego zbioru A C X, gdzie |A| = n. Dalej kazdy element p € P,
bedziemy nazywali n-elementowa permutacjg zbioru A.

Twierdzenie 3 (o mocy zbioru wszystkich permutacyi)®
|Pol=1-2-...-n. (5)
Co wiecej wartoscé ta nie zalezy od wyboru zbioru A, o ile jest on mocy n.

Dowdd. Zastosujemy zasade wielokrotnego wyboru. W tym celu zdefiniujemy
obiekt O — bedzie nim ciag dtugosci n = |A|, ktorego kolejne wyrazy roboczo
nazwiemy stanami tego obiektu. Niech (s1, S, ..., s,_1, $,) bedzie tym obiektem.
Jego konfiguracja polega¢ bedzie na tym, ze bedziemy kolejno obsadzali stany
dostepnymi elementami zbioru A. Oznacza to, ze:

e stan s; obsadzimy na k; = n sposobow,

e po obsadzeniu stanu s; wybranym elementem, powiedzmy a; € A, do obsa-
dzenia stanu sy bedziemy mieli do dyspozycji elementy ze zbioru A \ {a},
czyli ko =n—1,

"Zasada ta jest na tyle intuicyjna, ze zrezygnowalismy z jej formalnego dowodu, ktory jest
uogblnieniem rozumowania podanego w Przykladzie 9.
8Jest to uogodlnienie wyniku podanego w Przyktadzie 2.

10
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e w przypadku stanu s3, po obsadzeniu stanu s, elementem as € A, pozosta-
nie nam A\ {a1,as}, czyli k3 =n — 2,

e i ogoblnie, dla stanu s; pozostanie nam A \ {ai,as,...,a; 1}, czyli k; =
n— (i —1). W szczegolnosei dla ostaniego stanu s, k, = 1.

Dlatego liczba wszystkich réznych konfiguracji tak zdefiniowanego obiektu, zgod-
nie z zasada wielokrotnego wyboru wyniesie n(n—1)...1. Jasne jest, ze w powyz-
szym rozumowaniu zbiér A mozemy zastapi¢ dowolnym zbiorem réwnolicznym,
co konczy dowdod.

O
Dalej potrzebna nam bedzie nastepujaca definicja.

Definicja 4 (pojecie silni)
Dla kazdej nieujemnej liczby catkowite) k przyjmiemy

. 1, k=0; (6)
1-2-...-k, k>1

Dlatego teze Twierdzenia 3 mozemy zapisaé¢ nastepujaco.

Wniosek 3

|Pn| = n! (7)

Rozumowanie wykorzystane w dowodzie Twierdzenia 3, bazujace na zasadzie
wielokrotnego wyboru zastosujemy teraz do przypadku ogolniejszego. Dla da-
nego n-elementowego zbioru A C X i dla liczby naturalnej k rozwazymy zbior
WE elementami ktorego sa wszystkie réznowartosciowe ciagi dtugosci k o wyra-
zach nalezacych do zbioru A. Warunek réznowartosciowosci oznacza, ze k < n.
Ponadto, wprost z definicji wynika, ze W' = P,,.

Definicja 5 (pojecie wariacji bez powtorzen)
Kazdy elelement zbioru W¥, dla 1 < k < n bedziemy nazywali k-elementowq
wariacjg bez powtorzen zbioru n-elementowego.

Biorac teraz obiekt ztozony z k standéw i stosujac zasade wielokrotnego wy-
boru, tak jak zrobiono to w dowodzie Twierdzenia 3, mozemy sformulowaé¢ na-
stepujacy wynik:

Wr =n-(n—=1)-...-(n— (k—1)). (8)
Zauwazmy, ze wynik przedstawiony w (8) mozna zapisa¢ nastepujaco

1-2-...-(n—k)-(n—(k=1))-...n
1-2-...-(n—k) ’

n-n—1-...-(n—(k—1)) =

11



4.2 Zasada wielokrotnego wyboru 4 WYBRANE METODY

czyli z definicji operacji silni

n!

n-(n—l)-...-(n—(k‘—l)):m.

Twierdzenie 4 (o mocy zbioru wariacji bez powtorzen)
Dla kazdego 1 < k < n mamy

n!
(n— k)

Co wiecej moc zbioru W¥ nie zalezy od wyboru zbioru A, o ile wybrany zbior jest
mu rownoliczny.

Wil = (10)

W sytuacji kiedy k jest dowolne, nie mozemy wymagaé aby zachodzita wla-
snoé¢ roznowartosciowosci. Nalezy w takim przypadku braé¢ pod uwage wszystkie
ciagi o wyrazach ze zbioru A i dtugosci k. Dalej zbiér wszystkich takich ciagow
oznaczymy przez VE.

Definicja 6 (pojecie wariacji z powtorzeniamsi)
Kazdy element zbioru V¥ bedziemy nazywali k-elementowq wariacjq z powtorze-
niami zbioru n-elementowego.

Uwaga 1
Dla kazdego 1 < k <n, Wk C V.

Twierdzenie 5 (o mocy zbioru V¥)
Dla kazdego k > 1 zachodzi

Vil =1, (11)
Co wiecej, wynik ten jest niezalezny od realizacyi zbioru A, o ile jest ona réowno-
liczna z A.

Dowdd. Ponownie zastosujemy zasade wielokrotnego wyboru. Tym razem obiekt
sktada sie z k stanow i kazdy z nich mozna obsadza¢ niezaleznie (ze wzgledu na
mozliwosé powtorzen) wszystkimi elementami zbioru A, co oznacza, ze zachodzi
warunek (11).

4

Uwaga 2
Poniewaz kazdy element zbioru V¥ jest funkcjq postaci

f: B— A, gdzie |B| =k, |A| =n,

to oznaczajgc przez F(B,A) zbior wszystkich takich funkcji, z Twierdzenia 5
mamy

| F(B, A)| = n*. (12)
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4.2 Zasada wielokrotnego wyboru 4 WYBRANE METODY

Zobaczmy jak wyglada sytuacja w przypadku, kiedy ciag przyjmuje tylko dwie
wartosci. Dalej zalozymy, ze mamy wtedy do czynienia z nastepujaca sytuacja

(bl, bz, PPN bk> S f(B, {O, 1}), Czyli bj € {O, 1}

Kazdy taki ciag nazwiemy ciggiem binarnym. Zatem Uwaga 2 prowadzi nas do
nastepujacego wniosku.

Wnhiosek 4
Dla kazdego naturalnego k moc zbioru wszystkich ciggow binarnych dlugosci k
wynosi 28, czyli

| F(B,{0,1})| = 2~ (13)

Mozemy teraz wrocié do problematyki rozwazanej w Przyktadzie 8 oraz 10.
Z Przyktadu 10 wiemy, ze rodzina potegowa P(A) oraz zbior wszystkich funkcji
f:A—{0,1}, czyli F(A, {0, 1}) sa rownoliczne. Korzystajac z wlasnosci rowno-
licznosci oraz wyniku (13) dostajemy

Wniosek 5 (o mocy rodziny potegowej)
Dla kazdego n-elementowego zbioru A C X mamy

[P(A)] =2, (14)

W dalszej czesci pokazemy jak wynik (14) mozna uzyska¢ inng metoda. Naj-
pierw uogdlnimy wynik opisany w Przyktadzie 3.

Definicja 7 (pojecie kombinacji bez powtdrzen)

Niech dany bedzie n-elementowy zbior A C X oraz liczba catkowita nieujemna
spetniajgea warunki 0 < k < n. Kazdy k-elementowy podzbior zbioru A bedziemy
nazywali k-elementowq kombinacjq bez powtdrzen n-elementowego zbioru A. Ro-
dzine wszystkich takich kombinacji oznaczymy przez CE.

Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6 (o mocy rodziny CF)
Dla dowolnych liczb catkowitych 0 < k < n, zachodzi rownosé

Call Pl = Wy (15)

W szczegolnosci dla 0 < k < n

K n!
et = (16)

l(n —k)!

Dowod. zauwazmy, ze dla k = 0 wzor (15) jest prawdziwy — wtedy z definicji
|Px| = |WP*| = 0. Prawdziwy jest réwniez wzor (16), bowiem CO = {@}. Dlatego
dalej mozemy zatozyé¢, ze 1 < k < n. Definiujemy obiekt O:

13



4.2 Zasada wielokrotnego wyboru 4 WYBRANE METODY

e sklada sie z dwoch stanow, czyli O = (sq, $2),
e stan s; odpowiada za wybor elementu ze zbioru CF,

e w ramach stanu sy dochodzi do uporzadkowania wybranych elementéw prze-
chowywanych w stanie si.

7. zasady wielokrotnego wyboru zastosowanej do zdefiniowanego tak obiektu
wynika, ze

O] = [C1IPwl- (17)

Ale kazda konfiguracja obiektu O powstala w wyniku obsadzenia stanéw sy, s jest
k-elementows wariacjg bez powtorzen zbioru n-elementowego. I na odwroét, taka
wariacja powstaje w wyniku procesu wyboru podzbioru i jego uporzadkowania.
Oznacza to, ze zbiory O i W¥ sa réwnoliczne, co konczy dowdd wzoru (15). Wzor
(16) jest konsekwencja poprzedniego i Twierdzenia 3 oraz 4.

O
Dalej bedziemy potrzebowali nastepujacej definicji.

Definicja 8 (Symbol Newtona-Pascala)
Dla kazdego 0 < k < n symbolem (Z) oznaczymy moc zbioru C*. czyli

()= 2

Jest to tzw. symbol Newtona-Pascala.

Na moment wrécimy do Przyktadu 8 i wyniku (14). Niech A C X, gdzie
|A| = n. Zliczymy rodzine P(A) wykorzystuja do tego celu zasade addytywnosci.
Podobnie jak w Przyktadzie 8, zauwazmy, ze

PA)=AUAU...UA,,

gdzie A; oznacza rodzineg zlozona ze wszystkich j-elementowych podzbioréw zbioru
A. 7 zasdy addytywnosci mamy

[P(A)| = |Ao| + | A1 + ... + | Al

Z Definicji 7 i Twierdzenia 6 wynika, ze |A;| = ¢ = (7) dla j = 0,1,2,...,n.
Dlatego z Wniosku 5 mamy zalezno$c¢

Twierdzenie 7 (o wlasnosci symbolu Newtona-Pascala)
Dla dowolnego naturalnego n = |A|

IP(A)] = (g) + (?) +.+ <Z> = 2", (19)
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4.3 Inne wlasnosci symbolu (}) 4 WYBRANE METODY

4.3 Inne wlasnosci symbolu (Z)

Fakt 2
02

Dla dowolnych 0 < k <n
Dowod. Wynika z uwagi, ze zbiory Ck, C*_, sg réwnoliczne.® Zatem z Definicji 8
mamy (20).

O

Fakt 3 Weimyn > 1 oraz cigg symboli:

(o) () G () ()

Zunekszmy warto$é n o jeden i napiszmy odpowiadajgcy tej wartosci cigg symboli:

()T 65 G ) )
()= (5= - (o)

2. Dla kazdego 1 < j<n
(=000 +0)
. =1 . + 1 .
J J—1 J

50) -

Dowo6d. W $wietle interpretacji mnogos$ciowej symbolu Newtona-Pascala, wa-
runek pierwszy jest oczywisty. Warunek trzeci jest przepisaniem Twierdzenia 7.
Pozostaje udowodni¢ warunek drugi. Z definicji symbolu Newtona-Pascala mamy

n n\ n! n! _nlj+nln—j5+1)
b)) G oot e e -

nl(n+1)
ol n+ 1=

Wtedy

1.

co konczy dowdod.

9Czytelnik powinien to udowodnié.
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4.3 Inne wlasnosci symbolu (}) 4 WYBRANE METODY

Uwaga 3
Powyzsze trzy wltasnosci bardzo dobrze widoczne sq na przyktadzie tzw. trojkqta
Pascala, ktorego poczgtek przedstawiono ponizej.

Fakt 4
Dla kazdego 1 < k <n —1 mamy

n n—1 n—1
= ) 21
Dowdd. Dowdd metoda bezposrednia, czyli poprzez zastosowanie definicji sym-
bolu Newtona-Pascala pozostawimy Czytelnikowi. Pokazemy jak to mozna zrobié

za pomoca MPZ. Wezmy zbior A C X, gdzie A = {ay,as, ..., a,}. Definiujemy
trzy rodziny podzbioréw zbioru A:

[ ]
A=ct
[
A ={BC A:a, €B, |B|=k},
[

As={BCA:a ¢ B, |Bl =k,

Wezmy dowolny zbior B € A. Wtedy |B| = k, oraz albo a; € B, albo a; ¢ B
i na odwrot. Dlatego

A:A1UA2.

Wprost z definicji wynika, ze rodziny te sg rozlaczne. Dlatego zasada addytyw-
nosci daje nam réwnosé

|A| = |AL] + [As].

Dalej zauwazmy, ze

Be A < B={a;} UB, dla pewnego B € CF~!

n—1»

16



4.3 Inne wlasnosci symbolu (}) 4 WYBRANE METODY

co oznacza, ze rodziny A;,C "] sa réwnoliczne.
Podobnie
k
BeAQ@BGCn_l,

co oznacza, ze rodziny Ay, C* | sa réwnoliczne. Ostatnie dwa stwierdzenia koticza
dowod. !0

U

Dalej bedziemy potrzebowali twierdzenia o tzw. dwumianie Newtona. Ze wzgledu
na charakterystyke dowodu, twierdzenie to udowodnimy w Dodatku.

Twierdzenie 8 (o dwumianie Newtona)
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, oraz kazdej liczby catkowitej nieujemnej n
zachodzi rownosé

ooy = (2o (s (Do e (7 ) (B

lub w notacji skroconej
(@b =3 <”> bk, (23)
k

Uwaga 4
Wzor dwumianowy Newtona jest wogolnieniem znanych ze szkoly tzw. wzorow
skroconego mnozenia.

Podstawiajac w (23) a = b = 1 otrzymujemy znana z Faktu 3 zaleznos¢
50+
o \F

Podstawiajac z kolei a = —1, b = 1 dostajemy kolejna wtasnos¢ symbolu
Newtona-Pascala.

Fakt 5
Dla kazdego naturalnego n mamy

0 )@

albo w postaci skroconej

> (-1(}) =0 (25)

108zczegoly pozostawiamy Czytelnikowi.
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5 DODATEK

5 Dodatek

Zaczniemy od wyjasnienia waznej metody majacej zastosowanie w MPZ — zasady
indukcji matematycznej (ZIM). Dalej pokazemy jak za pomoca metody indukcji
mozna udowodnié¢ prawdziwo$¢ wzoru dwumianowego Newtona.

5.1 ZIM

Bedziemy zajmowali sie formami zdaniowymi zaleznymi od argumentu natural-
nego. 7 definicji przyjmiemy, ze

Definicja 9 (formy zdaniowej)

Przez forme zdaniowq argumentu naturalnego bedziemy rozumieli wypowiedZ za-
lezng od liczby naturalne), ktora przy jej ustalonej wartosci podlega ocenie w ka-
tegoriach prawdy lub fatszu. Doktadniej, kazdej liczbie naturalnej n € N, C N,
gdzie N, = {n € N: n > n,, n, € N} bedzie przyporzqdkowana wypowied? ozna-
czana przez T'(n), taka, zZe jesli weZmiemy m € N,, to T'(m) bedzie prawdg albo
fatszem. Wtedy zbior N, bedziemy nazywali dziedzing formy zdaniowej i bedziemy
pisali T'(n), n € N,.

Przyktad 11
Nastepujgce konstrukcje dajg formy zdaniowe:

T(n): (a+b)" = Z (Z) a*" % n>1, dla danych a,b € R,
k=0
1+n
2
Tn): (1+a)">1+na, n>1, gdziea > —1 ustalona.

Tn): 1+24+...4+n= n, n>=1,

Dla zadanej formy zdaniowej T'(n), n € N, bierzemy zdanie V,en, T'(n).
Pytanie brzmi: jak udowodni¢ prawdziwosé tego zdania? Jasne jest, ze jesli dla
pewnego m € N,, zdanie T'(m) jest falszywe, to rowniez zdanie V¢, T(n) takie
jest. Z kolei, jesli prawdziwe sa wszystkie zdania T'(m) dla kazdego m € N,, to
prawdziwe jest V,en, T(n). Zatem odpowiedZ na postawione pytanie sprowadza
sie do nastepujacej kwestii: w jaki sposob wykazaé, ze mamy nieskoriczenie wiele
zdan prawdziwych? Rozwiazanie tego problemu mozna uzyskaé¢ za pomoca ko-
lejnego twierdzenia. Dalej uméwimy sie, ze zapis V,en, T(n) bedzie oznaczal, ze
zdanie jest prawdziwe.

Twierdzenie 9 (Zasada Indukcji Matematycznej)

Voo, T(n) < (T(no) A (Vesm, T(k) = Tk + 1)).

18



5.1 ZIM 5 DODATEK

Dowo6d. Wystarczy tylko pokazaé!! prawdziwoséé implikacji <. Przypusémy, ze
prawdziwe jest zdanie T'(n,) A (Visn, T (k) = T(k + 1)) oraz dla pewnego m €
N, zdanie T(m) jest falszywe. Z zalozenia musi byé: m > n,. Wezmy zbior
F =1{2,3,...,m, — 1}. Z zalozenia dla kazdego k € F, zdanie T'(k) musi by¢
falszywe. W takim razie T'(n,) rowniez, co prowadzi do sprzecznosci i koriczy
dowod.

4

Uwaga 5

Wystepujacy w ZIM warunek T'(n,) nazywany jest warunkiem inicjujgcym. Im-
plikacje T'(k) = T(k + 1) nazywamy krokiem indukcyjnym. Dowdd prawdziwosci
tego kroku sprowadza sie do pokazania, ze z prawdy wynika prawda. Wtedy po-
czynione w takim dowodzie zalozenie, zZe zdanie T'(k) jest prawdziwe nazywamy
zatozeniem indukcyjnym. Natomiast T'(k + 1) nazywamy wtedy tezq indukcyjng.

Wykorzystujac nazewnictwo wprowadzone w powyzszej uwadze mozemy po-
wiedzieé¢, ze

Wniosek 6
Przeprowadzenie dowodu metodq ZIM sprowadza sie do:

1. wykazania, zZe warunek inicjujgcy jest spetniony, czyli, ze jest prawdziwy;

2. wykazania prawdziwosci krokow indukcyjnych, poprzez pokazanie, zZe zato-
zenie indukcyine implikuje prawdziwosc tezy indukcyjne;.

Przyktad 12 (dowdd metodg ZIM wzoru dwumianowego)
Niech forma zdaniowa T(n), n > n, bedzie zadana jak nizej

T(n): (a+b)" Z ( )a]b” I, n>1, dla ustalonych a,b € R.

Zdanie T(1) jest prawdziwe, bowiem

(a+0b)' = <(1)>a+ G)b

Udowodnimy prawdziwosé kroku indukcyjnego. W tym celu weZmy dowolne k > 1
1 zatozmy prawdziwosé zdania

T(k): (a+Db)" i( )a]bk g,

Jj=0

11 Czytelnik powinien umieé to uzasadnié.
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5.1 ZIM 5 DODATEK

Bedzie to nasze zatozenie indykcyjne. Z tego wyprowadzimy prawdziwo$é zdania

k+1 k, 1 ] )
Tk+1): (a+b)ft =% ( + )ajbkﬂj.
j=0 \ J
Mianowicie

(a+b)" 1 = (a+b)*(a+Db) =" fj( )ajbk i = zkj <k> (a+b)alt" = =

Jj=0 7=0

k k
(B o z( Yo 3 (B
j=0 \J J

j=0 j=0

Sl 52

Kazdg ze sum Sy, Sy odpowiednio przeksztatcimy — dla S1 dokonamy podstawienia
j+1=1, co da nam

g _1§ k qipF—(i=1) _zk: k Qb= 4 k ak Tl
=AY RE=AVES k)T

=1
k k
£ Qe
—~ 0

k k A
Sy + 5, = Z (( ) + (j))ajkaJrl 4 g tt 4 phtl

PRV

L5)6)- ()

dlatego poniewaz a*+1 4+ bFH1 = (kﬂ)ak“ + (kgl)bk“, otrzymamy

Sy zapiszemy w postaci

Staqd

Ale z Faktu 4

k+1
Fo(k+1\ : kE+1 E+1
bk+1:S S, — _]bk“i’l*_] k+1 karl:
(a+0b) 1+ S, ;(i)a )

i (k + 1) QI

0

j=
co oznacza, ze zdanie Vi1 T (k)
)

= T(k+1) jest prawdziwe. Zatem na mocy ZIM
prawdziwe jest zdanie V,>1T(n), co

o konczy dowdd wzoru dwumianowego.
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5.2 Przyklady

Przyktad 13
lle wszystkich ciggow binarnych dlugosSci n > 2 zawiera doktadnie 0 < k < n
jedynek.

Rozwigznie. Niech Bin, = {b = (b1,ba,...,b,), bj € {0,1}}. Dla0 < k < n
definiujemy zbior A, C Bin,,

be Ay & b= (by,by,...,b,) oraz |[{j € {1,2,...,n}: b;=1]=k.

Aby zliczyé zbiér Ay nalezy zauwazy¢, ze jest on réwnoliczny z CF. Istot-
nie, kazdy cigg b € Aj, wyznacza jednoznacznie k-elementowy podzbiér zbioru
{1,2,...,n} postaci {j1,J2,...,Jk}, gdzie b;, =1, ¢ = 1,2,..., k. Na przyktad,
jesli b = (1,0,0,1,0,0,0,1), (n = 8, k = 3), odpowiada mu podzbior {1,4,8} —
sa to numery wyrazoéw przyjmujacych wartosé jeden. Dlatego |Ay| = (Z)
Przyklad 14
lle jest wszystkich ciggow binarnych dlugosSci n > 2, w ktorych symbol 1 pojawia
sie co nagmniej k-razy.

Rozwigznie. Niech A; ma znaczenie jak w przykladzie powyzej. Definiujemy zbior
Asj — w ciagu binarnym dltugosci n symbol 1 pojawia sie co najmniej k-razy.
Zauwazmy, ze

Asp =AUA UL UA,,

oraz zbiory A; sa parami rozlaczne. 7 zasady addytywnosci i wyniku poprzedniego
przyktadu mozemy napisaé

" (n
|Asi| = Akl + [ + -+ An] =D <j>
j=k

Przyktad 15
lle jest liczb 6-cyfrowych, w ktorych w zapisie dziesietnym cyfra 0 wystepuje do-
ktadnie 3 razy, cyfra 5 doktadnie raz?

Rozwigzanie. Wezmy zbior Lg, gdzie
Le = {l = (cs5, ¢4, ¢3,Ca,C1,¢0) = co + 10c; + 10%¢cy + 10°cs + 10%cy + 10°¢cs,
cs €4{1,2,...,9}, co,c1,c0,c3,¢4 €{0,1,...,9}.
Dla A C Lg niech
I € As T iise0,1,2,34,) Jia€{0,1,2,3.4,51\{i1,iz,is} Cir = Cin = Ciz = 0,¢, =5

oraz ¢; ¢ {0,5} dla i € {0,1,2,3,4,5}\ {i1,12,13,14}.
Do zliczenia zbioru A postuzymy sie zasada wielokrotnego wyboru. W tym
celu rozwazymy obiekt ztozony z trzech stanow O = (sq, s, s3), gdzie:
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5.2  Przyktady 5 DODATEK

1. s; odpowiada za obsadzenie w liczbie [ cyfry 0,

2. s — cyfry 5,

3. s3 — pozostaltych cyfr.

Z definicji stanéw mamy: s; = C3, sy = C3, s3 = V2. Dlatego |A| = (g) G’) 72

Przyktad 16
Lle jest wszystkich liczb 8-cyfrowych, w ktorych iloczyn cyfr w zapisie dziesietnym
dage liczbe 127

Rozwigzanie. Niech Lg ma podobne znaczenie jak Lg w Przyktadzie 15. Mamy
zliczy¢ zbior

A:{l:(07,06,...,01,cg) GLSI 0001'...'07:12}.
Warunek
coC1 ... - cp =12, gdzie ¢, c1,...,c7 € {1,2,...,9}

poprzez swoje rozwiazanie zadaje strukture zbioru A. Istotnie, kazde rozwigzanie
powyzszego warunku wynika z faktoryzacyi liczby 12 za pomoca liczb ze zbioru
{1,2,...,9}. Mamy kolejno:

1.12=1-2-86,
2. 12=1-3-4,
3.12=1-22.3.

Dlatego mozemy napisaé
A=A UAU A3,
gdzie: Ay oznacza, ze w | € A cyfry 2,6 pojawiaja sie dokladnie raz, cyfra 1 — 6

razy, Ay — cyfry 3,4 doktadnie raz, cyfra 1 — 6 razy, Az — cyfra 3 doktadnie raz,
cefra 2 dwa razy, cyfra 1 — 5 razy. Z zasady addytywnosci dostajemy

Al = [Ad] + [As] + [As].

Pozostaje wyznaczy¢ moce sktadnikow Aq, A, A3, co mozemy zrobi¢ metoda opi-
sang w powyzszym przyktadzie.
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6 ZAKONCZENIE

6 Zakonczenie

Na 22 stronach udalo nam sie zamiesci¢ podstawy metodologii zliczania zbioru
skoniczonego. Waznym pojeciem okazuje sie by¢ tutaj koncepcja liczby kardynal-
nej bazujaca na zjawisku rownolicznosci i jej konsekwencjach. Na ogol uwaza
sie, ze ta tematyka jest trudna, bowiem siega ona po wszelkie dostepne narze-
dzia wywodzace sie z wielu dziedzin matematyki. W nazewnictwie od kilkunastu
lat przyjeta sie nazwa matematyka dyskretna. Powszechnie znana Czytelnikowi
kombinatoryka jest tylko dziatem tej teorii. Zapraszamy Czytelnika do dalszego
studiowania polecajac dwie podane ponizej ksiazki oraz zamieszczona w nich bi-
bliografie.

1. Ryszard Rebowski, Matematyka dyskretna dla informatykow, Seria wydaw-
nicza PWSZ im. Witelona w Legnicy, Legnica 2008,

2. Ryszard Rebowski, Podstawy metod probabilistycznych i statystyki matema-
tycznej, Seria wydawnicza PWSZ im. Witelona w Legnicy, Legnica 2015.
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