30 Model probabilistyczny Kolmogorowa

Inne zastosowania modelu produktowego pokazemy w kolejnym podrozdziale.

Prawdopodobienstwo geometryczne

Zaczniemy od oméwienia przypadku jednowymiarowego. Niech 2 = [a, ],
gdzie a < b. Za o-cialo ¥ wezmy slad o-ciata borelowskiego Br na przedziale
la, b]. Funkcje prawdopodobienstwa definiujemy nastepujaco:
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P4 = [dz b-a
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W szczegdlnosci, jezeli A = [a, §), gdzie a < v < f < b, to
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W sytuacji dwuwymiarowej bierzemy:
2 = la,,b,] X [a,,b,],
za ¥, o-cialo produktowe o—cial powstatych z przestrzeni [a;, b;].
Typowe zdarzenie w takiej przestrzeni ma postac
A={(x,y) € 2:x € la,b], dlz) <y <gx)},
gdzie di g sa funkcjami cigglymi okreslonymi na odcinku [aq, b ].
Wtedy prawopodobienstwo takiego zdarzenia wynosi
bi , 9(z) b1
[ (S dv)de [g(e) - d(a))d
a1 Nd(z) a1

P4 = (b1 — a1)(b2 — az) - (b1 — a1) (b2 — az)

7 geometrycznego punktu widzenie prawdopodobienstwo to jest ilorazem po-
wierzchni opisanej zdarzeniem A i prostokata 2. Stad tez wziela sie nazwa tego
modelu—model geometryczny.

Przyktad 2.3.9 Z odcinka [—1,1] losujemy dwie liczby p i q. Obliczyé prawdo-
podobienstwo, ze x? + px + q > p dla kazdego rzeczywistego .

Wylosowanie kazdej pary liczb (p,q) € [—1,1] x [—1,1] oznacza, Ze mozemy
napisaé powyzszqg nierownosé, ktora jest rownowazna natepujgces

2 +pr+q—p>0.
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Zdarzenie A, elementami ktorego sq wszystkie te pary (p,q), Ze

P’ —4(qg—p) <0,

gwarantuje nam, ze nierowno$¢ ktora jest obiektem mnaszego zainteresowania
bedzie tozsamoscig. W takim razie problem sprowadza sie do wyznaczenia praw-
dopodobienstwa zdarzenia A. Jest to zdarzenie nalezgce do o—ciata zdefiniowa-
nego w przypadku modelu geometrycznego. Dokladniej, (szczegdly pozostawiamy
Czytelnikowi) traktujgc q jako funkcje p mozemy zapisac je nastepujgco

A= {(pu Q) S [_171] X [_17 1] pE [_17 1]7 d(p) <q < 1}7
gdzie d oznacza funkcje cigglte argumentu p dang wzorem

pP+p, —1<p<—2+2V2
d(p) =
1, —2+V2<p<1.
1

Zgodnie z definicjg modelu geometrycznego P(A) = 7|A|, gdzie |A| oznacza

pole figury A. Pole to obliczymy wykorzystujgc rachunek catkowy. Dostaniemy

kolejno
j A= ([ ayr= [ - awan

Definicja funkcji d zmusza nas do skorzystania z zasady addytywnos$ci dla catki.
Poniewaz druga catka bedzie rowna zero, wiec

0,2,

—2+2v2 1, 1, 1
Al = 1—=p?—pldp=p— —p3— =
| Al /1 ( P p)dp =p 5P 5

Stad P(A) 0, 05.

Dalej pokazemy praktyczne zastosowania tych modeli.



