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Uwaga 3.1.3 Z powyższej definicji funkcji F wynika, że w każdym punkcie xn

F ma niecia̧g�lość typu skok. Wartość tego skoku w punkcie xn wynosi

lim
x→x+

n

F (x) − F (xn) = pn.

Uwaga 3.1.4 Funkcjȩ, o której mowa w twierdzeniu 3.1.1 nazywamy dystrybu-
anta̧ rozk�ladu prawdopodobieństwa d.

Przyk�lad 3.1.2 Dla rozważanego wyżej rozk�ladu dwupunktowego dystrybuanta
tego rozk�ladu ma postać

F (x) =

⎧⎨⎩
0, gdy x ≤ 0
q, gdy 0 < x ≤ 1
1, gdy 1 < x.

Nastȩpne twierdzenie t�lumaczy, że dystrybuanta danego rozk�ladu wyznaczona
jest jednoznacznie. Zachodzi bowiem twierdzenie odwrotne do twierdzenia 3.1.1.

Twierdzenie 3.1.2 Dla każdej funkcji F̃ : R → R o w�lasnościach 1–5 twierdze-
nia 3.1.1 istnieje rozk�lad prawdopodobieństwa d taki, że jego dystrybuanta F jest
równa funkcji F̃ .

Powyższe twierdzenie pozwala nam przet�lumaczyć pojȩcie rozk�ladu na pojȩcie
dystrybuanty tego rozk�ladu. Mówia̧c inaczej, rozk�lady bȩdziemy identyfikowali
na podstawie znajomości ich dystrybuant.

Przyk�lad 3.1.3 Weźmy rozk�lad d zdefiniowany na zbiorze {−2,−1, 1, 3, 4} dany
wzorem

d(−2) = 0, 1, d(−1) = 0, 2, d(1) = 0, 3, d(3) = 0, 2, d(4) = 0, 2.

Na wstȩpie zauważmy, że dziedzina rozk�ladu d nie musi być zapisana tak jak w
treści naszego przyk�ladu, a wiȩc z uwzglȩdnieniem porza̧dku rosna̧cego. Jeśli tak
nie jest, to na wstȩpie należy to zrobić. Dalej wprowadźmy nastȩpuja̧ce oznacze-
nia:

x1, x2, x3, x4, x5

bȩda̧ce skutkiem uporza̧dkowania argumentów funkcji d. Wtedy

p1 = 0, 1, p2 = 0, 2, p3 = 0, 3, p4 = 0, 2, p5 = 0, 2.



42 Pojȩcie rozk�ladu prawdopodobieństwa

Definiujemy funkcjȩ F : R → R wzorem

F (x) =
∑
xi<x

pi,

gdzie ostatnia suma równa jest zero, jeśli zbiór indeksów sumowania jest pusty.
W takim razie dla x ≤ x1, F (x) = 0. Jeśli weźmiemy dowolna̧ liczbȩ x ∈ (x1, x2],
to z definicji funkcji F dostaniemy F (x) = p1, bowiem sumujemy tylko po zbiorze
{1}. Podobnie dla x ∈ (x2, x3] otrzymamy F (x) = p1 + p2–teraz sumujemy
po zbiorze {1, 2}. Powtarzaja̧c tȩ procedurȩ dla kolejnych przedzia�lów (jest ich
skończenie wiele) otrzymamy wzór na dystrybuantȩ F rozk�ladu d

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x ≤ x1;
p1, x ∈ (x1, x2];
p1 + p2, x ∈ (x2, x3];
p1 + p2 + p3, x ∈ (x3, x4];
p1 + p2 + p3 + p4, x ∈ (x4, x5];
p1 + p2 + p3 + p4 + p5 = 1, x > x5.

Poniższej przedstawilísmy wykres skonstruowanej funkcji. Rozumiemy już dla-
czego funkcje tego typu nazywa siȩ funkcjami schodkowymi.
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Rysunek 3.1: wykres dystrybuanty rozk�ladu d
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Twierdzenie 3.1.2 mówi z kolei, że każda niemaleja̧ca, lewostronnie cia̧g�la
funkcja schodkowa F̃ : R → [0, 1] taka, że jej granica w −∞ jest równa zero,
w +∞–jeden, jednoznacznie wyznacza pewien rozk�lad prawdopodobieństwa. Po-
damy teraz przepis na skonstruowanie takiego rozk�ladu. Za dziedzinȩ funkcji d
weźmiemy zbiór punktów niecia̧g�lości funkcji F̃ . Wcale nie tak trudno (szczegó�ly
pominiemy) można pokazać, że zbiór ten ma postać

{xn, n ∈ No},
gdzie konsekwentnie No oznacza podzbiór zbioru liczb naturalnych. Zatem zbiór
ten zawsze jest zbiorem przeliczalnym. Dla uproszszcenia dalszych rozważań przyj-
mijmy, że jest on skończony i uporza̧dkujmy jego elementy rosna̧co

x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn.

Cia̧g liczb pi definiujemy nastȩpuja̧co

pi = lim
x→x+

i

F̃ − F̃ (xi)

dla i = 1, 2, . . . , n. Należy pokazać, że tak zdefiniowany cia̧g ma w�lasności opisane
w definicji rozk�ladu. Jasne jest, że jest to cia̧g liczb z przedzia�lu [0, 1], bowiem F̃
przyjmuje swoje wartości w tym przedziale. Co wiȩcej, sa̧ to liczby z przedzia�lu
obustronnie otwartego, bowiem w punktach xi ma niecia̧g�lość typu ”skok”. Uza-
sadnimy, że cia̧g ten sumowalny jest do jedności. Na pocza̧tek weźmy sumȩ dwóch
pierwszych wyrazów tego cia̧gu, czyli

p1 + p2 = lim
x→x+

1

F̃ − F̃ (x1) + lim
x→x+

2

F̃ − F̃ (x2).

Z za�lożenia na przedziale (x1, x2] funkcja F̃ jest sta�la i lewostronnie cia̧g�la, zatem

lim
x→x+

1

F̃ = lim
x→x−

2

F̃ = F̃ (x2).

Dlatego
p1 + p2 = lim

x→x+
2

F̃ − F̃ (x1).

Ale x1 jest najmniejszym elementem zbioru punktów niecia̧g�lości funkcji F̃ , wiȩc
jako schodkowa dla x < x1 musi być sta�la. Ponieważ jej granica w −∞ jest równa
zero, z lewostronnej cia̧g�lości F̃ (x1) = 0. Wobec tego

p1 + p2 = lim
x→x+

2

F̃ .

Powtarzaja̧c to rozumowanie dla dowolnego k ≤ n otrzymamy

p1 + p2 + . . . + pk = lim
x→x+

k

F̃ .
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W szczególności, dla k = n dostaniemy

n∑
i=1

pi = lim
x→x+

n

F̃ .

Ale xn jest najwiȩkszym punktem, w którym F̃ jest niecia̧g�la, wiȩc jako funkcja
schodkowa dla x > xn musi być sta�la. W takim razie musi przyjmować wartość
1 dla x > xn, ponieważ jej granica w +∞ jest równa jeden. Dowodzi to, że cia̧g
(pi) sumowalny jest do jedności. Pozwala to nam zdefiniować rozk�lad d

d(xi) = pi, i = 1, 2, . . . , n

Pozosta�la ostatnia kwestia. Jak ma siȩ dystrybuanta rozk�ladu do przestrzeni
probabilistycznej i dlaczego w nazwie rozk�ladu pojawia siȩ przymiotnik prawdo-
podobieństwa? Na to pytanie odpowiada trzecie twierdzenie.

Twierdzenie 3.1.3 Dla każdej dystrybuanty schodkowej F istnieje przestrzeń
probabilistyczna (Ω, Σ, P ) oraz odwzorowanie X : Ω −→ R, o nastȩpuja̧cych
w�lasnościach:

1.
{ω ∈ Ω : X(ω) < x}

jest zdarzeniem dla każdej liczby rzeczywistej x

2.
F (x) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) < x}),

dla x ∈ R

Uwaga 3.1.5 Funkcjȩ X, o której mówi powyższe twierdzenie, nazywamy
zmienna̧ losowa̧, natomiast dystrybuantȩ F jej rozk�ladem. Ze wzglȩdu na typ
rozważanego rozk�ladu w tym rozdziale mówimy, że mamy zmienna̧ losowa̧ typu
dyskretnego.

Uwaga 3.1.6 Niech F i X bȩda̧ jak w twierdzeniu 3.1.3. Wtedy

P ({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ xn}) = lim
x→xn+

F,

gdzie xn jest dowolnym argumentem funkcji rozk�ladu d odpowiadaja̧cego dystry-
buancie F . Z drugiej strony dla każdego rzeczywistego x

{ω ∈ Ω: X(ω) = x} = {ω ∈ Ω: X(ω) ≤ x} \ {ω ∈ Ω: X(ω) < x}.


