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Liczbȩ

E(X − EX)2

nazywamy momentem centralnym drugiego rzȩdu. Czȩściej mówi siȩ jednak o
wariancji zmiennej losowej, która̧ oznaczamy przez var(X).

Zatem powyższy przyk�lad wyjaśnia, że

var(X) = m2 − m2
1,

o ile istnieje drugi moment zmiennej losowej X.

Czasami zamiast wariancji bȩdziemy pos�lugiwali siȩ jej pierwiastkiem.
Bȩdziemy wtedy mówili o dyspersji rozk�ladu, czyli

√
varX =

√
m2 − m2

1.

Weźmy teraz dwie zmienne losowe X i Y. Pokażemy teraz w jaki sposób
można uogólnić ważne pojȩcie jakim jest stochastyczna niezależność zdarzeń na
przypadek zmiennych losowych. Problemem tym zajmiemy siȩ dok�ladniej w roz-
dziale 4.

Definicja 3.3.4 Powiemy, że zmienne losowe X i Y sa̧ niezależne, jeśli dla
dowolnych liczb rzeczywistych t, s nastȩpuja̧ce zdarzenia

{ω ∈ Ω : X(ω) < t} i {ω ∈ Ω : Y(ω) < s}

sa̧ niezależne, a wiȩc

P ({ω ∈ Ω : X(ω) < t} ∩ {ω ∈ Ω : Y(ω) < s}) =

P ({ω ∈ Ω : X(ω) < t}) P ({ω ∈ Ω : Y(ω) < s}) = FX(t)FY(s).

Przyk�lad 3.3.4 Niech (Ω, Σ, P ) bȩdzie przestrzenia̧ probabilistyczna̧, A, B zda-
rzeniami stochastycznie niezależnymi, a wiȩc P (A ∩ B) = P (A)P (B). Zdefiniu-
jemy dwie zmienne losowe X i Y, gdzie

X(ω) =

{
1, ω ∈ A
0, ω �= A,
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i podobnie

Y(ω) =

{
1, ω ∈ B
0, ω �= B,

Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, że tak zdefiniowane odwzorowania sa̧
zmiennymi losowymi o rozk�ladzie dyskretnym skończonym. Zatem obie maja̧
wartości oczekiwane równe odpowiednio:

EX = 1 · P ({ω ∈ Ω: X(ω) = 1}) + 0 · P ({ω ∈ Ω: X(ω) = 0}) = P (A)

i podobnie EY = P (B).
Weźmy iloczyn tych zmiennych losowych XY. Wtedy

E(XY) = 1 · P ({ω ∈ Ω: X(ω)Y(ω) = 1}) = P (A ∩ B).

Ponieważ zdarzenia A i B sa̧ stochastycznie niezależne

E(XY) = P (A)P (B) = (EX)(EY).

Uwaga 3.3.3 Jeśli X i Y sa̧ niezależne i maja̧ wartości oczekiwane, to

E(XY) = (EX)(EY).

W dalszym cia̧gu potrzebne bȩda̧ nam nastȩpuja̧ce w�lasności wariancji:

Twierdzenie 3.3.2 Niech X i Y maja̧ drugie momenty, a ∈ R. Wtedy

1. Jeśli X i Y sa̧ niezależne, to wariancja sumy tych zmiennych jest suma̧ ich
wariancji, czyli

var(X + Y) = var(X) + var(Y).

2.
var(aX) = a2var(X).

3. Wariancja zmiennej losowej sta�lej jest równa zero.

Rzeczywíscie, korzystaja̧c z wyniku podanego w Przyk�ladzie 3.3.3, mamy

var(X + Y) = E(X + Y)2 − (E(X + Y))2 =

E(X2 + Y2 + 2XY) − (EX)2 − (EY)2 − 2(EX)(EY) =


