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1 Precyzja komunikowania sie

Kazdy proces edukacji opiera sie na mozliwosci i potrzebie komunikowania sie.
W przypadku nauczania matematyki bardzo trafnie ujal to wielki matematyk
polski Hugo Steinhaus, ktory na pytanie

Po co ludzie uczqg sie matematyki?
odpowiadat
Zeby uczyé matematyki innych.

Zakladajac, ze werbalny (czyli przy uzyciu jezyka naturalnego) sposéb komu-
nikowania si¢ pomiedzy nauczajacym i uczacym si¢ stanowi podstawe w procesie
edukacji, stajemy przed potrzeba precyzyjnego formutowania swoich mysli. Pre-
cyzyjnego, czyli jakiego? Sprobujmy najpierw odpowiedzie¢ sobie na pytanie
czym taka wypowiedz precyzyjna wyrdznia sie sposrod pozostatych wypowiedzi.
Odpowiemy-na pewno tym, ze spelnione sa co najmniej nastepujace kryteria:

1. proces przekazu bedzie mial charakter merytoryczny,
2. proces przekazu bedzie wydajny w czasie,
3. bedzie umozliwiat interakcje ze strony stuchacza,

4. bedzie wspomagal procesy myslowe towarzyszace nauczaniu matematyki,
zwane potocznie mysleniem matematycznym, a wiec oparte na pojeciu zato-
zenia, definicyi, twierdzenia i umiejetnosci na tej podstawie wnioskowania,
stawiania hipotez, uogélniania,

5. adresatem procesu przekazu bedzie mozliwie jak najwieksza grupa stuchaczy.

Nie trudno zauwazy¢, ze aby od wypowiedzi mozna bylo oczekiwaé takich
efektow powinna ona mie¢ pewna wlasno$é—powinna dacé¢ sie wycenié, co naj-
mniej w kategoriach prawdy albo fatszu. Mowiac inaczej, dla takiej wypowiedzi
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powinien by¢ mozliwy osad, by¢ moze o charakterze apriori (czyli bez potrzeby
dowodzenia), albo o charakterze a posteriori (jako efekt procesu poznawczego),
ktorego efektem bedzie wartosé logiczna takiej wypowiedzi. Upraszczajac dalej
notacje umowimy sie, ze kategorie prawda zakodujemy symbolem 1, kategorie
fatsz symbolem 0. Jedli przez p oznaczymy teraz nasza wypowied¢, to oczeku-
jemy od niej aby mozna bylo stwierdzi¢ (by¢ moze z potrzeba uzasadnienia), ze
jest ona prawdziwa albo falszywa, co bedziemy dalej zapisywali nastepujaco:

p=1, p=0.

Definicja 1.1 Kazdg wypowiedZ spetniajgcg powyzsze kryterium wyceny logicznej
bedziemy nazywali zdaniem logicznym.

Przyklad 1.1 Pokazaé, ze nie kazde zdanie w rozumieniu gramatyki jezyka pol-
skiego jest zdaniem logicznym. Na tym i innych przyktadach przedyskutowaé
ograniczone znaczenie takich wypowiedzi w kontekscie kryteriow zdefiniowanych

powyze].

Przez L oznaczmy mnogos¢ pewnych zdan logicznych. Jesli teraz dane bedzie
zdanie logiczne p, to bedziemy pisali p € L i bedziemy czytali p jest elementem
(nalezy do) mnogosci L. W przeciwnym razie bedziemy pisali p ¢ L i czytali
p nie jest elementem (nie nalezy do) mnogosci L. Dalej zdanie pojawiajace sie
w takim kontekscie (jako samodzielne) bedziemy nazywali tez zdaniem prostym.
Jesli dla dwéch zdan p, ¢ € L ich wartosci logiczne sa jednakowe (moga réznié sie
tresciami), to powiemy, ze zdania te sa réwnowazne i bedziemy pisali p = q.

Przyklad 1.2 Podaé przyktady zdan rownowaznych.

Przyklad 1.3 Uzasadnic, ze rownowaznosé zdan ma nastepujgce wtasnosci:

1.
VpeL P =D,
2.
Vp.qelL jeslip = q, to q = p,
3.

vp,q,relL jesip=qiq=r, top=r,

gdzie symbol ¥ czytamy "dla kazdego” i nazywamy kwantyfikatorem ogolnym.
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2 Zdanie zlozone. Pojecie tautologii

Zbudujemy teraz gramatyke na zdaniach prostych—podajac zasady i wlasnosci
takich konstrukcji. Podstawowym pojeciem bedzie dla nas pojecie funktora. Ze
wzgledu na jego zasieg mozemy mowic¢ o funktorach jednoargumentowych i dwu-
argumentowych.

Definicja 2.1 Funktorem jednoargumentowym na mnogosci zdan 1L nazywamy
kazde przyporzadkowanie f, ktore kaidemu elementowi p € 1L przyporzedkowuje
doktadnie jedno zdanie q € L, ktore oznaczamy tez f(p) i nazywamy zdaniem
ztozonym odpowiadajgcym zdaniu p. Zapisujemy to tez nastepujgco

L>p— f(p)=qel.

Waznym przyktadem takiego funktora jest funktor negacji zwany tez zaprze-
czeniem.

Definicja 2.2 Dla kazdego zdania p niech —p oznacza wypowiedzZ, ktorej tresé
jest nastepujgca

nie prawda, ze p.

Wtedy —p bedziemy nazywali negacjg wypowiedzi p. Przyjmiemy, Ze wypowiedZ
—p jest prawdziwa (falszywa), jesli p jest zdaniem fatszywym (prawdziwym).

Fakt 2.1 Dla kazdego zdania p, wypowiedz —p jest zdaniem logicznym. W takim
razie = jest (jednoargumentowym) funktorem negacji.

Dowd6d Wynika wprost z powyzszej definicji, ktéra mozemy zapisa¢ w postaci
tzw. tabeli logicznej

b —p
110
1

Nastepujace twierdzenie (dowdd pozostawiamy Czytelnikowi) ttumaczy pod-
stawowa wlasnos$¢ funktora negacji
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Twierdzenie 2.1 Dla kazdego zdania p mamy:
—(—p) = p (zasada podwijnej negacji).

Zdanie zlozone —(—p) = p wystepujace w powyzszym twierdzeniu jest zawsze
prawdziwe, bez wzgledu na wartosci logiczne zdania prostego. Dalej takie zdanie
bedziemy nazywali tautologig.

Uwaga 2.1 Z zasadg podwdjnej negacji nalezy postepowac bardzo ostroznie. Pro-
blem polega na tym, Ze w gramatyce jezyka polskiej funkcjonuje ona niewtasciwie,
np. zamiast mowi¢ "mam nic”, mowimy, Ze “nie mamy nic”. Z drugiej strony
bardzo czesto niewtasciwie stosujemy zasade negacyi, co w zestawieniu z wWezesniejszq
uwagg moze rodzi¢ okreslone komplikacje. Doktadniej, jesli wypowiedz brzmi

“ten przedmiot jest koloru zielonego”,

bardzo czesto rezygnujemy z poprawnej konstrukcji negacyi
“ten przedmiot nie jest koloru zielonego”

na korzysé wypowiedzi
“ten przedmiot jest niezielony”.

Czytelnikowi pozostawiamy uzasadnienie, Ze ostatnie dwie wypowiedzi nie sg rowno-
-wazne.

Przejdziemy teraz do omowienia funktorow dwuargumentowych. Pokazemy,
ze z formalnego punktu widzenia mozna moéowi¢ tylko o dwdch takich funktorach,
aczkolwiek z praktycznego punktu widzenia warto mysle¢, ze jest ich szesé¢.

Definicja 2.3 (alternatywy) Ustalmy dwa zdania p,q € L wedtug porzedku: naj-
pierw zdanie p, potem zdanie q, co symbolicznie zapiszemy jako (p,q) i na-
zwiemy parg uporzgdkowang zdan p 1 q. Przyporzedkujmy takiej parze wypowiedZ
r = f(p,q), ktdra ma tresé

p lub q.

Wypowiedz te dalej bedziemy oznaczali p V q © nazywali alternatywg zdan p 1 q,
czylir = f(p,q) = pV q. Przyjmiemy, ze pV q = 1 dokladnie wtedy, jesli co
najmniej jedno ze zdan prostych jest zdaniem prawdziwym.
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Fakt 2.2 Dla dowolnych zdan p,q wypowied? p V q jest zdaniem logicznym, w
takim razie V jest (dwuargumentowym) funktorem, zwanym tez funktorem alter-
natywy.

Dowéd Wystarczy zauwazy¢, ze z definicji alternatywy mamy

pvyg

ol O~ IS
Ol | O~

V
1
1
1
0

Podstawowe tautologie zwiazane z funktorem alternatywy formutuje kolejne
twierdzenie. Jego dowdd pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 2.2 Dla dowolnych zdan p,q,r mamy:

1.
pVq=qVp (przemiennosc),
2.
pVgVr)=(pVq) Vr (lgcznosé),
3.
pV (=p) =1 (zasada tertium non datur—wylgczonego srodka);
/.
pV 0 =p (zasada identyfikacji),
d.

pV1=1 (zasada dominacji).

Wykorzystujac teraz dwa zdefiniowane funktory: — 1V, zdefiniujemy nastepne
cztery funktory dwuargumentowe. Zaczniemy od funktora alternatywy wyklu-
czajgce] oznaczanej tutaj przez @, gdzie wypowiedz p & ¢ czytamy

p albo ¢
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i wyceniana jest wedlug zasady
p@ 1 =1 wtedy i tylko wtedy, gdy p = 0,

p @0 =1 wtedy i tylko wtedy, gdy p = 1.

Jako ¢wiczenie pozostawiamy do uzasadnienia nastepujacy fakt

Fakt 2.3 Dla dowolnych dwoch zdarn p © ¢ mamy

pDqg=-(p=q).

Wezmy teraz zdanie
~((9) v (~0)).

Nietrudno jest zauwazy¢ (pozostawiamy to Czytelnikowi), ze zdanie to jest praw-
dziwe doktadnie wtedy gdy oba zdania p, ¢ sa prawdziwe. Traktujac ostatni zapis
i stwierdzenie jako macro, w tym sensie zdefiniujemy nowy funktor, zwany funk-
torem koniunkcyi, oznaczany przez A nastepujaco

Definicja 2.4 (koniunkcji) Dla dowolnej pary zdan (p, q), wypowiedZ pAq bedziemy
czytali

pigq

1 nazywali kontunkcjg zdan p,q. Przyjmiemy, Ze wypowiedZ p A q jest prawdziwa
doktadnie wtedy kiedy oba zdania sq prawdziwe.

Jako ¢wiczenie zostawiamy Czytelnikowi do uzasadnienia kolejny fakt

Fakt 2.4 Dla dowolnych dwoch zdan koniunkcja jest zdaniem logicznym. Dlatego
A jest funktorem dwuargumentowym.

Podobnie jako ¢wiczenie zostawiamy do wykazania prawdziwos¢ nastepujacego
twierdzenia

Twierdzenie 2.3 Dla dowolnych zdan p,q,r mamy:

1.

pAq=qAp (przemiennosc),
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2.
pA(gAT)=(pAq) At (tgeznosc),
3.
p A1l =p (zasada identyfikacji),
4.
pA0=0 (zasada dominacji),
d.

p A (—p) =0 (zasada sprzecznosci) .

Na uwage zastuguje jeszcze jedna tautologia majaca zwiazek z funktorami V
i A—zasada negacji tych funktoréw. Wréémy do zdania zlozonego — ((ﬁp) \Y (—|q)> :
Jak wiemy

pha==((») V()

zachodzi dla dowolnych zdan p,q. Korzystajac z zasady podwdjnej negacji,
ostatni zwiazek mozemy zapisa¢ nastepujaco

ﬁ(p A q) = (-p) V (m9),

co oznacza, ze negacja koniunkcji zdan jest alternatywa negacji tych zdan. Tau-
tologie te nazywamy prawem de Morgana. Jako ¢wiczenie pozostawiamy Czytel-
nikowi sformulowanie i uzasadnienie drugiego prawa de Morgana (zasady negacji
alternatywy).

Ostatni funktor, jako najmniej intuicyjny, jest najtrudniejszy. Z drugiej strony
jego rola w matematyce jest najwigksza. Dlatego zwrdcimy szczegdlna uwage na
jego znaczenie i sposéb postugiwania sie. Wezesniej sygnalizowalismy, ze funktor
ten da sie pozyskaé¢ konstruujac odpowiednie macro z funktoréw negacji i alter-
natywy. Wyjatkowo odwrécimy zapowiadany scenariusz—najpierw zdefiniujemy
ten funktor, a dopiero na koniec zwrécimy uwage na jego pochodzenie.

Definicja 2.5 (implikacji) Dla dowolnej pary zdan (p,q), wypowied? p — q
bedziemy czytali

jesli p to ¢
1 nazywali implikacjg zdan p,q. Przyjmiemy, ze wypowiedZ p — q jest prawdziwa

doktadnie wtedy kiedy p = 0 oraz kiedy oba zdania sq¢ prawdziwe.

7
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Nastepujacy fakt (zostawiamy go jako ¢wiczenie) wyjasnia znaczenie symbolu
implikacji —
Fakt 2.5 Implikacja jest zdaniem logicznym, a wiec — jest funktorem dwuargu-
mentowym. Dla implikacji p — q tabela logiczna wygleda nastepujgco

plg|pP—4q
11 1
0]1 1
010 1
110 0

Uwaga 2.2 Piszgc, zZe funktor — jest nieintuicyjny mielismy oczywiscie na mysli
zapis drugi i trzeci powyzszej tabeli. Celem glebszej analizy tych i pozostatych
przypadkow zachecam do lektury mojej ksigzki ”Matematyka dyskretna dla infor-
matykow”.

Twierdzenie 2.4 (o implikacji) Dla dowolnych zdan p,q mamy:

1.
ﬁ((p —q)=(¢— p)>,
2
p—q=("p) Vg,
3.
~(p — @) =pA(~q) (zasada negacyi),
4

p — q = (—q) — (—p) (zasada transpozycji).

Dow6d Warunek pierwszy méwi, ze implikacja nie jest przemienna i wynika
wprost z analizy tabeli logicznej. Poniewaz zdanie (—p) V ¢ jest falszywe tylko
wtedy gdy p = 1, ¢ = 0, wiec warunek drugi jest prawdziwy. 7 prawa de
Morgana i warunku drugiego dostajemy zasade negacji implikacji—warunek trzeci.
Poniewaz

(=p)Va=qV(=p) ==(=q) V (—p) = (=q) — (—p),

dostajemy prawdziwos¢ warunku czwartego.

Zachecamy Czytelnika do wykazania prawdziwosci powyzszego twierdzenia
metoda tabeli logicznej.
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Uwaga 2.3 1. Wykazanie prawdziwosci implikacyi sprowadzaq sie tylko do po-
kazania, ze z prawdy wynika prawda.

2. 7 warunku pierwszego powyzszego twierdzenia widzimy, ze implikacja, jako
zdanie ztozone, wykazuje asymetrie. W praktyce oznacza to, Ze musimy
zwracaé baczng vwage na tresci zdan p i q i na ich kolejnosé w implikacyi.
Jesli zdanie p — q jest prawdziwe, to z prawdziwosci zdania p musi wy-
nikaé¢ prawdziwosé zdania q. Z tego powodu mowimy, zZe p jest warunkiem
dostatecznym dla q, ale nie koniecznie na odwrot.

3. Symbolem = bedziemy oznaczali funktor wynikania logicznego. Jesli napi-
szemy p = q, to bedzie to oznaczato, zZe zdanie p — q jest tautologig, a wiec
(patrz uwwaga wyzej) z prawdziwosci zdania p bedzie wynikala prawdziwosé
zdania q.

4. 7 zasady transponowania wynika, ze jesl implikacja p — q jest prawdziwa,
to jesl nie zajdzie zdanie q, to rowniez nie zajdzie zdania p. Dlatego
mowimy, zZe w tym przypadku zdanie q jest warynkiem koniecznym dla zda-
nia p. Zavwaimy, ze wtedy zdanie q jest stabsze od zdania p (bowiem q nie
musi implikowaé p).

5. Oznaczmy przez s dowolne zdanie, ktore jest falszywe. Bardzo czesto takie
zdanie nazywamy tez zdaniem sprzecznym. Zauwazimy, ze dla dowolnych
zdan p,q mamy tautologie zwang reductio absurdum, wazng w teorit dowo-
dzenia twierdzen

p—q={@A(-q) — s
Istotnie, jeslip — q jest prawdg, to z zasady negacji implikacji, p/A(—q) jest
falszem—zatem zdanie po prawej stronie jest prawdg. W sytuacji przeciwnej
implikacja (p A (—q)) — s jest falszem, poniewaz zdanie s jest sprzeczne.

6. Najwazniejszym zdaniem w teorit matematycznej jest twierdzenie matema-
tyczne. Jego struktura jest nastepujgca

Z =T,

gdzie zdanie Z nazywamy zatozeniem, zdanie T'-tezg twierdzenia.

Przyklad 2.1 Uzasadnié¢ za pomocg rachunku zdan, ze [p A (p — q)] = q.

Zgodnie ze znaczeniem funktora =, wystarczy pokazaé, Ze zdanie zloZone [p N
(p — q)] — q jest tautologiq. W tym celu przedstawimy implikacje za pomocg
alternatywy 1 skorzystamy z prawa de Morgana.
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Dostaniemy odpowiednio

[p/\(p—>Q)]—>qEﬁ<p/\(ﬁp\/Q))\/qEﬁpV(ﬁ(ﬁp\/Q))\/Q-

Po skorzystaniu z zasady tgcznosci © przemiennosci alternatywy oraz prawa de
Morgana bedziemy mogli napisac

A —a)]—a=((0)Va)V(pA-a).
co oznacza, ze zdanie po prawej stronie ma postac
(p—a)V(=p—q),

a to z kolei z zasady wylgczonego Srodka jest tautologig.

3 Predykat jako uogdlnienie zdania

Z wielu powodow na wypowiedz, a w szczegdlnosci na zdanie logiczne nalezy spoj-
rze¢ ogdlniej. Wyobrazmy sobie, ze z pewnych powodéw (np. zapomnieliSmy) w
wypowiedzi bedacej zdaniem logicznym pomineliSmy pewna cze$¢ mowy. Mozemy
zatem mie¢ do czynienia z nastepujaca sytuacja

2

"To przedstawienie rozpoczyna sie ... 7,

bowiem w chwili formutowania tej wypowiedzi by¢ moze nie znaliSmy terminu roz-
poczecia tego przedstawienia. Przeformulujmy te wypowiedz wypelniajac puste
miejsce w tej wypowiedzi symbolem ”x”. Dostaniemy wtedy konstrukcje

"To przedstawienie rozpoczyna si¢ X",

ktére symbolicznie oznaczymy dalej przez ¢(x). Z tresci wypowiedzi ¢(x) wynika,
ze za symbolem ”x” kryje si¢ jakas forma daty. Niech D oznacza pewna mnogosé
takich form dat. Wtedy dla ustalonego elementu x, € D wypowiedZ ¢(z,) staje
sie juz zdaniem logicznym. Dla przykladu biorac

x,="17 lutego br.”,
otrzymujemy wypowiedz

o(z,)="To przedstawienie rozpoczyna si¢ 17 lutego br. 7,

ktora jest zdaniem logicznym.
Prowadzi to nas do nastepujacej definicji

10
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Definicja 3.1 Kazdg wypowied? p(zx) dla x € D, ktora staje sie zdaniem logicz-
nym dla kazdej ustalonej wartosci x, € D nazywamy predykatem jednoargumento-
wym z dziedzing D. Wtedy x € D nazywamy zmienng lub argumentem predykatu

@.

Uwaga 3.1 Jesli piszemy p(z), to zakladamy, Ze argument x przyjmuje dowolne
wartosci z mnogosci D. Dlatego powinnismy pisaé o(x), © € D. Jest to inne
oznaczenie predykatu @. Natomiast zapis p(x,) oznacza, Ze argument x ma usta-
long wartosé x, 1 wtedy p(x,) jest zdaniem logicznym. Mozna powiedziec, ze p(z,)
jest wartoscig predykatu ¢ dla argumentu x,. W takim razie biorgc wartosé pre-
dykatu dla danego argumentu, zamieniamy predykat na zdanie logiczne. W tym
sensie predykat stanowi uogolnienie zdania logicznego.

Uwaga 3.2 Niech dany bedzie predykat ¢(x), x € D. Umdwimy sie, Ze biorgc
zdanie p(x,) dla pewnego z, € D, zdanie to bedzie prawdziwe. Analogicznie
piszgc —p(x1) dla pewnego x1 € D bedziemy zaktadali, Ze zdanie @(x1) jest
fatszywe.

Nastepujacy fakt thumaczy zasady konstruowania zdan z wykorzystaniem pre-
dykatu.

Fakt 3.1 Niech p(x), x € D bedzie predykatem. Wtedy nastepujgce dwie kon-
strukcje prowadzg do zdan logicznych:

1.

Veep @(2), (czyt. 7dla kazdego argumentu x zachodzi o(x)”),

Jeep p(x) (czyt. "istnieje co najmniej jeden argument x, Ze zachodzi p(x)”).

Uwaga 3.3 Sybmbol 3 uzyty powyzej nazywamy kwantyfikatorem szczegotowym.

Nastepujacy przyklad (zostawiamy go jako ¢wiczenie) dostatecznie wyjasnia
znaczenie powyzszych konstruke;ji.
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Przyklad 3.1 Niech predykat o bedzie okreslony na dziedzinie D ztoZonej ze
skonczonej ilosci elementow, powiedzmy a,b,c. Pokazaé, Ze

Veen p(z) = w(a) A p(b) A p(c).
Podobnie
Jeep @(x) = @(a) V (b)) V ¢(c).

Stad tatwo juz wyprowadzi¢ zasady negacji tych zdan—wystarczy skorzystac
ze znanych praw de Morgana. Mamy bowiem

Fakt 3.2

~(Veen #(@)) = Foep (@), ~(Zee 9(@)) = Vaen (-0(a)).

Przyklad 3.2 Wykorzystujec powyisze requty negacji wyjasné znaczenie potocz-
nego zwrotu "wyjgtek potwierdza requte”.
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