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1 Precyzja komunikowania siȩ

Każdy proces edukacji opiera siȩ na możliwości i potrzebie komunikowania siȩ.
W przypadku nauczania matematyki bardzo trafnie uja̧�l to wielki matematyk
polski Hugo Steinhaus, który na pytanie

Po co ludzie ucza̧ siȩ matematyki?

odpowiada�l

Żeby uczyć matematyki innych.

Zak�ladaja̧c, że werbalny (czyli przy użyciu jȩzyka naturalnego) sposób komu-
nikowania siȩ pomiȩdzy nauczaja̧cym i ucza̧cym siȩ stanowi podstawȩ w procesie
edukacji, stajemy przed potrzeba̧ precyzyjnego formu�lowania swoich myśli. Pre-
cyzyjnego, czyli jakiego? Spróbujmy najpierw odpowiedzieć sobie na pytanie
czym taka wypowiedź precyzyjna wyróżnia siȩ spośród pozosta�lych wypowiedzi.
Odpowiemy–na pewno tym, że spe�lnione sa̧ co najmniej nastȩpuja̧ce kryteria:

1. proces przekazu bȩdzie mia�l charakter merytoryczny,

2. proces przekazu bȩdzie wydajny w czasie,

3. bȩdzie umożliwia�l interakcjȩ ze strony s�luchacza,

4. bȩdzie wspomaga�l procesy myślowe towarzysza̧ce nauczaniu matematyki,
zwane potocznie myśleniem matematycznym, a wiȩc oparte na pojȩciu za�lo-
żenia, definicji, twierdzenia i umiejȩtności na tej podstawie wnioskowania,
stawiania hipotez, uogólniania,

5. adresatem procesu przekazu bȩdzie możliwie jak najwiȩksza grupa s�luchaczy.

Nie trudno zauważyć, że aby od wypowiedzi można by�lo oczekiwać takich
efektów powinna ona mieć pewna̧ w�lasność–powinna dać siȩ wycenić, co naj-
mniej w kategoriach prawdy albo fa�lszu. Mówia̧c inaczej, dla takiej wypowiedzi
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powinien być możliwy osa̧d, być może o charakterze apriori (czyli bez potrzeby
dowodzenia), albo o charakterze a posteriori (jako efekt procesu poznawczego),
którego efektem bȩdzie wartość logiczna takiej wypowiedzi. Upraszczaja̧c dalej
notacjȩ umówimy siȩ, że kategoriȩ prawda zakodujemy symbolem 1, kategoriȩ
fa�lsz symbolem 0. Jeśli przez p oznaczymy teraz nasza̧ wypowiedć, to oczeku-
jemy od niej aby można by�lo stwierdzić (być może z potrzeba̧ uzasadnienia), że
jest ona prawdziwa albo fa�lszywa, co bȩdziemy dalej zapisywali nastȩpuja̧co:

p ≡ 1, p ≡ 0.

Definicja 1.1 Każda̧ wypowiedź spe�lniaja̧ca̧ powyższe kryterium wyceny logicznej
bȩdziemy nazywali zdaniem logicznym.

Przyk�lad 1.1 Pokazać, że nie każde zdanie w rozumieniu gramatyki jȩzyka pol-
skiego jest zdaniem logicznym. Na tym i innych przyk�ladach przedyskutować
ograniczone znaczenie takich wypowiedzi w kontekście kryteriów zdefiniowanych
powyżej.

Przez L oznaczmy mnogość pewnych zdań logicznych. Jeśli teraz dane bȩdzie
zdanie logiczne p, to bȩdziemy pisali p ∈ L i bȩdziemy czytali p jest elementem
(należy do) mnogości L. W przeciwnym razie bȩdziemy pisali p /∈ L i czytali
p nie jest elementem (nie należy do) mnogości L. Dalej zdanie pojawiaja̧ce siȩ
w takim kontekście (jako samodzielne) bȩdziemy nazywali też zdaniem prostym.
Jeśli dla dwóch zdań p, q ∈ L ich wartości logiczne sa̧ jednakowe (moga̧ różnić siȩ
treściami), to powiemy, że zdania te sa̧ równoważne i bȩdziemy pisali p ≡ q.

Przyk�lad 1.2 Podać przyk�lady zdań równoważnych.

Przyk�lad 1.3 Uzasadnić, że równoważność zdań ma nastȩpuja̧ce w�lasności:

1.

∀p∈L p ≡ p,

2.

∀p,q∈L jeśli p ≡ q, to q ≡ p,

3.

∀p,q,r∈L jeśli p ≡ q i q ≡ r, to p ≡ r,

gdzie symbol ∀ czytamy ”dla każdego” i nazywamy kwantyfikatorem ogólnym.
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2 Zdanie z�lożone. Pojȩcie tautologii

Zbudujemy teraz gramatykȩ na zdaniach prostych–podaja̧c zasady i w�lasności
takich konstrukcji. Podstawowym pojȩciem bȩdzie dla nas pojȩcie funktora. Ze
wzglȩdu na jego zasiȩg możemy mówić o funktorach jednoargumentowych i dwu-
argumentowych.

Definicja 2.1 Funktorem jednoargumentowym na mnogości zdań L nazywamy
każde przyporza̧dkowanie f , które każdemu elementowi p ∈ L przyporza̧dkowuje
dok�ladnie jedno zdanie q ∈ L, które oznaczamy też f(p) i nazywamy zdaniem
z�lożonym odpowiadaja̧cym zdaniu p. Zapisujemy to też nastȩpuja̧co

L � p −→ f(p) = q ∈ L.

Ważnym przyk�ladem takiego funktora jest funktor negacji zwany też zaprze-
czeniem.

Definicja 2.2 Dla każdego zdania p niech ¬p oznacza wypowiedź, której treść
jest nastȩpuja̧ca

nie prawda, że p.

Wtedy ¬p bȩdziemy nazywali negacja̧ wypowiedzi p. Przyjmiemy, że wypowiedź
¬p jest prawdziwa (fa�lszywa), jeśli p jest zdaniem fa�lszywym (prawdziwym).

Fakt 2.1 Dla każdego zdania p, wypowiedź ¬p jest zdaniem logicznym. W takim
razie ¬ jest (jednoargumentowym) funktorem negacji.

Dowód Wynika wprost z powyższej definicji, która̧ możemy zapisać w postaci
tzw. tabeli logicznej

p ¬p
1 0
0 1

Nastȩpuja̧ce twierdzenie (dowód pozostawiamy Czytelnikowi) t�lumaczy pod-
stawowa̧ w�lasność funktora negacji
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Twierdzenie 2.1 Dla każdego zdania p mamy:

¬(¬p) ≡ p (zasada podwójnej negacji).

Zdanie z�lożone ¬(¬p) ≡ p wystȩpuja̧ce w powyższym twierdzeniu jest zawsze
prawdziwe, bez wzglȩdu na wartości logiczne zdania prostego. Dalej takie zdanie
bȩdziemy nazywali tautologia̧.

Uwaga 2.1 Z zasada̧ podwójnej negacji należy postȩpować bardzo ostrożnie. Pro-
blem polega na tym, że w gramatyce jȩzyka polskiej funkcjonuje ona niew�laściwie,
np. zamiast mówić ”mam nic”, mówimy, że ”nie mamy nic”. Z drugiej strony
bardzo czȩsto niew�laściwie stosujemy zasadȩ negacji, co w zestawieniu z wcześniejsza̧
uwaga̧ może rodzić określone komplikacje. Dok�ladniej, jeśli wypowiedź brzmi

”ten przedmiot jest koloru zielonego”,

bardzo czȩsto rezygnujemy z poprawnej konstrukcji negacji

”ten przedmiot nie jest koloru zielonego”

na korzyść wypowiedzi

”ten przedmiot jest niezielony”.

Czytelnikowi pozostawiamy uzasadnienie, że ostatnie dwie wypowiedzi nie sa̧ równo-
-ważne.

Przejdziemy teraz do omówienia funktorów dwuargumentowych. Pokażemy,
że z formalnego punktu widzenia można mówić tylko o dwóch takich funktorach,
aczkolwiek z praktycznego punktu widzenia warto myśleć, że jest ich sześć.

Definicja 2.3 (alternatywy) Ustalmy dwa zdania p, q ∈ L wed�lug porza̧dku: naj-
pierw zdanie p, potem zdanie q, co symbolicznie zapiszemy jako (p, q) i na-
zwiemy para̧ uporza̧dkowana̧ zdań p i q. Przyporza̧dkujmy takiej parze wypowiedź
r = f(p, q), która ma treść

p lub q.

Wypowiedź tȩ dalej bȩdziemy oznaczali p ∨ q i nazywali alternatywa̧ zdań p i q,
czyli r = f(p, q) = p ∨ q. Przyjmiemy, że p ∨ q ≡ 1 dok�ladnie wtedy, jeśli co
najmniej jedno ze zdań prostych jest zdaniem prawdziwym.
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Fakt 2.2 Dla dowolnych zdań p, q wypowiedź p ∨ q jest zdaniem logicznym, w
takim razie ∨ jest (dwuargumentowym) funktorem, zwanym też funktorem alter-
natywy.

Dowód Wystarczy zauważyć, że z definicji alternatywy mamy

p q p ∨ q
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Podstawowe tautologie zwia̧zane z funktorem alternatywy formu�luje kolejne
twierdzenie. Jego dowód pozostawiamy Czytelnikowi jako ćwiczenie.

Twierdzenie 2.2 Dla dowolnych zdań p, q, r mamy:

1.

p ∨ q ≡ q ∨ p (przemienność),

2.

p ∨ (q ∨ r) ≡ (p ∨ q) ∨ r (�la̧czność),

3.

p ∨ (¬p) ≡ 1 (zasada tertium non datur–wy�la̧czonego środka);

4.

p ∨ 0 ≡ p (zasada identyfikacji),

5.

p ∨ 1 ≡ 1 (zasada dominacji).

Wykorzystuja̧c teraz dwa zdefiniowane funktory: ¬ i ∨, zdefiniujemy nastȩpne
cztery funktory dwuargumentowe. Zaczniemy od funktora alternatywy wyklu-
czaja̧cej oznaczanej tutaj przez ⊕, gdzie wypowiedź p ⊕ q czytamy

p albo q
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i wyceniana jest wed�lug zasady

p ⊕ 1 ≡ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p ≡ 0,

p ⊕ 0 ≡ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p ≡ 1.

Jako ćwiczenie pozostawiamy do uzasadnienia nastȩpuja̧cy fakt

Fakt 2.3 Dla dowolnych dwóch zdań p i q mamy

p ⊕ q ≡ ¬(p ≡ q).

Weźmy teraz zdanie

¬
(

(¬p) ∨ (¬q)
)
.

Nietrudno jest zauważyć (pozostawiamy to Czytelnikowi), że zdanie to jest praw-
dziwe dok�ladnie wtedy gdy oba zdania p, q sa̧ prawdziwe. Traktuja̧c ostatni zapis
i stwierdzenie jako macro, w tym sensie zdefiniujemy nowy funktor, zwany funk-
torem koniunkcji, oznaczany przez ∧ nastȩpuja̧co

Definicja 2.4 (koniunkcji) Dla dowolnej pary zdań (p, q), wypowiedź p∧q bȩdziemy
czytali

p i q

i nazywali koniunkcja̧ zdań p, q. Przyjmiemy, że wypowiedź p ∧ q jest prawdziwa
dok�ladnie wtedy kiedy oba zdania sa̧ prawdziwe.

Jako ćwiczenie zostawiamy Czytelnikowi do uzasadnienia kolejny fakt

Fakt 2.4 Dla dowolnych dwóch zdań koniunkcja jest zdaniem logicznym. Dlatego
∧ jest funktorem dwuargumentowym.

Podobnie jako ćwiczenie zostawiamy do wykazania prawdziwość nastȩpuja̧cego
twierdzenia

Twierdzenie 2.3 Dla dowolnych zdań p, q, r mamy:

1.

p ∧ q ≡ q ∧ p (przemienność),
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2.

p ∧ (q ∧ r) ≡ (p ∧ q) ∧ r (�la̧czność),

3.

p ∧ 1 ≡ p (zasada identyfikacji),

4.

p ∧ 0 ≡ 0 (zasada dominacji),

5.

p ∧ (¬p) ≡ 0 (zasada sprzeczności) .

Na uwagȩ zas�luguje jeszcze jedna tautologia maja̧ca zwia̧zek z funktorami ∨
i ∧–zasada negacji tych funktorów. Wróćmy do zdania z�lożonego ¬

(
(¬p)∨(¬q)

)
.

Jak wiemy

p ∧ q ≡ ¬
(

(¬p) ∨ (¬q)
)

zachodzi dla dowolnych zdań p, q. Korzystaja̧c z zasady podwójnej negacji,
ostatni zwia̧zek możemy zapisać nastȩpuja̧co

¬
(
p ∧ q

)
≡ (¬p) ∨ (¬q),

co oznacza, że negacja̧ koniunkcji zdań jest alternatywa negacji tych zdań. Tau-
tologiȩ tȩ nazywamy prawem de Morgana. Jako ćwiczenie pozostawiamy Czytel-
nikowi sformu�lowanie i uzasadnienie drugiego prawa de Morgana (zasady negacji
alternatywy).

Ostatni funktor, jako najmniej intuicyjny, jest najtrudniejszy. Z drugiej strony
jego rola w matematyce jest najwiȩksza. Dlatego zwrócimy szczególna̧ uwagȩ na
jego znaczenie i sposób pos�lugiwania siȩ. Wcześniej sygnalizowalísmy, że funktor
ten da siȩ pozyskać konstruuja̧c odpowiednie macro z funktorów negacji i alter-
natywy. Wyja̧tkowo odwrócimy zapowiadany scenariusz–najpierw zdefiniujemy
ten funktor, a dopiero na koniec zwrócimy uwagȩ na jego pochodzenie.

Definicja 2.5 (implikacji) Dla dowolnej pary zdań (p, q), wypowiedź p → q
bȩdziemy czytali

jeśli p to q

i nazywali implikacja̧ zdań p, q. Przyjmiemy, że wypowiedź p → q jest prawdziwa
dok�ladnie wtedy kiedy p ≡ 0 oraz kiedy oba zdania sa̧ prawdziwe.
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Nastȩpuja̧cy fakt (zostawiamy go jako ćwiczenie) wyjaśnia znaczenie symbolu
implikacji →
Fakt 2.5 Implikacja jest zdaniem logicznym, a wiȩc → jest funktorem dwuargu-
mentowym. Dla implikacji p → q tabela logiczna wygla̧da nastȩpuja̧co

p q p → q
1 1 1
0 1 1
0 0 1
1 0 0

Uwaga 2.2 Pisza̧c, że funktor → jest nieintuicyjny mielísmy oczywíscie na myśli
zapis drugi i trzeci powyższej tabeli. Celem g�lȩbszej analizy tych i pozosta�lych
przypadków zachȩcam do lektury mojej ksia̧żki ”Matematyka dyskretna dla infor-
matyków”.

Twierdzenie 2.4 (o implikacji) Dla dowolnych zdań p, q mamy:

1.

¬
(

(p → q) ≡ (q → p)
)
,

2.

p → q ≡ (¬p) ∨ q,

3.

¬(p → q) ≡ p ∧ (¬q) (zasada negacji),

4.

p → q ≡ (¬q) → (¬p) (zasada transpozycji).

Dowód Warunek pierwszy mówi, że implikacja nie jest przemienna i wynika
wprost z analizy tabeli logicznej. Ponieważ zdanie (¬p) ∨ q jest fa�lszywe tylko
wtedy gdy p ≡ 1, q ≡ 0, wiȩc warunek drugi jest prawdziwy. Z prawa de
Morgana i warunku drugiego dostajemy zasadȩ negacji implikacji–warunek trzeci.
Ponieważ

(¬p) ∨ q ≡ q ∨ (¬p) ≡ ¬(¬q) ∨ (¬p) ≡ (¬q) → (¬p),

dostajemy prawdziwość warunku czwartego.

Zachȩcamy Czytelnika do wykazania prawdziwości powyższego twierdzenia
metoda̧ tabeli logicznej.
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Uwaga 2.3 1. Wykazanie prawdziwości implikacji sprowadzaq siȩ tylko do po-
kazania, że z prawdy wynika prawda.

2. Z warunku pierwszego powyższego twierdzenia widzimy, że implikacja, jako
zdanie z�lożone, wykazuje asymetriȩ. W praktyce oznacza to, że musimy
zwracać baczna̧ uwagȩ na treści zdań p i q i na ich kolejność w implikacji.
Jeśli zdanie p → q jest prawdziwe, to z prawdziwości zdania p musi wy-
nikać prawdziwość zdania q. Z tego powodu mówimy, że p jest warunkiem
dostatecznym dla q, ale nie koniecznie na odwrót.

3. Symbolem ⇒ bȩdziemy oznaczali funktor wynikania logicznego. Jeśli napi-
szemy p ⇒ q, to bȩdzie to oznacza�lo, że zdanie p → q jest tautologia̧, a wiȩc
(patrz uwaga wyżej) z prawdziwości zdania p bȩdzie wynika�la prawdziwość
zdania q.

4. Z zasady transponowania wynika, że jeśli implikacja p → q jest prawdziwa,
to jeśli nie zajdzie zdanie q, to również nie zajdzie zdania p. Dlatego
mówimy, że w tym przypadku zdanie q jest warynkiem koniecznym dla zda-
nia p. Zauważmy, że wtedy zdanie q jest s�labsze od zdania p (bowiem q nie
musi implikować p).

5. Oznaczmy przez s dowolne zdanie, które jest fa�lszywe. Bardzo czȩsto takie
zdanie nazywamy też zdaniem sprzecznym. Zauważmy, że dla dowolnych
zdań p, q mamy tautologiȩ zwana̧ reductio absurdum, ważna̧ w teorii dowo-
dzenia twierdzeń

p → q ≡ (p ∧ (¬q)) → s.

Istotnie, jeśli p → q jest prawda̧, to z zasady negacji implikacji, p∧(¬q) jest
fa�lszem–zatem zdanie po prawej stronie jest prawda̧. W sytuacji przeciwnej
implikacja (p ∧ (¬q)) → s jest fa�lszem, ponieważ zdanie s jest sprzeczne.

6. Najważniejszym zdaniem w teorii matematycznej jest twierdzenie matema-
tyczne. Jego struktura jest nastȩpuja̧ca

Z ⇒ T,

gdzie zdanie Z nazywamy za�lożeniem, zdanie T–teza̧ twierdzenia.

Przyk�lad 2.1 Uzasadnić za pomoca̧ rachunku zdań, że [p ∧ (p → q)] ⇒ q.

Zgodnie ze znaczeniem funktora ⇒, wystarczy pokazać, że zdanie z�lożone [p∧
(p → q)] → q jest tautologia̧. W tym celu przedstawimy implikacjȩ za pomoca̧
alternatywy i skorzystamy z prawa de Morgana.
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Dostaniemy odpowiednio

[p ∧ (p → q)] → q ≡ ¬
(
p ∧ (¬p ∨ q)

)
∨ q ≡ ¬p ∨

(
¬(¬p ∨ q)

)
∨ q.

Po skorzystaniu z zasady �la̧czności i przemienności alternatywy oraz prawa de
Morgana bȩdziemy mogli napisać

[p ∧ (p → q)] → q ≡
(

(¬p) ∨ q
)
∨

(
p ∧ (¬q)

)
,

co oznacza, że zdanie po prawej stronie ma postać

(p → q) ∨ (¬(p → q)),

a to z kolei z zasady wy�la̧czonego środka jest tautologia̧.

3 Predykat jako uogólnienie zdania

Z wielu powodów na wypowiedź, a w szczególności na zdanie logiczne należy spoj-
rzeć ogólniej. Wyobraźmy sobie, że z pewnych powodów (np. zapomnielísmy) w
wypowiedzi bȩda̧cej zdaniem logicznym pominȩlísmy pewna̧ czȩść mowy. Możemy
zatem mieć do czynienia z nastȩpuja̧ca̧ sytuacja̧

”To przedstawienie rozpoczyna siȩ ... ”,

bowiem w chwili formu�lowania tej wypowiedzi być może nie znalísmy terminu roz-
poczȩcia tego przedstawienia. Przeformu�lujmy tȩ wypowiedź wype�lniaja̧c puste
miejsce w tej wypowiedzi symbolem ”x”. Dostaniemy wtedy konstrukcjȩ

”To przedstawienie rozpoczyna siȩ x”,

które symbolicznie oznaczymy dalej przez ϕ(x). Z treści wypowiedzi ϕ(x) wynika,
że za symbolem ”x” kryje siȩ jakaś forma daty. Niech D oznacza pewna̧ mnogość
takich form dat. Wtedy dla ustalonego elementu xo ∈ D wypowiedź ϕ(xo) staje
siȩ już zdaniem logicznym. Dla przyk�ladu biora̧c

xo=”17 lutego br.”,

otrzymujemy wypowiedź

ϕ(xo)=”To przedstawienie rozpoczyna siȩ 17 lutego br. ”,

która jest zdaniem logicznym.
Prowadzi to nas do nastȩpuja̧cej definicji
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Definicja 3.1 Każda̧ wypowiedź ϕ(x) dla x ∈ D, która staje siȩ zdaniem logicz-
nym dla każdej ustalonej wartości xo ∈ D nazywamy predykatem jednoargumento-
wym z dziedzina̧ D. Wtedy x ∈ D nazywamy zmienna̧ lub argumentem predykatu
ϕ.

Uwaga 3.1 Jeśli piszemy ϕ(x), to zak�ladamy, że argument x przyjmuje dowolne
wartości z mnogości D. Dlatego powinnísmy pisać ϕ(x), x ∈ D. Jest to inne
oznaczenie predykatu ϕ. Natomiast zapis ϕ(xo) oznacza, że argument x ma usta-
lona̧ wartość xo i wtedy ϕ(xo) jest zdaniem logicznym. Można powiedzieć, że ϕ(xo)
jest wartościa̧ predykatu ϕ dla argumentu xo. W takim razie biora̧c wartość pre-
dykatu dla danego argumentu, zamieniamy predykat na zdanie logiczne. W tym
sensie predykat stanowi uogólnienie zdania logicznego.

Uwaga 3.2 Niech dany bȩdzie predykat ϕ(x), x ∈ D. Umówimy siȩ, że biora̧c
zdanie ϕ(xo) dla pewnego xo ∈ D, zdanie to bȩdzie prawdziwe. Analogicznie
pisza̧c ¬ϕ(x1) dla pewnego x1 ∈ D bȩdziemy zak�ladali, że zdanie ϕ(x1) jest
fa�lszywe.

Nastȩpuja̧cy fakt t�lumaczy zasady konstruowania zdań z wykorzystaniem pre-
dykatu.

Fakt 3.1 Niech ϕ(x), x ∈ D bȩdzie predykatem. Wtedy nastȩpuja̧ce dwie kon-
strukcje prowadza̧ do zdań logicznych:

1.

∀x∈D ϕ(x), (czyt. ”dla każdego argumentu x zachodzi ϕ(x)”),

2.

∃x∈D ϕ(x) (czyt. ”istnieje co najmniej jeden argument x, że zachodzi ϕ(x)”).

Uwaga 3.3 Sybmbol ∃ użyty powyżej nazywamy kwantyfikatorem szczegó�lowym.

Nastȩpuja̧cy przyk�lad (zostawiamy go jako ćwiczenie) dostatecznie wyjaśnia
znaczenie powyższych konstrukcji.
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3 PREDYKAT JAKO UOGÓLNIENIE ZDANIA

Przyk�lad 3.1 Niech predykat ϕ bȩdzie określony na dziedzinie D z�lożonej ze
skończonej ilości elementów, powiedzmy a, b, c. Pokazać, że

∀x∈D ϕ(x) ≡ ϕ(a) ∧ ϕ(b) ∧ ϕ(c).

Podobnie
∃x∈D ϕ(x) ≡ ϕ(a) ∨ ϕ(b) ∨ ϕ(c).

Sta̧d �latwo już wyprowadzić zasady negacji tych zdań–wystarczy skorzystać
ze znanych praw de Morgana. Mamy bowiem

Fakt 3.2

¬
(
∀x∈D ϕ(x)

)
= ∃x∈D

(
¬ϕ(x)

)
, ¬

(
∃x∈D ϕ(x)

)
= ∀x∈D

(
¬ϕ(x)

)
.

Przyk�lad 3.2 Wykorzystuja̧c powyższe regu�ly negacji wyjaśnć znaczenie potocz-
nego zwrotu ”wyja̧tek potwierdza regu�lȩ”.
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