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1 Pojecie zbioru

Zbiér jest najwazniejszym pojeciem matematycznym. Bez tego pojecia trudno
wyobrazi¢ sobie wspélczesng matematyke i dydaktyke matematyczna. Jak pokaze-
my to w kolejnym wyktadzie, bez tego pojecia trudno byloby tez operowac pojeciem
liczby. Jednym z powodow takiego stanu rzeczy jest to, ze w matematyce zbior
jest pojeciem pierwotnym, a wiec nie wymagajacym definicji. Postuluje sie, ze
istnieje co najmniej jeden zbiér. Nazwa zbior odnosi sie zaréwno do obiektu
jak i do mnogosci. W takim razie zbior (jako obiekt) identyfikowany jest poprzez
swoja nazwe, z kolei jako mnogosé poprzez elementy (sktadajace si¢ na ten zbidr).
Przyjeto, ze zbiory oznaczamy duzymi literami. W takim razie A moze by¢ nazwa
zbioru. Konsekwentnie dowolny element zbioru A oznaczany jest odpowiednikiem
w postaci malej litery. Jesli w kontekscie zbioru A pojawi sie symbol a, to nalezy
traktowaé¢ a jako element zbioru A, co bedziemy zapisywali a € A. W takim
razie nalezy wzia¢ pod uwage przypadek, kiedy mamy do czynienia z obiektem
typu zbidr, ale bez efektu mnogosci. O takim zbiorze powiemy, ze jest zbiorem
pustym 1 oznaczymy go przez (). W przeciwnym razie bedziemy méwili, ze mamy
do czynienia ze zbiorem niepustym. Wtedy dla takiego zbioru A, warunek a € A
zachodzi co najmniej dla jednego elementu a.

Dalej wygodniej bedzie nam przyjac¢ koncepcje zbioru uniwersalnego, a wigc
takiego, ze kazdy niepusty zbiér A sktada sie tylko z elementow tego zbioru. Ten
zbiér uniwersalny oznaczymy przez X. Wtedy dla elementu x € X i zbioru A,
warunek z € A jest zdaniem logicznym, bowiem zgodnie z powyzszym zalozeniem,
albo z jest elementem zbioru A, albo nie. Przyjmiemy zasade, ze o ile napiszemy
x € A, to zdanie to bedzie prawdziwe. W takim razie

“(reA)=x¢ A,

gdzie x ¢ A oznacza, ze x nie jest elementem zbioru A.

Z punktu widzenia atrybutu mnogosci, zbiory dzielimy na zbiory skorczone
i nieskoriczone, czyli takie ktére nie sa skonczone, gdzie skoriczonosé zbioru
rozumiana jest jako wlasno$é¢ zbioru pozwalajaca na identyfikacje zbioru po-
przez przedstawienie jego wszystkich elementow. Jesli zbiér A jest skonczony,
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to mozemy wtedy napisac
A={a,b,c},

co oznacza, ze A jest zbiorem trzy—elementowym. I ogdlnie, powiemy, ze A jest
zbiorem n—elementowym, jesli

A= {a17a25"'7an}a

gdzie a; oznacza tylko nazwe elementu, a nie np. miejsce jakie element ten

zajmuje w zbiorze. Wtedy miare liczebnosci takiego zbioru oznaczymy przez |A|

i nazwiemy jego mocg, gdzie dla kompletnosci rozwazan przyjmuje sig, ze |(}] = 0.
Z definicji przyjmiemy, ze dla dowolnych zbioréow A, B

A= B wtedy i tylko wtedy, gdy Vaex (:c cA=zc B).

Bedziemy wtedy mowili, ze zbior A jest réwny zbiorowi B.

Fakt 1.1 Jesli |A| # |B|, to A # B.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢ (dlaczego?), ze z definicji mocy zbioru wynika,
ze jesli dwa zbiory sa sobie rowne, to maja jednakowa moc.

Przyklad 1.1 Czy prawdziwa jest nastepujgca wersja powyzszego faktu: jesli
|A| = |B|, to A= B.

Problem pojawia sie w chwili, kiedy zbiér A nie ma wtasnosci zbioru skonczone-
go, czyli jest zbiorem nieskonczonym. Z jednej strony takie zbiory istnieja, o czym
szczegolowo powiemy pozniej, z drugiej strony nie ma sposobu aby takie zbiory
zidentyfikowa¢ poprzez wypisanie wszystkich ich elementéw. Prowadzi to nas to
konkluzji-musi istnie¢ inny, bardziej uniwersalny sposéb identyfikowania zbioru
z punktu widzenia aspektu mnogosciowego. Czas aby ten sposéb zaprezentowac.
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2 Jakosciowy opis zbioru

Dotychczasowe podejécie do pojecia zbioru miato charakter ilosciowy. Jak za-
uwazylismy taki sposéb sprawdza sie tylko w przypadku zbioréw skonczonych.
Zademonstrujemy teraz podejscie uniwersalne, po raz pierwszy zaproponowane
przez matematyka francuskiego G. Cantora, bazujace na znanym nam pojeciu
predykatu.

Niech ¢ oznacza predykat okreslony na zbiorze X oraz A oznacza zbiér ztozony
z tych i tylko tych elementow z zbioru X, ktére maja te wlasnosé, ze zachodzi
o(z), czyli jest zdaniem prawdziwym, co zapiszemy

A={z e X: p(2)}.

Na odwrét ustalmy zbiér A. Wezmy (mozna pokazaé, ze taki predykat ist-
nieje) dowolny predykat ¢4 okreslonym na zbiorze X, ze pa(xz) =1, jesli x € A
i odpowiednio @4 (z) =0, jesli « ¢ A. UdowodniliSmy w ten sposéb podstawowe
twierdzenie

Twierdzenie 2.1 (Cantora) Istnieje wzajemna odpowiednio$¢é pomiedzy zbio-
rami zawartymi w X a predykatami okreslonymi na zbiorze X. W szczegdlnoSci
dla kazdego takiego zbioru A mamy A ={x € X: pa(x)} dla pewnego predykatu

PA-

Przyklad 2.1 Niech A = {a,b,c}. Podaé przykltad predykatu v 4.

Zavwazmy, (dlaczego?) ze wystarczy wzigé

oa(r)="z=a" Vv "x=V "Te=¢"dlax e X.
I ogélnie powtarzajac konstrukcje z powyzszego przykladu, mozna opisaé¢ do-
wolny zbiér skonczony, w szczegdlnosci zbior pusty.

3 Rachunek zbiorow

Pokazemy teraz korzysci wynikajace z jako$ciowego opisu zbioru. Dla zbioréw
A, B bedziemy pisali A C B, jesli

Veiex t€ A=z €B

i bedziemy czytali ”zbiér A jest zawarty w zbiorze B”.
Zauwazmy, ze
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Fakt 3.1 1.

VA(DCA,

A=B = ACB1iBCA.

Dla ustalonego zbioru A wezmy teraz zbiér C' okredlony nastepujaco
{re X: =(x e A)}.
Z definicji zbioru C' wynika, ze
1.

reC =z ¢A,

Veex t€ AV xeC.

Dalej zbiér C' bedziemy oznaczali przez A° i nazywali dopelnieniem (wzgledem
X ) zbioru A. Na dopelnienie zbioru nalezy spojrze¢ jak na wynik jednoargumen-
towego dziatania mnogosciowego zwanego tez dopetnieniem mnogosciowym. Opis
jakosciowy zbioru jakim postuzylismy sie pokazuje, ze dziatanie to jest odpowied-
nikiem jednoargumentowego funktora na zdaniach-negacji. Co wigcej, opis ten
zapewnia dziedziczenie wszystkich tautologii rachunku zdan. W szczegdlnosci
mamy (patrz tez punkt (1)) nastepujaca wlasnosé dopetnienia

(AC>C — A

odpowiadajaca zasadzie podwdéjnej negacji. Pokazemy teraz w jaki sposéb przettu-
maczy¢ takie funktory jak: VvV, A, w efekcie definiujac przyklady dwuargumento-
wych dziatan mnogosSciowych.

Ustalmy dwa zbiory

A={reX: pa(z)}, B={reX: pp(z)}
odpowiadajace odpowiednio predykatom ¢4 i ¢p. Definiujemy dwa nowe zbiory
D={zeX: ps(z)Vop(x)}, E={zeX: pas(x)Npp(z)}.
Zauwazmy, ze

r€E€D =xcAlubx e Borazx e FE =x € Aix €B.
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Dalej zbiory te bedziemy oznaczali odpowiednio
D=AUBoraz FE=ANB,

i nazywali sumg mnogoSciowg i iloczynem mmnogoSciowym, natomiast symbole U
i N beda oznaczaly dwuargumentowe dzialania mnogosciowe: sume i iloczyn.
Skoro tak, to tautologie prawdziwe dla alternatywy i koniunkcji maja swoje
mnogosciowe wersje, ktére sformutujemy w postaci nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie 3.1 Dia dowolnych zbiorow A, B i C' mamy:

1.
AUB=BUA, ANB = BN A (przemiennosc),
2.
(AUB)UC =AU (BUC), (ANnB)NC =AN(BNC) (lgcznosd),
3.
AUX =X, AN0 =0 (zasada dominacji),
/.
AU =A, AnX = A (zasada identyfikacji),
d.

AUA® = X, ANA°® =0 (zasada wytgczonego srodka i zasada sprzecznosci),

(AUB) = A°N B, (AN B)° = A°U B° (prawa de Morgana),

AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC) = (AUB)N(AUC) (rozdzielnos¢).

Przyklad 3.1 Wykorzystujac pojecie diagramu Vienna (patrz np. ”Matematyka
dyskretna dla informatykow”) zilustrowaé zasady rachunku zbioréw opisane w
powyzszym twierdzeniu.
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Przyklad 3.2 Pokazaé, ze dla dowolnych podzbiorow A © B zbioru X
ANB°=(0=AC B.

Metoda 1 diagram Vienna (zostawiamy Czytelnikowi).

Metoda 2 rachunek zdan:

réwnosé AN B¢ = () potraktujemy jako zdanie prawdziwe i pokazemy, ze implikuje
ono prawdziwosé zdania A C B i na odwrdt. Niech wiec prawdg bedzie, ze zbiory
A i B¢ sq rozlgczne. Gdyby zdanie A C B nie bylo prawdziwe, to z definicji
inkluzji znajdzie sie co nagmniej jeden element x, € X taki, ze x, € A i =(x, €
B). Ale wtedy x, € ANBC, co przeczy zatozeniu. W takim razie z zasady reductio
absurdum wynika, Ze zdanie A N B¢ = () implikuje logicznie zdanie A C B, co
konczy te czesé dowodu.

Jesli teraz prawdg jest, ze A C B, to Zaden element zbioru B¢ nie moze byc
elementem zbioru A—w przeciwnym razie gdyby dla pewnego x, € B¢, x, € A, to
2 zatozenia x, € B, co z zasady sprzecznosci jest niemozliwe i konczy dowod.

W rachunku zbioréw wygodnie jest zdefiniowaé jeszcze jedno dziatanie-rdznice
mnogosciowg oznaczane przez \, gdzie

A\ B=AnNB-.

Przyklad 3.3 Pokazaé, ze dla dowolnych dwdch zbiorow A, B mamy
A\ B=A\(ANB).
Z definicji roznicy mnogosciowej © prawa de Morgana
A\ (ANB)=AN(ANB) = An(A°U B°).

Z zasady rozdzielnosci tloczynu mnogosciowego wzgledem sumy i zasady sprzecznosci
dostaniemy

A\ (ANB)=(ANA YU (AN B =0U (AN B°).
Wreszcie z zasady identyfikacyi
A\ (ANB)=AnNB,

co nalezato pokazac.
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Przyklad 3.4 Pokazaé, ze dla dowolnych zbiorow A, B mamy
AUB=(A\(ANB))U(B\(ANB))U(ANDB).
Z poprzedniego przyktadu wystarczy pokazad, Ze
AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB),

gdzie dowaod ostatniej rownosci pozostawiamy Czytelnikow:.

Przyklad 3.5 Uzsadnié, ze dla dowolnych zbiorow skorniczonych A, B
|AUB| = |A| +|B| —|AN B|.

Jesli AN B = 0, to powyzszy wzor jest prawdziwy. W przeciwnym razie
skorzystamy z wyniku ostatniego przyktadu, w ktorym pokazalismy, ze AUB mozna
przedstawié jako sume parami roztgcznych zbiorow. Dlatego

JAUB| = |A\(ANB)|+|B\(ANB)|+|AN B|.

Poniewaz dla dowolnych dwoch zbiorow skonczonych E., F takich, ze E C F,
|F'\ E| = |F| — |E| (dlaczego?), z ostatniej réwnosci dostaniemy

JAUB| = |A|— |ANB| +|B| - |AnNB|+|ANB| = |A| + |B| - |AN B.

Na koniec zdefiniujemy jeszcze jedno bardzo wazne dziatanie mnogosciowe—
tloczyn kartezjanski. Poniewaz natura tego dzialania rézni sie istotnie od poprzed-
nich, zaczniemy wszystko od poczatku. Niech X ma dotychczasowe znaczenie.
Wezmy dwa elementy z,y € X, gdzie by¢ moze x = y. Efektem uporzadkowania
tych elementéw bedzie wtedy para uporzedkowana, ktéra zapiszemy (z,y), o ile
sposrod tych dwéch wybranych, element x wybraliémy jako pierwszy. Definiu-
jemy nowy zbior, ktoéry oznaczymy przez X x X nastepujaco

X x X ={(z,y): =,y € X}.

Tak zdefiniowany zbior bedzie pelit w dalszym ciagu role zbioru uniwersalnego.
Jedli teraz A, B C X, to iloczynem kartezjanskim zbioru A i B nazywamy zbiér

AxB={(z,y) e X xX: z€ A Ny € B},

o ile oba zbiory sa niepuste. W przeciwnym razie przyjmiemy, ze A x B = ().

Przyklad 3.6 Dane sqg dwa zbiory skonczone A, B o mocy odpowiednio réownej
|A| i |B|. Wyznaczyé moc zbioru A X B.

Nalezy zawwazyé, ze kazdemu elementowi a € A odpowiada |B| réznych ele-
mentow zbioru A X B. Poniewaz réznym elementom zbioru A odpowiadajg rézne
elementy zbioru A X B, moc tego zbioru wynosi |Al - |B.



