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1 Pojecie liczby

Zaprezentujemy tzw. kardynale podejscie do teorii liczb oparte na pojeciu mocy
zbioru, o czym mowiliémy na poprzednim wyktadzie. Wezmy dowolny zbiér jed-
noelementowy A, czyli taki, ze A = {a} dla pewnego a € X.

Definicja 1.1 Moc tego zbioru |A| nazwiemy liczbg i oznaczymy jg symbolem 1.

Wezmy drugi zbiér jednoelementowy B = {b} dla pewnego b # a, b € X.
Wtedy, poniewaz A N B = (), z faktu pokazanego na wykladzie 3 wynika, ze moc
zbioru AU B jest rézna od mocy zbioru A.

Definicja 1.2 Moc zbioru AUB nazwiemy liczbg nastepujgcq po liczbie 1 1 ozna-
czymy jg przez 2.

I ogdlnie, jesli A jest niepustym zbiorem skonczonym, to moc zbioru |A]
bedziemy nazywali liczbg, natomiast moc zbioru {c} U A, gdzie ¢ ¢ A jest dowol-
nym elementem X, bedziemy nazywali liczbg nastepujgcg po liczbie |A|.

Definicja 1.3 Nastepnik liczby 2 oznaczymy przez 3, liczby 3 przez 4, liczby 4
przez 5, liczby 5 przez 6, liczby 6 przez 7, liczby 7 przez 8, liczby 8 przez 9.

Uwaga 1.1 Dalej symbol j € {1,2,...,9} bedziemy tez nazywali cyfrg, o ile nie
wspomnimy o nim jawnie, ze oznacza liczbe, bgdZ w sytuacyi kiedy uzyjemy go w
zapisie co najmmnie) dwukrotnie, piszgc np. 23. Umowimy sie tez, ze zrezygnujemy
2 kroju bold na korzys¢ normalnego.
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Niech teraz X oznacza zbidr, ktorego elementami sa wszystkie zbiory skoniczone.
Gdyby X byt zbiorem skonczonym, to X € X, co jest niemozliwe. Dlatego X
jest zbiorem nieskoniczonym. Wezmy teraz zbiér N zlozony z mocy wszystkich
skoniczonych niepustych podzbioréow zbioru X.

Mamy wiec

n€N=3Jyex, azo n=|A],

gdzie, jesli dla liczb n, m odpowiadajace im zbiory sa jedakowo liczne (bedziemy
mowili réwnoliczne), to bedziemy pisali n = m.
Zachodzi nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 1.1 (o zbiorze liczb naturalnych)
1.

1 €N,

V,neN=n N,

gdzie n' oznacza nastepnik n.

Dowdd. Uzasadnienia wymaga tylko prawdziwos$¢ implikacji
neN-—-neN

dla dowolnej liczby n € N. W tym celu zatozymy, ze zdanie n € N jest prawdziwe.
Pokazemy, ze istnieje zbiér C, ze |C| = n'/. 7Z zalozenia dla pewnego zbioru
skoriczonego A, n = |A|. Z definicji zbioru X istnieje zbiér B bedacy elementem
zbioru X réznym od A. Poniewaz A i B sa zbiorami, oznacza to, ze dla tych

zbior6w A # B. Mozemy zalozy¢, ze B\ A # (). Niech b € B\ A. Wtedy
|A U {b}| jest naste¢pnikiem n, co nalezalo pokazac.

Dalej elementy zbioru N bedziemy nazywali liczbami naturalnymi, zbiér N—
zbiorem liczb naturalnych.

Whiosek 1.1 Zbior N jest zbiorem nieskonczonym.

Dowéd.  Przypusémy, ze N jest zbiorem skonczonym. 7 twierdzenia 1.1
wszystkie elementy zbioru N mozna wtedy uporzadkowac¢ zaczynajac od liczby 1
i biorac kolejne nastepniki kolejnych liczb, co zapiszemy w postaci

1,2,...,n.
Z twierdzenia 1.1 n ma swdj nastepnik n’. 7 definicji nastepnika wynika, ze
n' ¢ {1,2,...,n}, co oznacza, ze zalozenie o zbiorze N jest falszywe, co koriczy
dowdd.
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2 Zasada indukcji matematycznej
Dla n € N, niech n + 1 oznacza nastepnik liczby n, czyli
n+1l:=n'.

Analogicznie przez n — 1 oznaczmy liczbe naturalna, ktorej nastepnikiem jest
liczba n. Na mocy powyzszego mozemy wtedy napisac

(n—1)+1=n.

Dalej bedziemy wielokrotnie wykorzystywali podstawowe twierdzenie o licz-
bach naturalnych zwane zasadg indukcji matematycznej

Twierdzenie 2.1 (zasada indukcji matematycznej ZIM) Niech ¢ oznacza forme
zdaniowgq okreslong na N. Wtedy

(1) A Facrs (2(n) = 60 +1))) = Vaen ¢(n).

Uwaga 2.1 ZIM ma swojg naturalng interpretacje wynikajecg z zabawy pole-
gajace] na uktadaniu kostek domina.

Pokazemy jak ZIM mozna wykorzysta¢ dla dowodu nastepujacego faktu

Fakt 2.1 Dla kazdej liczby naturalnej n # 1 istnieje doktadnie jedna liczba n—1,
ktorg bedziemy nazywali poprzednikiem liczby n, czyli

Vienm+1l=n=m=n—1.

Dowdd. Niech dla n € N\ {1}, ¢(n) oznacza, ze liczba n ma swéj jedyny
poprzednik. Z definicji wynika, ze ¢(2), bowiem tylko 1 + 1 = 2. Niech dla
n € N\ {1} zachodzi ¢(n), czyli n ma swdj jedyny poprzednik. Pokazemy, ze
nastepnik n + 1 liczby n tez ma swoj jedyny poprzednik. Z definicji n jest tym
poprzednikiem. Gdyby istnial inny poprzednik n + 1, powiedzmy m, to m — 1
bytby poprzednikiem liczby n, co na mocy zalozenia oznacza, ze n — 1 =m — 1.
Z definicji poprzednika, oznacza to z kolei, ze n = m, co jest niemozliwe. Zatem
z ZIM kazda liczba n € N\ {1} ma swdj jedyny poprzednik.

Whniosek 2.1 Dia kazdej liczby naturalnej n istnieje doktadnie jeden jej nastepnik,
czyli
Voenm—1=n=m=n+1.
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Whniosek 2.2 Dia kazdej liczby naturalnej n
n=_C..(1+1)+1)...+1),

gdzie w powyzszym wzorze symbol ... oznacza, Ze operacja nastepnika wykonana
zostata n—krotnie.

3 Arytmetyka na liczbach naturalnych

Wezmy teraz dwie liczby naturalne n i m. Pokazemy, ze liczbom tym odpowiada
dokladnie jedna liczba naturalna s taka, ze s = |A U B|, gdzie zbiory A, B sa
roztaczne oraz n = |A|, m = | B|. Wykorzystamy do tego ZIM. Najpierw ustalimy
liczbe n. Zauwazmy, ze dla m = 1 powyzsze zdanie jest prawdziwe. Wezmy
teraz dowolne m i zalézmy, ze rowniez tak jest. Wykazemy, ze tak bedzie takze
dla nastepnika m + 1. Niech § oznacza liczbe okreslona wyzej odpowiadajaca
liczbom n i m + 1. Z definicji tej liczby wynika, ze § jest nastepnikiem liczby s,
w takim razie z jednoznacznosci s +1 = 5. Wobec tego liczba s okreslona jest
jednoznacznie na mocy ZIM dla kazdej liczby m. Zamieniajac rolami liczby n i
m ze soba i powtarzajac powyzsze rozumowanie dostajemy teze.
Dalej bedziemy pisali
s=n-+m,

a liczbe s bedziemy nazywali sumg arytmetyczng (lub krétko sumg), natomiast
symbol + dodawaniem liczb n i m.

Z definicji sumy oraz definicji nastepnika i ZIM dostajemy podstawowe twier-
dzenie o sumie

Twierdzenie 3.1 (wlasnosci sumy arytmetycznej) Suma arytmetyczna ma naste-
pujace wtasnosci:

1.

Vomen n+m=m+n (przemiennos¢ dodawania);

Vomien (n+m)+l=m+ (n+1) (lgcznosé dodawania);

Niech n, m beda jak wyzej. Wtedy z zasady tacznosci jednoznacznie okreslona
jest liczba naturalna [ jako wynik dzialania

n+n+...+n,

m— razy
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ktora oznaczymy n - m i nazwiemy wloczynem arytmetycznym liczb n i m lub
krotko iloczynem, natomist symbol - iloczynem. Dalej bedziemy tez pisali nm.

Wprost z definicji wynika, ze iloczyn ma nastepujace wlasnosci:

Twierdzenie 3.2 (o wlasnosci iloczynu)

Vnen nl = 1n =n (element neutralny);
Vomen i = mn (przemienno$¢ mnozenia);
Vomken (nm)k =n(mk) (tgcznosé mnozenia);

Vomken (n+m)k = (nk)+(mk) (rozdzielnosé mnozenia wzgledem dodawania,).

Uwaga 3.1 1. Zamiast nn bedziemy pisali n? i ogdlnie

N——
k—razy

bedziemy nazywali potegq i oznaczali n*.

. Bedziemy potrzebowali jeszcze jednej liczby, ktorg oznaczymy przez 0, gdzie
z definicji 0 = |0|. O bedziemy rozumieli tez w znaczeniu cyfra. Dalej
bedziemy uzywali kroju normalnego. Zauwazimy, Ze z definicji wynika, zZe

Vnen 1+ 0 =0+ n =n (neutralnosé).
Z definicji przyjmiemy, Ze
Voen n0 = 0n = 0.

. Dla trzech liczb naturalnych n,m, k wezZmy
l=(n+mk, [ =n+(mk).

Z zasady rozdzielnoSci wynika, Ze | nie musi byé rowne I. Jesli napiszemy
n+mk, to nalezy przyjec, ze nie chodzi tutaj o zasade rozdzielnosci, zatem
n+mk =1 Zjawisko to nazywamy priorytetem kolejnosci wykonywania
dziatani. Prirytet ten mowi, zZe dla mnozenia (zwanego tez dziataniem multi-
plikatywnym) jest on wyzszy, anizeli dla dodawania (dzialanie addytywne).
W prtaktyce oznacza to, Ze pisanie nawiasu w sytuacji n+ (mk) jest zbedne.
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4 Relacje na zbiorze N

Powiemy, ze na zbiorze N okreslona jest relacja R, jesli R jest podzbiorem
iloczynu kartezjanskiego N x N. Wtedy dla dowolnych liczb naturalnych n,m
bedziemy pisali

nRm= (n,m) € R

i bedziemy czytali n jest w relacji R z m.

Przyklad 4.1 NaN okreslona jest co nagmniej jedna relacja—rownosci elementow,
gdzie
Vpen n"RMm = n=m.

Definicja 4.1 Powiemy, Ze relacja R na N jest:

1. zwrotna, jesli
anN ana

2. symetryczna, jesh
Vin.men nRm = mRn,

3. antysymetryczna, jesl

Vimen NRmM i@ mRn = n =m,

4. przechodnia, jesh
Vimken nRmM @ mRE = nREk.

Jasne jest, ze rownos¢ elementéw zbioru N jest przykladem relacji zwrotne;j.
Zdefiniujemy teraz druga wazna relacje na N, oznaczana symbolem < i nazywana
relacja mniejszosci.

Vimen < m = 34 pcxazpacs |[Al =n,|B] =m.

Ponizszy fakt wyjasnia podstawowe wlasnosci tej relacji (dowdd zostawiamy
Czytelnikowi)

Fakt 4.1 1.

Vienn<n+1l, n—1<n, 0<n; 1<nlubn=1,

2. relacja ta ma wtasnosc trichotomii, czyli

Vomen n#m = (n <m lubm < n),
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3. < jest relacjg asymetryczng,

4. < jest relacjg przechodnig,

5. zachodzi dla niej zasada zgodnosci i skracania, czyli
Vimken n<m=n+k<m+k,

Vomken < m = nk < mk.

Kazda relacje, ktora jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia nazywamy
czesciowym porzgdkiem. Jesli dodatkowo relacja ma wlasnos¢ trichotomii, to na-
zywamy ja relacjg porzgdku albo relacjg porzedku liniowego. Natomist relacje,
ktora jest zwrotna, symetryczna i przechodnia nazywamy relacjg rownowaznosci.
Zauwazmy, ze relacja mniejszosci nie jest relacja czeSciowego porzadku (dla-
czego?).

Biorac teraz zdefiniowane wyzej relacje = i < zdefiniujemy relacje trzecia,
ktéra oznaczymy przez <, gdzie z definicji

Vomen n <m = n <mlubn=m.

Whiosek 4.1 Relacja < jest relacjg porzedku. Mowimy tez, zZe relacja ta porzgedkuje
liniowo zbior liczb N U {0}.

Whiosek powyzszy ma swoja dobrze znana interpretacje geometryczna w po-
staci potprostej przedstawionej na rys.1.

Rysunek 1: geometryczna interpretacja zbioru N

Dla liczb naturalnych zachodzi bardzo wazna wlasnosc¢
Twierdzenie 4.1 (zasada podzielnosci) Dla dowolnych liczb naturalnych n,m
istniejg takie liczby w € NU{0} orazr € {0,1,...,m — 1} Ze
n=mw-+r.

Co wiecej, liczby w 1 r sqg jedyne o tej wtasnosci. Wtedy r nazywamy resztq z
dzielenia n przez m.

Przyklad 4.2 Dian =7, m = 3 dostaniemy 7=2-3+ 1.
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5 Notacja dziesietna liczb naturalnych

ZauwazylisSmy pewnie, ze do tej pory postugiwalismy sie tylko liczbami ze zbioru
{0,1,...,9}, a przeciez zbiér wszystkich liczb naturalnych jest nieskoriczony. Po-
jawia sie naturalna kwestia, w jaki sposéb zapisa¢ dowolna liczbe naturalna n > 9.
Powiedzielidmy tez, ze elementy zbioru {0, 1,...,9} bedziemy traktowali réwniez
jako cyfry, czyli znaki za pomoca, ktérych bedziemy mogli konstruowaé¢ wyrazenia
zlozone.

Zaczniemy od nastepujacej definicji

Definicja 5.1 Stowem dtugosci k > 2 nazywamy kazdg sekwencje dowolnych cyfr
CrCl—1...Cq1,

gdzie cyfra ¢, € {1,...,9}.

Nastepujace sekwencje: 21, 409, 1084 sa przykladami stéw. Potrzebujemy
szczegdlnego stowa postaci 10, ktore bedziemy czytali dziesieé. 7 definicji przyj-
miemy, ze stowo to bedzie kodowalo liczbe bedaca nastepnikiem liczby 9, co za-
piszemy

10 - 9+ 1.

Rozszerzymy teraz sposéb kodowania aby réznym stowom odpowiadaly rézne
liczby naturalne. W tym celu wystarczy powiedziec¢ jaka liczba odpowiada stowu
CpCk_1 - - .C1. Przyjmiemy, ze

ChCh_y .. .CL — €1+ 210+ c310% + ... + cklOk_l.

W takim razie kazde stowo koduje dokladnie jedna liczbe naturalng. Prawdziwe
jest twierdzenie odwrotne

Twierdzenie 5.1 (o reprezentacji dziesi¢tnej liczby naturalnej) Zbior wszystkich
stow (z uvwzglednienim stow jednoelementowych) koduje wszystkie liczby naturalne.
Doktadniej, kazdej liczbie naturalne) odpowiada doktadnie jedno stowo, ktore jg ko-
duge. O takiej liczbie mowimy wtedy, ze jest liczbg k—cyfrowg a system kodowania
nazywamy systemem dziesietnym.

Przyklad 5.1 Powyzisze twierdzenie mowt, ze liczby naturalne mozemy utozsa-
miac ze stowami. Zgodnie z przyjetq zasadg

21 - 14+2-10, 409 - 9+0-104+4-10% 1084 — 4+8-10+0-10*+1-10°
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Dalej zamiast pisa¢ np. 21 — 1+ 2 - 10, krétko bedziemy pisali 21 traktujac
to stowo jako liczbe 1+ 2 - 10.

Nietrudno zauwazy¢ (uzasadnienie zostawiamy Czytelnikowi), ze

Fakt 5.1 Dia kazdej liczby k € N, liczby 10* odpowiadajg stowom postaci 10 . .. 0,
gdzie cyfra 0 powtarza sie k-razy. Wtedy 10?> = 100 i czytamy "sto”, 103 = 1000
1 czytamy “tysigce”.

Pozostaje do wyjasnienia jeszcze jedna kwestia. Skoro liczbe bedziemy zastepo-
wali stowem, jak bedzie przebiegata arytmetyka na liczbach w ten sposéb repre-
zentowanych. Wyjasniaja to dwa kolejne fakty.

Fakt 5.2 (o dodawaniu stow) Niech dane bedg dwie liczby wyreprezentowane w
systemie dziesietnym

N = CrCr—1...C2C1, TN = dsds—l e dgdl.

Wtedy liczba n + m ma reprezentacje wyw;_1 . .. wawy, gdzie

1.
wlzcl+d1, 0i1601+d1§9,

w przeciwnym razie-mowimy wtedy o zjawisku przepetnienia, wy jest ostatnig
cyfrq z reprezentacyi sumy ¢, + dy.

2. Wowczas kolejna cyfra we w rozwazanej wyzej sytuacji pierwszej powstaje
z cyfr co,do (jesli ks > 2) wedtug tej samej zasady. W sytuacji drugiej
(mamy przepetnienie) powickszana jest o 1 (suma poprzednich cyfr < 19).

3. Przypusémy, ze k > s. Wtedy wszystkie cyfry wy, ..., ws powstajg wedtug
zasad opisanych w (1) i (2). Kolejne cyfry liczby wynikowej sq odpowied-
nio albo rowne kolejnej cyfrze liczby n, albo w przypadku przepetnienia
powiekszane sq 0 1 z uwzglednieniem bycé moze kolejnego efektu przepetnienia.
Zatem w tej sytuacyi | =k lubl =k + 1.

4. Jesli k = s, to przy braku przepetnienia w przypadku wyliczania ostatniej cy-
fryl =k iw; = c+d;. W przeciwnym razie dtugosé stowa liczby wynikowej
zwiekszy sie o 1 1 zawsze wyy = 1.

Dla przyktadu wezmy przypadek pierwszy, czyli 2072+54. Zgodnie z powyzszym
faktem dostaniemy stowo wynikowe diugosci 4 postaci wiwswowy, gdzie kolejno

wy; =4+ 2 = 6 (brak przepehienia,)
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wy = 2 (efekt przepetienia, 5+ 7 = 12),
w3 = 0+ 1 (uwzglednienie wezesniejszego przepelnienia, brak biezacego,)
wy = 2 (stowa o réznej diugosci)

co daje 2072 4 54 = 2126.
Dodamy teraz stowa o tej samej diugosci, np. 125 4 286. Zgodnie z zasada
opisana w powyzszym fakcie otrzymamy stowo dlugosci co najmniej 3, gdzie

wy = 1 (efekt przepetienia, 6 + 5 = 11),
wy = 1 (efekt wezesniejszego przepehnienia i biezacego, 24+ 8 + 1 = 11),
wz =142+ 1 =4 (efekt wczesniejszego przepekienia,)
co daje 125 4 286 = 411.

Obie procedury mozna przedstawic¢ prosciej, co przedstawiaja ponizsze sytu-
acje:

=~ DN

2126

N =
co DN
S O

Zajmiemy sie teraz problemem mnozenia liczb zapisanych w uktadzie dziesiet-
nym. Zasade takiego mnozenia thumaczy kolejny fakt

Fakt 5.3 Niech dane bedg dwie liczby wyreprezentowane w systemie dziesietnym
N = CpCr_1...CoC1, M =dsds_1...dod;.

Wtedy iloczyn tych liczb nm ma reprezentacje wjw;_q ... wowy wynikajacg z za-
sady rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania. Oznacza to, Ze kolejne cyfry
zapisu dziesietnego liczby nm biorg sie z mnozenia przez siebie cyfr liczb n oraz
m z uwzglednieniem zasady przepelnienia, a nastepnie ich dodawania, rowniez z
uwzglednienim tej zasady.

Ponizszy przyklad reprezentuje praktyczny sposéb realizacji zasady opisanej
w powyzszym fakcie, gdzie pod pierwsza kreska znajduja sie wyniki mnozenia
liczby 262 kolejno przez liczbe 7 i 6, pod druga kreska—suma tak otrzymanych
liczb.

10
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Uwaga 5.1 Mnozenie liczby n = cpcp_1 . .. cacy przez liczbe 10F polega na tym,
ze wynik koncowy zapisuje sie w postaci cxcr_1...c2¢10...0. Uzasadnienie tego

k—razy
faktu pozostawiamy Czytelnikow:.
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