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1 Pojȩcie liczby

Zaprezentujemy tzw. kardynale podej́scie do teorii liczb oparte na pojȩciu mocy
zbioru, o czym mówilísmy na poprzednim wyk�ladzie. Weźmy dowolny zbiór jed-
noelementowy A, czyli taki, że A = {a} dla pewnego a ∈ X.

Definicja 1.1 Moc tego zbioru |A| nazwiemy liczba̧ i oznaczymy ja̧ symbolem 1.

Weźmy drugi zbiór jednoelementowy B = {b} dla pewnego b �= a, b ∈ X.
Wtedy, ponieważ A ∩B = ∅, z faktu pokazanego na wyk�ladzie 3 wynika, że moc
zbioru A ∪ B jest różna od mocy zbioru A.

Definicja 1.2 Moc zbioru A∪B nazwiemy liczba̧ nastȩpuja̧ca̧ po liczbie 1 i ozna-
czymy ja̧ przez 2.

I ogólnie, jeśli A jest niepustym zbiorem skończonym, to moc zbioru |A|
bȩdziemy nazywali liczba̧, natomiast moc zbioru {c}∪A, gdzie c /∈ A jest dowol-
nym elementem X, bȩdziemy nazywali liczba̧ nastȩpuja̧ca̧ po liczbie |A|.

Definicja 1.3 Nastȩpnik liczby 2 oznaczymy przez 3, liczby 3 przez 4, liczby 4
przez 5, liczby 5 przez 6, liczby 6 przez 7, liczby 7 przez 8, liczby 8 przez 9.

Uwaga 1.1 Dalej symbol j ∈ {1, 2, . . . , 9} bȩdziemy też nazywali cyfra̧, o ile nie
wspomnimy o nim jawnie, że oznacza liczbȩ, ba̧dź w sytuacji kiedy użyjemy go w
zapisie co najmniej dwukrotnie, pisza̧c np. 23. Umówimy siȩ też, że zrezygnujemy
z kroju bold na korzyść normalnego.
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1 POJȨCIE LICZBY

Niech teraz X oznacza zbiór, którego elementami sa̧ wszystkie zbiory skończone.
Gdyby X by�l zbiorem skończonym, to X ∈ X, co jest niemożliwe. Dlatego X
jest zbiorem nieskończonym. Weźmy teraz zbiór N z�lożony z mocy wszystkich
skończonych niepustych podzbiorów zbioru X.

Mamy wiȩc
n ∈ N ≡ ∃A∈X, A �=∅ n = |A|,

gdzie, jeśli dla liczb n, m odpowiadaja̧ce im zbiory sa̧ jedakowo liczne (bȩdziemy
mówili równoliczne), to bȩdziemy pisali n = m.

Zachodzi nastȩpuja̧ce twierdzenie

Twierdzenie 1.1 (o zbiorze liczb naturalnych)

1.

1 ∈ N,

2.

∀n n ∈ N ⇒ n′ ∈ N,

gdzie n′ oznacza nastȩpnik n.

Dowód. Uzasadnienia wymaga tylko prawdziwość implikacji

n ∈ N → n′ ∈ N

dla dowolnej liczby n ∈ N. W tym celu za�lożymy, że zdanie n ∈ N jest prawdziwe.
Pokażemy, że istnieje zbiór C, że |C| = n′. Z za�lożenia dla pewnego zbioru
skończonego A, n = |A|. Z definicji zbioru X istnieje zbiór B bȩda̧cy elementem
zbioru X różnym od A. Ponieważ A i B sa̧ zbiorami, oznacza to, że dla tych
zbiorów A �= B. Możemy za�lożyć, że B \ A �= ∅. Niech b ∈ B \ A. Wtedy
|A ∪ {b}| jest nastȩpnikiem n, co należa�lo pokazać.

Dalej elementy zbioru N bȩdziemy nazywali liczbami naturalnymi, zbiór N–
zbiorem liczb naturalnych.

Wniosek 1.1 Zbiór N jest zbiorem nieskończonym.

Dowód. Przypuśćmy, że N jest zbiorem skończonym. Z twierdzenia 1.1
wszystkie elementy zbioru N można wtedy uporza̧dkować zaczynaja̧c od liczby 1
i biora̧c kolejne nastȩpniki kolejnych liczb, co zapiszemy w postaci

1, 2, . . . , n.

Z twierdzenia 1.1 n ma swój nastȩpnik n′. Z definicji nastȩpnika wynika, że
n′ /∈ {1, 2, . . . , n}, co oznacza, że za�lożenie o zbiorze N jest fa�lszywe, co kończy
dowód.
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2 ZASADA INDUKCJI MATEMATYCZNEJ

2 Zasada indukcji matematycznej

Dla n ∈ N, niech n + 1 oznacza nastȩpnik liczby n, czyli

n + 1: = n′.

Analogicznie przez n − 1 oznaczmy liczbȩ naturalna̧, której nastȩpnikiem jest
liczba n. Na mocy powyższego możemy wtedy napisać

(n − 1) + 1 = n.

Dalej bȩdziemy wielokrotnie wykorzystywali podstawowe twierdzenie o licz-
bach naturalnych zwane zasada̧ indukcji matematycznej

Twierdzenie 2.1 (zasada indukcji matematycznej ZIM) Niech ϕ oznacza formȩ
zdaniowa̧ określona̧ na N. Wtedy

(
ϕ(1) ∧ ∀n∈N (ϕ(n) ⇒ ϕ(n + 1))

)
⇒ ∀n∈N ϕ(n).

Uwaga 2.1 ZIM ma swoja̧ naturalna̧ interpretacjȩ wynikaja̧ca̧ z zabawy pole-
gaja̧cej na uk�ladaniu kostek domina.

Pokażemy jak ZIM można wykorzystać dla dowodu nastȩpuja̧cego faktu

Fakt 2.1 Dla każdej liczby naturalnej n �= 1 istnieje dok�ladnie jedna liczba n−1,
która̧ bȩdziemy nazywali poprzednikiem liczby n, czyli

∀n∈N m + 1 = n ⇒ m = n − 1.

Dowód. Niech dla n ∈ N \ {1}, ϕ(n) oznacza, że liczba n ma swój jedyny
poprzednik. Z definicji wynika, że ϕ(2), bowiem tylko 1 + 1 = 2. Niech dla
n ∈ N \ {1} zachodzi ϕ(n), czyli n ma swój jedyny poprzednik. Pokażemy, że
nastȩpnik n + 1 liczby n też ma swój jedyny poprzednik. Z definicji n jest tym
poprzednikiem. Gdyby istnia�l inny poprzednik n + 1, powiedzmy m, to m − 1
by�lby poprzednikiem liczby n, co na mocy za�lożenia oznacza, że n − 1 = m − 1.
Z definicji poprzednika, oznacza to z kolei, że n = m, co jest niemożliwe. Zatem
z ZIM każda liczba n ∈ N \ {1} ma swój jedyny poprzednik.

Wniosek 2.1 Dla każdej liczby naturalnej n istnieje dok�ladnie jeden jej nastȩpnik,
czyli

∀n∈N m − 1 = n ⇒ m = n + 1.
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Wniosek 2.2 Dla każdej liczby naturalnej n

n = (. . . ((1 + 1) + 1) . . . + 1),

gdzie w powyższym wzorze symbol . . . oznacza, że operacja nastȩpnika wykonana
zosta�la n–krotnie.

3 Arytmetyka na liczbach naturalnych

Weźmy teraz dwie liczby naturalne n i m. Pokażemy, że liczbom tym odpowiada
dok�ladnie jedna liczba naturalna s taka, że s = |A ∪ B|, gdzie zbiory A, B sa̧
roz�la̧czne oraz n = |A|, m = |B|. Wykorzystamy do tego ZIM. Najpierw ustalimy
liczbȩ n. Zauważmy, że dla m = 1 powyższe zdanie jest prawdziwe. Weźmy
teraz dowolne m i za�lóżmy, że również tak jest. Wykażemy, że tak bȩdzie także
dla nastȩpnika m + 1. Niech s̃ oznacza liczbȩ określona̧ wyżej odpowiadaja̧ca̧
liczbom n i m + 1. Z definicji tej liczby wynika, że s̃ jest nastȩpnikiem liczby s,
w takim razie z jednoznaczności s + 1 = s̃. Wobec tego liczba s określona jest
jednoznacznie na mocy ZIM dla każdej liczby m. Zamieniaja̧c rolami liczby n i
m ze soba̧ i powtarzaja̧c powyższe rozumowanie dostajemy tezȩ.

Dalej bȩdziemy pisali
s = n + m,

a liczbȩ s bȩdziemy nazywali suma̧ arytmetyczna̧ (lub krótko suma̧), natomiast
symbol + dodawaniem liczb n i m.

Z definicji sumy oraz definicji nastȩpnika i ZIM dostajemy podstawowe twier-
dzenie o sumie

Twierdzenie 3.1 (w�lasności sumy arytmetycznej) Suma arytmetyczna ma nastȩ-
puja̧ce w�lasności:

1.

∀n,m∈N n + m = m + n (przemienność dodawania);

2.

∀n,m,l∈N (n + m) + l = m + (n + l) (�la̧czność dodawania);

Niech n, m bȩda̧ jak wyżej. Wtedy z zasady �la̧czności jednoznacznie określona
jest liczba naturalna l jako wynik dzia�lania

n + n + . . . + n︸ ︷︷ ︸
m− razy

,
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która̧ oznaczymy n · m i nazwiemy iloczynem arytmetycznym liczb n i m lub
krótko iloczynem, natomist symbol · iloczynem. Dalej bȩdziemy też pisali nm.

Wprost z definicji wynika, że iloczyn ma nastȩpuja̧ce w�lasności:

Twierdzenie 3.2 (o w�lasności iloczynu)

1.

∀n∈N n1 = 1n = n (element neutralny);

2.

∀n,m∈N nm = mn (przemienność mnożenia);

3.

∀n,m,k∈N (nm)k = n(mk) (�la̧czność mnożenia);

4.

∀n,m,k∈N (n+m)k = (nk)+(mk) (rozdzielność mnożenia wzglȩdem dodawania).

Uwaga 3.1 1. Zamiast nn bȩdziemy pisali n2 i ogólnie

n · . . . · n︸ ︷︷ ︸
k−razy

bȩdziemy nazywali potȩga̧ i oznaczali nk.

2. Bȩdziemy potrzebowali jeszcze jednej liczby, która̧ oznaczymy przez 0, gdzie
z definicji 0 = |∅|. 0 bȩdziemy rozumieli też w znaczeniu cyfra. Dalej
bȩdziemy używali kroju normalnego. Zauważmy, że z definicji wynika, że

∀n∈N n + 0 = 0 + n = n (neutralność).

Z definicji przyjmiemy, że

∀n∈N n0 = 0n = 0.

3. Dla trzech liczb naturalnych n, m, k weźmy

l = (n + m)k, l̃ = n + (mk).

Z zasady rozdzielności wynika, że l nie musi być równe l̃. Jeśli napiszemy
n + mk, to należy przyja̧ć, że nie chodzi tutaj o zasadȩ rozdzielności, zatem
n + mk = l̃. Zjawisko to nazywamy priorytetem kolejności wykonywania
dzia�lań. Prirytet ten mówi, że dla mnożenia (zwanego też dzia�laniem multi-
plikatywnym) jest on wyższy, aniżeli dla dodawania (dzia�lanie addytywne).
W prtaktyce oznacza to, że pisanie nawiasu w sytuacji n+(mk) jest zbȩdne.
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4 Relacje na zbiorze N

Powiemy, że na zbiorze N określona jest relacja R, jeśli R jest podzbiorem
iloczynu kartezjańskiego N × N. Wtedy dla dowolnych liczb naturalnych n, m
bȩdziemy pisali

nRm ≡ (n, m) ∈ R
i bȩdziemy czytali n jest w relacji R z m.

Przyk�lad 4.1 Na N określona jest co najmniej jedna relacja–równości elementów,
gdzie

∀n∈N nRm ≡ n = m.

Definicja 4.1 Powiemy, że relacja R na N jest:

1. zwrotna, jeśli
∀n∈N nRn,

2. symetryczna, jeśli
∀n,m∈N nRm ⇒ mRn,

3. antysymetryczna, jeśli

∀n,m∈N nRm i mRn ⇒ n = m,

4. przechodnia, jeśli
∀n,m,k∈N nRm i mRk ⇒ nRk.

Jasne jest, że równość elementów zbioru N jest przyk�ladem relacji zwrotnej.
Zdefiniujemy teraz druga̧ ważna̧ relacjȩ na N, oznaczana̧ symbolem < i nazywana̧
relacja̧ mniejszości.

∀n,m∈N n < m ≡ ∃A,B⊂X,A �=B,A⊂B |A| = n, |B| = m.

Poniższy fakt wyjaśnia podstawowe w�lasności tej relacji (dowód zostawiamy
Czytelnikowi)

Fakt 4.1 1.

∀n∈N n < n + 1, n − 1 < n, 0 < n; 1 < n lub n = 1,

2. relacja ta ma w�lasność trichotomii, czyli

∀n,m∈N n �= m ⇒ (n < m lub m < n),
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3. < jest relacja̧ asymetryczna̧,

4. < jest relacja̧ przechodnia̧,

5. zachodzi dla niej zasada zgodności i skracania, czyli

∀n,m,k∈N n < m ⇒ n + k < m + k,

∀n,m,k∈N n < m ⇒ nk < mk.

Każda̧ relacjȩ, która jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia nazywamy
czȩściowym porza̧dkiem. Jeśli dodatkowo relacja ma w�lasność trichotomii, to na-
zywamy ja̧ relacja̧ porza̧dku albo relacja̧ porza̧dku liniowego. Natomist relacjȩ,
która jest zwrotna, symetryczna i przechodnia nazywamy relacja̧ równoważności.
Zauważmy, że relacja mniejszości nie jest relacja̧ czȩściowego porza̧dku (dla-
czego?).

Biora̧c teraz zdefiniowane wyżej relacje = i < zdefiniujemy relacjȩ trzecia̧,
która̧ oznaczymy przez ≤, gdzie z definicji

∀n,m∈N n ≤ m ≡ n < m lub n = m.

Wniosek 4.1 Relacja ≤ jest relacja̧ porza̧dku. Mówimy też, że relacja ta porza̧dkuje
liniowo zbiór liczb N ∪ {0}.

Wniosek powyższy ma swoja̧ dobrze znana̧ interpretacjȩ geometryczna̧ w po-
staci pó�lprostej przedstawionej na rys.1.

Rysunek 1: geometryczna interpretacja zbioru N

Dla liczb naturalnych zachodzi bardzo ważna w�lasność

Twierdzenie 4.1 (zasada podzielności) Dla dowolnych liczb naturalnych n, m
istnieja̧ takie liczby w ∈ N ∪ {0} oraz r ∈ {0, 1, . . . , m − 1} że

n = mw + r.

Co wiȩcej, liczby w i r sa̧ jedyne o tej w�lasności. Wtedy r nazywamy reszta̧ z
dzielenia n przez m.

Przyk�lad 4.2 Dla n = 7, m = 3 dostaniemy 7 = 2 · 3 + 1.
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5 Notacja dziesiȩtna liczb naturalnych

Zauważylísmy pewnie, że do tej pory pos�lugiwalísmy siȩ tylko liczbami ze zbioru
{0, 1, . . . , 9}, a przecież zbiór wszystkich liczb naturalnych jest nieskończony. Po-
jawia siȩ naturalna kwestia, w jaki sposób zapisać dowolna̧ liczbȩ naturalna̧ n > 9.
Powiedzielísmy też, że elementy zbioru {0, 1, . . . , 9} bȩdziemy traktowali również
jako cyfry, czyli znaki za pomoca̧, których bȩdziemy mogli konstruować wyrażenia
z�lożone.

Zaczniemy od nastȩpuja̧cej definicji

Definicja 5.1 S�lowem d�lugości k ≥ 2 nazywamy każda̧ sekwencjȩ dowolnych cyfr

ckck−1 . . . c1,

gdzie cyfra ck ∈ {1, . . . , 9}.

Nastȩpuja̧ce sekwencje: 21, 409, 1084 sa̧ przyk�ladami s�lów. Potrzebujemy
szczególnego s�lowa postaci 10, które bȩdziemy czytali dziesiȩć. Z definicji przyj-
miemy, że s�lowo to bȩdzie kodowa�lo liczbȩ bȩda̧ca̧ nastȩpnikiem liczby 9, co za-
piszemy

10 → 9 + 1.

Rozszerzymy teraz sposób kodowania aby różnym s�lowom odpowiada�ly różne
liczby naturalne. W tym celu wystarczy powiedzieć jaka liczba odpowiada s�lowu
ckck−1 . . . c1. Przyjmiemy, że

ckck−1 . . . c1 → c1 + c210 + c3102 + . . . + ck10k−1.

W takim razie każde s�lowo koduje dok�ladnie jedna̧ liczbȩ naturalna̧. Prawdziwe
jest twierdzenie odwrotne

Twierdzenie 5.1 (o reprezentacji dziesiȩtnej liczby naturalnej) Zbiór wszystkich
s�lów (z uwzglȩdnienim s�lów jednoelementowych) koduje wszystkie liczby naturalne.
Dok�ladniej, każdej liczbie naturalnej odpowiada dok�ladnie jedno s�lowo, które ja̧ ko-
duje. O takiej liczbie mówimy wtedy, że jest liczba̧ k–cyfrowa̧ a system kodowania
nazywamy systemem dziesiȩtnym.

Przyk�lad 5.1 Powyższe twierdzenie mówi, że liczby naturalne możemy utożsa-
miać ze s�lowami. Zgodnie z przyjȩta̧ zasada̧

21 → 1 + 2 · 10, 409 → 9 + 0 · 10 + 4 · 102, 1084 → 4 + 8 · 10 + 0 · 102 + 1 · 103.
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Dalej zamiast pisać np. 21 → 1 + 2 · 10, krótko bȩdziemy pisali 21 traktuja̧c
to s�lowo jako liczbȩ 1 + 2 · 10.

Nietrudno zauważyć (uzasadnienie zostawiamy Czytelnikowi), że

Fakt 5.1 Dla każdej liczby k ∈ N, liczby 10k odpowiadaja̧ s�lowom postaci 10 . . . 0,
gdzie cyfra 0 powtarza siȩ k–razy. Wtedy 102 = 100 i czytamy ”sto”, 103 = 1000
i czytamy ”tysia̧c”.

Pozostaje do wyjaśnienia jeszcze jedna kwestia. Skoro liczbȩ bȩdziemy zastȩpo-
wali s�lowem, jak bȩdzie przebiega�la arytmetyka na liczbach w ten sposób repre-
zentowanych. Wyjaśniaja̧ to dwa kolejne fakty.

Fakt 5.2 (o dodawaniu s�lów) Niech dane bȩda̧ dwie liczby wyreprezentowane w
systemie dziesiȩtnym

n = ckck−1 . . . c2c1, m = dsds−1 . . . d2d1.

Wtedy liczba n + m ma reprezentacjȩ wlwl−1 . . . w2w1, gdzie

1.

w1 = c1 + d1, o ile c1 + d1 ≤ 9,

w przeciwnym razie–mówimy wtedy o zjawisku przepe�lnienia, w1 jest ostatnia̧
cyfra̧ z reprezentacji sumy c1 + d1.

2. Wówczas kolejna cyfra w2 w rozważanej wyżej sytuacji pierwszej powstaje
z cyfr c2, d2 (jeśli k, s ≥ 2) wed�lug tej samej zasady. W sytuacji drugiej
(mamy przepe�lnienie) powiȩkszana jest o 1 (suma poprzednich cyfr ≤ 19).

3. Przypuśćmy, że k > s. Wtedy wszystkie cyfry w1, . . . , ws powstaja̧ wed�lug
zasad opisanych w (1) i (2). Kolejne cyfry liczby wynikowej sa̧ odpowied-
nio albo równe kolejnej cyfrze liczby n, albo w przypadku przepe�lnienia
powiȩkszane sa̧ o 1 z uwzglȩdnieniem być może kolejnego efektu przepe�lnienia.
Zatem w tej sytuacji l = k lub l = k + 1.

4. Jeśli k = s, to przy braku przepe�lnienia w przypadku wyliczania ostatniej cy-
fry l = k i wl = cl +dl. W przeciwnym razie d�lugość s�lowa liczby wynikowej
zwiȩkszy siȩ o 1 i zawsze wl+1 = 1.

Dla przyk�ladu weźmy przypadek pierwszy, czyli 2072+54. Zgodnie z powyższym
faktem dostaniemy s�lowo wynikowe d�lugości 4 postaci w4w3w2w1, gdzie kolejno

w1 = 4 + 2 = 6 (brak przepe�lnienia,)

9
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w2 = 2 (efekt przepe�lnienia, 5 + 7 = 12),

w3 = 0 + 1 (uwzglȩdnienie wcześniejszego przepe�lnienia, brak bieża̧cego,)

w4 = 2 (s�lowa o różnej d�lugości)

co daje 2072 + 54 = 2126.
Dodamy teraz s�lowa o tej samej d�lugości, np. 125 + 286. Zgodnie z zasada̧

opisana̧ w powyższym fakcie otrzymamy s�lowo d�lugości co najmniej 3, gdzie

w1 = 1 (efekt przepe�lnienia, 6 + 5 = 11),

w2 = 1 (efekt wcześniejszego przepe�lnienia i bieża̧cego, 2 + 8 + 1 = 11),

w3 = 1 + 2 + 1 = 4 (efekt wcześniejszego przepe�lnienia,)

co daje 125 + 286 = 411.

Obie procedury można przedstawić prościej, co przedstawiaja̧ poniższe sytu-
acje:

2 0 7 2
5 4

2 1 2 6

1 2 5
2 8 6

4 1 1

Zajmiemy siȩ teraz problemem mnożenia liczb zapisanych w uk�ladzie dziesiȩt-
nym. Zasadȩ takiego mnożenia t�lumaczy kolejny fakt

Fakt 5.3 Niech dane bȩda̧ dwie liczby wyreprezentowane w systemie dziesiȩtnym

n = ckck−1 . . . c2c1, m = dsds−1 . . . d2d1.

Wtedy iloczyn tych liczb nm ma reprezentacjȩ wlwl−1 . . . w2w1 wynikaja̧ca̧ z za-
sady rozdzielności mnożenia wzglȩdem dodawania. Oznacza to, że kolejne cyfry
zapisu dziesiȩtnego liczby nm biora̧ siȩ z mnożenia przez siebie cyfr liczb n oraz
m z uwzglȩdnieniem zasady przepe�lnienia, a nastȩpnie ich dodawania, również z
uwzglȩdnienim tej zasady.

Poniższy przyk�lad reprezentuje praktyczny sposób realizacji zasady opisanej
w powyższym fakcie, gdzie pod pierwsza̧ kreska̧ znajduja̧ siȩ wyniki mnożenia
liczby 262 kolejno przez liczbȩ 7 i 6, pod druga̧ kreska̧–suma tak otrzymanych
liczb.
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5 NOTACJA DZIESIȨTNA LICZB NATURALNYCH

2 5 2
6 7

1 7 6 4
1 5 1 2

1 6 8 8 4

Uwaga 5.1 Mnożenie liczby n = ckck−1 . . . c2c1 przez liczbȩ 10k polega na tym,
że wynik końcowy zapisuje siȩ w postaci ckck−1 . . . c2c1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k−razy
. Uzasadnienie tego

faktu pozostawiamy Czytelnikowi.

11


