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1 Pojecie relacji

O relacji mowiliémy juz w czasie wykladu 4-wprowadziliSmy tam pojecie relacji
na zbiorze liczb naturalnych. ZauwazylisSmy, ze znane wszystkim symbole: =, <,
< stanowia przyklady relacji. Teraz spojrzymy na pojecie relacji bardziej ogdlnie.
Niech jak wczesniej X oznacza zbiér uniwersalny, A, B jego niepuste podzbiory.

Definicja 1.1 Kazdy podzbior niepusty R iloczynu kartezjariskiego A X B nazy-
wamy relacjg okreslong w zbiorze A o wartosciach w zbiorze B. Wtedy fakt, Ze
(a,b) € R bedziemy oznaczali tez aRb i bedziemy mowili, zZe a jest w relacji R z

b.

Przyklad 1.1 Niech A ={1,2,3}, B = {2,4} oraz weZmy zbidr
{(1,2),(1,4),(2,4)}.

Zauwazmy, ze zbior ten jest podzbiorem iloczynu A X B. Mamy wiec do czy-
nienta z relacjg R. Zauvwazimy, ze 1R2, 1R4, 2R4, natomiast element 3 zbioru
A nie jest w relacji R z Zadnym elementem zbioru B. Z drugiej strony element
1 jest w relacyi z elementem 2 i 4 zbioru B.

Dalej wygodniej bedzie zalozy¢, ze jesli R C A x B, to dla kazdego a € A
istnieje co najmniej jeden element b € B, ze aRb. W takim przypadku bedziemy
moéwili, ze relacja R okreslona jest na zbiorze A. W szczegdlnodei, jesli A = B,
to bedziemy krotko moéwili o relacji okreslonej na zbiorze A.

Przyklad 1.2 Przypus$émy, Ze mamy zbior skonczony A mocy n > 2 i z jakis
powodow chcielibysSmy jego elementy uporzedkowac. Jedna z metod polega na tym,
Ze nalezy wzigé zbior P = {1,2,...,n} po to aby na zbiorze P x A okreslié¢ relacje
R:

VkeP El!aeA kRa.
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Poniewaz zbiory P i A sg rownoliczne relacja R okreslona jest poprawnie. Za-
uwazmy, ze wtedy element bedgcy w relacyi z k mozemy oznaczyc przez ay.
Dostaniemy wtedy

Viep kRay oraz A = {ay,aq, ..., a;}.

Efekt uporzgdkowania elementow zbioru A nazywamy wtedy ciggiem, co zapi-
sujemy (ay, ag, . .., ay,).

Przyklad 1.3 Przypusémy, ze w urnie znajduje sie pewna tlosé roznokolorowych
kul. Traktujgc zawartosé tej urny jako zbior A, zdefiniujemy na tym zbiorze re-
lacje, ktora dzieki swoim wtasnosciom (zagmiemy si¢ tymi wlasnosciami dalej)
pozwoli nam na skategoryzowanie tych kul. Doktadniej, powiemy, ze dwie kule
k, K sqg w relacji R, jesli sq tego samego koloru. Dla ustalonej kuli k weZmy zbior
ztozony ze wszystkich kul, z ktorymi jest ona w relacji. Jasne jest, zZe zbior ten
sktada sie ze wszystkich kul jednakowego koloru. W ten sposéb za pomocg zde-
finiowanej relacji dokonalismy podziatu zbioru A na parami roztgczne podzbiory,
ktore w sumie dajg A.

Przyklad 1.4 Niech X oznacza zbior, ktorym postugiwalismy sie w czasie wykta-
du 4—=zbior, ktorego elementami sq wszystkie skonczone zbiory. Na X definiujemy
relacje

Vapex ARB =AC B.
Zauwazmy, ze:
1. nie kazde dwa elementy zbioru X sq ze zobg w relacji R (dlaczego?),
2. jesli A# B i ARB, to =(BRA) (dlaczego?).

W sytuacji drugiej mamy do czynienia wyraznie z asymetrig—sposrod dwdch ele-
mentow A, B jeden z nich jest wyrozniony. Mozemy na przyktad powiedzieé, ze B
jest "wiekszy” od A. Zauwazmy, zZe z podobng sytuacjg mielismy juz do czynienia
wezesnie](kiedy?).

Przyklad 1.5 Niech A oznacza zbior wszystkich trojkgetow na ptaszczyznie. Dla

trogkgta T niech liczby ar,br,cr oznaczajg dlugosci jego bokow. Powiemy, zZe

trojkat T jest w relacji R z trdjkatem T, jesli dla ar, by, cr mozna dobraé takie

dtugosci bokow ar:, by, e trojkata T', Ze ar = k-ap, by =k by, ¢ = k-cp dla

pewnej liczby k. Zawwazmy, Ze realcja ta ma nastepujgce wtasnosci(dlaczego?):
TRT, TRT = T'RT

oraz dla trzech trdjkatéow T, T',T"

TRT i T'RT", to TRT".
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2 Rodzaje relacji

Zwrocimy teraz uwage na wlasnosci relacji zdefiniowanych w przyktadach 1.2-1.5.

Definicja 2.1 Niech dana bedzie relacja R na zbiorze A. Powiemy, zZe taka
relacja jest:

1. zwrotna, jesli
vaEA CLRG,

2. symetryczna, jesl
Va,beA aRb = bRa,

3. antysymetryczna, jesl

Vapea aRb t ORa = a =0,

4. przechodnia, jesl
Vapeca ARb i bRc = aRe.

Relacja réwnosci elementéw zbioru jest przykitadem relacji zwrotnej. Z kolei
relacja < na zbiorze liczb naturalnych nie jest zwrotna. Jest natomiast przechod-
nia, ale nie jest symetryczna. Nie kazda relacja musi by¢ przechodnia, co pokazuja
liczne przyklady (podaé taki przyktad). Jesli relacja R jest asymetryczna i a # b,
to z tego, ze aRb wynika, ze —~(bRa), co widzielismy w przyktadzie 1.4.

Definicja 2.2 Kazda relacje R C A x B takg, ze

\V/aeA EI!beB aRb,

nazywamy funkcjg (odwzorowaniem, przeksztalceniem, transformacjg) okreslong
na zbiorze A i o wartosciach w zbiorze B. Wtedy A nazywamy dziedzing tej
funkcyi, elementy dziedziny—jej argumentami. Piszemy teZ

b=TR(a), zamiast aRb

oraz
R: A— B, zamiast R C A X B.

Dalej takie relacje, czyli funkcje, bedziemy oznaczali literami f, g itp.
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Fakt 2.1 Niech f oznacza przyporzgdkowanie okreslone pomiedzy elementami
zbioru A a elementami zbioru B takie, Ze kaidemu elementowi a € A odpowiada
dokladnie jeden element b € B, ktory oznaczamy b = f(a), co zapisujemy

A>a— b= f(a) € B.
Wtedy istnieje doktadnie jedna relacja R C A X B, Ze

Vacapep ORb= b= f(a).

Doktladniej, wykres funkcji f, graf(f) = {(a,b) € A x B: b= f(a)} jest wtedy
tg relacjq.

Definicja 2.3 KazZda relacja zwrotna, symetryczna i przchodnia nazywa sie re-
lacjg rownowaznosci. O relacyi, ktora jest zwrotna, antysymetryczna i przechod-
nia powiemy, ze jest czeSciowym porzgdkiem. Jesli dla czeSciowego porzgdku R
na A spetniony jest warunek

va,bEA G'Rba
to powiemy, ze R jest porzgdkiem.
W dalszej czesci wyktadu zajmiemy si¢ blizej relacjami, ktére odpowied-

nio maja wilasnoséci: sa funkcjami, sa relacjami réwnowaznosci, sa czesciowym
porzadkiem i porzadkiem.
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3 Funkcja jako przyklad relacji

W definicji 2.2 zwrdciliSmy uwage, ze funkcja jest szczegdlnym przypadkiem rela-
cji. Niech dana bedzie funkcja f: A — B. Jedli réznym argumentom odpowiadaja
rozne wartosci funkcji, czyli

va,bEA a # b= f(a’) 7é f(b)7

to bedziemy méwili, ze f jest roznowartosciowa. Jesli dodatkowo B jest zbiorem
wartosci funkcji, a wiec

B={be€ B: Juca b= f(a)},

to powiemy, ze f jest bijekcjq.
Mozemy teraz wréci¢ do pojecia réwnoliocznosci zbiorow i mocy zbioru.

Twierdzenie 3.1 (o réwnolicznosci zbiorow) Dwa zbiory skoriczone A i B sq
rownoliczne wtedy 1 tylko wtedy gdy istnieje bijekcja pomiedzy nimi.

Dowdd. Zatézmy, ze zbiory A i B sa réwnoliczne. Wtedy istnieje liczba natu-
ralna n, ze |A| = |B| = n. Powtarzaja rozumowanie z przykladu 1.2 na zbiorze
{1,2,...,n} mozemy zdefiniowa¢ dwie funkcje f, g o wartosciach odpowiednio w
zbiorze A i1 B takie, ze

VkE{l,2,...,n} ap = f(k)a bk = g(k)a A= {afla .. '7an}> B = {bla .. >bn}

7 zasady konstrukcji funkcji f, g wynika, Ze sa to bijekcje. Niech f~! oznacza
relacje odwrotna do f, czyli

vaeA, ke{l1,2,...n} afilk = k= fﬁl(a’) = f(k) = a.

Zauwazmy, ze relacja ta jest funkcja, ktéra jest bijekcja i f~1 A — {1,2,...,n}.
Definiujemy odwzorowanie h: A — B, gdzie

VYaea h(a) = g(f(a)) = g(k) = b, gdzie k= f~'(a).

Zauwazmy, ze h jest bijekcja (dlaczego?), co wiasnie nalezalo pokazac.
Na odwrot, niech f: A — B bedzie bijekcja na zbiorach skoriczonych A i B.
Oznaczmy przez n moc zbioru A. Z definicji bijekcji wynika, ze

n=|[Al=|{b€ B: Juea b= f(a)}| = |B],
co konczy dowod twierdzenia.
W dalszej czesci wykladu pokazemy, ze na réwnolicznosé mozemy spojrzec

jak na relacje réwnowaznosci. Teraz zwrdcimy uwage na jeszcze dwa wazne za-
stosowanie funkcji-na pojecie ciagu i dzialania.

b}
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Niech N, oznacza niepusty podzbidér zbioru liczb naturalnych, A ustalony
podzbiér X. Kazda funkcje
TN, — A

nazywamy ciggiem o wartosciach w zbiorze A. Wtedy f(k) oznaczamy przez ay
i nazywamy k—tym wyrazem tego ciagu, ktéry oznaczamy przez (a)ren,-

W szczegdlnosci, jesli N, jest skoficzonym podzbiorem, to ciag (ax)ken, Nazywamy
ciggiem skonczonym.

Przyklad 3.1 Przypusémy, ze A ma moc rowng n. Jak wiemy wtedy zbior A
mozemy przedstawié nastepujgco

A=A{ay,aq9,...,a,}.

Mozemy wtedy mowié o ay jako o “elemencie zbioru A”. Z drugiej strony ele-
menty tego zbioru mozemy uporzadkowé wykorzystujgc do tego pojecie ciggu—
biorge cigg skoriczony (ay,asg,...,a,). Wtedy ay jest "k—tym wyrazem” ciggu

(ak).

W wykladzie 4, na przyktadzie zbioru liczb naturalnych, wprowadzilismy
pojecie dzialania na zbiorze (dodawania i mnozenia). Spojrzymy na to zagad-
nienie jeszcze raz-z abstrakcyjnego punktu widzenia. W tym celu wezmy zbior
A. Powiemy, ze na A zdefiniowane jest dwuargumentowe dzialanie, jesli dana jest
funkcja

fiAXxA— A

Wtedy element zbiory A, f(a,b) bedziemy nazywali wynikiem dzialania f na
elementach a,b. O dziataniu f powiemy, ze:

1. jest przemienne, jesli

va,bGA f(aa b) = f(b7 a)a
2. jest tgczne, jesli

Vapeea f(f(a,b),c) = f(a, f(b,c)),

3. ma element neutralny, jesli

Vaea f(a,e) = f(e,a) = a, dla pewnego e € A.

Przyklad 3.2 Symbole +, - uzyte w wyktadzie 4 sq przyktadami dziatan na zbio-
rze N. Symbole U, N uzyte w wyktadzie 3 oznaczaty dziatania na zbiorze, ktorego
elementami sg zbiory. Symbole V, N\ uzyte w wyktadzie 2 oznaczaly dziatania na
zbiorze zdan. Z dotychczasowych wyktadow dobrze wiadomo, Ze dziatania te majg
powyzsze wtasnosci (1)—(3).
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4 Relacja ré6wnowaznosci

Dale bedziemy potrzebowali pojecia partycji. Bedziemy mowili, ze P jest par-

tycjg zbioru X, jesli P = { Ay, Ao, ..., A}, gdzie zbiory Ay, As, ..., A, sa parami

roztgezne, czyli A;NA; =0 dlai# joraz X = AjUA U .. UA,.
Sformutujemy teraz podstawowe twierdzenie o relacji réwnowaznosci.

Twierdzenie 4.1 (zasada abstrakcji) Niech R bedzie relacjg rownowaznosci na
zbiorze A (niekoniecznie skoriczonym). Dla kazdego elementu a € A niech [a|r
oznacza podzbior zbioru A ztozZony z tych elementow, z ktorymi a jest w relacji
R. Dalej zbior ten bedziemy nazywali klasg abstrakcji elementu a. Witedy:

1.

a € [a]gr,

[a]r = [b]r = aRD,

[alr # [b]r = [alr N [b]r = 0.

W szczegolnosci dla relacji rownowaznosci z klas jej abstrakcji mozna uzyskac
partycje. Na odwrdt, dla kazdej partycji P zbioru skonczonego A istnieje relacja
rownowaznosci R na A, zZe kazda jej klasa abstrakcji jest pewnym elementem tej
partycyi.

Dowdéd. Niech R oznacza relacje réwnowaznosci na zbiorze A. Warunek a € [a]r
jest konsekwencja wlasnosci zwrotnosci tej relacji (aRa). Dla dowodu warunku
(2) niech [a]g = [b]r- Z (1) wtedy a € [b]r, co z definicji klasy abstrakcji oznacza,
ze aRb. Jesli aRb i ¢ € [a]r, to z symetrii i zalozenia ¢Ra i aRb. Dlatego z
przechodniosci relacji aRe, co dowodzi, ze [alr C [b]g. Podobnie pokazujemy
przeciwne zawieranie, co dowodzi (2). Dla dowodu (3) zauwazmy [a]r N [b]r # 0
oznacza, ze ¢ € [a]lg N [b]g dla pewnego ¢ € A. Ale wtedy, jak pokazali$my
wezesniej, aRb, czyli [a|lr = [b]gr. Biorac teraz [a]g dla a € A dostajemy zbiory,
ktére dla pewnych a sa albo jednakowe albo parami rozlaczne (wlasnosé (3)).
Ponadto ich suma z wtasnosci (1) daje A, co jest jasne w przypadku kiedy zbiér
ten jest skonczony. Klasy abstrakcji daja wiec partycje zbioru A.

Na odwrét niech P oznacza partcje zbioru A. Na A definiujemy relacje

aRb= a,be P dla pewnego elementu P partycji P.
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Czytelnikowi zostawiamy sprawdzenie, ze R jest relacja réwnowaznosci i wa-
runku, ze
Vpep a € P = [G]R:P,

co konczy dowdd twierdzenia.

Niech elementami zbioru X beda teraz wszystkie zbiory skonczone. Na X

definiujemy relacje
ARB = A jest rownoliczny B.

Wykorzystujac rozumowanie przedstawione w dowodzie twierdzenia 3.1 mozna
pokazaé (zostawiamy to Czytelnikowi), ze relacja ta jest relacja réwnowaznosci.
W takim razie, zgodnie z zasada abstrakcji zbior X mozemy podzieli¢ na roztaczne
podzbiory. Kazdy taki podzbiér, oznaczmy go przez &,,, sktada si¢ ze wszystkich
skoniczonych zbioréw mocy n, dla n € N, czyli wszystkich zbioréw réwnolicznych
sobie. Te klase abstrakcji w matematyce nazywa si¢ liczbg kardynalng.

Przyklad 4.1 Dla danej liczby naturalnej p > 2, niech Z, = {0,1,2,...,p — 1}.
Definiujemy funkcje
rp: N — Zy,

gdzie r,(n) oznacza reszte z dzielenia liczby n przez p, czyli (patrz wyktad 4)
n = kn+ry(n), gdzie k € NU{0}, r,(n) € Z,.
Na N definiugemy relacje R
nRm = r,(n) = ry(m).

Czytelnikowi zostawiamy do wykazania, zZe R jest relacjg rownowaznosci.

W takim razie zbior liczb naturalnych mozemy podzieli¢ klasami abstrakcyi tej
relacji. Ustalmy liczbe naturalng n i p > 2. Znajdziemy opis klasy [n|g. Jesl
m € [n|g, to z zasady podzielnosci i zalozenia, Ze nRm dostaniemy

m = kmp + Tp(m) = kmp + Tp(n)v

dla pewnej liczby naturalnej k,,. Na odwrdt, biorgc liczbe m = kp + ry(n) dla
dowolnej liczby k € NU {0}, widzimy, Zze nRm, bowiem r,(n) = r,(m). Dlatego

nlg = {kp+rp(n): k€ NU{0}}.
Na przyktad, biorgc p =2, dla n =5 dostaniemy
5lr = {bk+1: k € NU{0}}, bowiem ry(5) = 1.

Jesli na elementy klasy abstrakcji [n|g spojrzymy jak na kolejne wyrazy ciggu,
to otrzymamy cigg (kp + rp(n))keNU{o}, ktory w matematyce nazywamy ciggiem
arytmetycznym.
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5 Relacja czeSciowego porzadku i porzadku

O czedciowym porzadku i o porzadku méwiliSmy juz w ramach wyklady 4. Za-
uwazylismy tam, ze zbidr liczb naturalnych jest uporzadkowany oraz zjawisko to
ma swoja interpretacje geometryczna. Relacje czesciowego porzadku na zbiorze
A oznaczymy dalej przez <.

Definicja 5.1 Powiemy, Ze w zbiorze czeSciowo uporzgdkowanym istnieje ele-
ment maksymalny c, jesli
VeeaCc=a=c=a

Podobnie powiemy, ze d € A jest elementem minimalnym, jesli

Vaca a 2 d=d = a.

Przyklad 5.1 Przypusémy, ze obserwujemy trzy kolegki klientow do trzech réoznych
kas. W kazdej z kolejek wprowadzamy relacje:

k X1l = klienci k,l stojg w tej samej kolejce i klient | znajduje sie blizej kasy.

Zauwazimy, ze tak zdefiniowana relacja jest relacjg czesciowego porzedku na zbio-
rze wszystkich klientow, ktorzy ustawili sie do tych trzech kas (dlaczego?). Po-
nadto dla kazdych dwoch klientow ustawionych w roznych kolejkach, klienci ci nie
sq ze sobg w tej relacji. Z tego powodu wsrod osob stojgcych w kolejce do jednej
z tych trzech kas nie istnieje taka, powiedzmy k, ze ¥, | < k. Z drugiej strony,
kazda osoba, ktdra jest aktualnie przy kasie (sq¢ doktadnie trzy) jest elementem
maksymalnym dla tej relacyi. Podobnie kazda osoba, ktora znajduje sie na koncu
kazdej z kolejek—elementem minimalnym.

Pokazemy teraz dwa podstawowe twierdzenia o porzadku i czesciowym porzadku.
Twierdzenie 5.1 (o porzedku)
Kazdy niepusty zbior skonczony mozna uporzadkowac.
Dowdd. Z twierdzenia 3.1 wiadomo, ze jesli |A| = n, to istnieje bijekcja
f:4{1,2,...,n} — A.

Na zbiorze {1,2,...,n} bierzemy relacje <, ktéra jak wiemy jest czesciowym
porzadkiem. Za pomoca bijekcji f zdefiniujemy relacje =< na zbiorze A

Vapea a 2 b = i < j, gdzie a = f(i), b= f(j).

Dla dowodu twierdzenia wystarczy wykazac, ze = jest relacja porzadku, co zo-
stawiamy Czytelnikowi.
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Twierdzenie 5.2 W kazdym niepustym skonczonym zbiorze A z relacjg porzgdku
= istniejg dwa elementy a, b, zZe

Veea a 2 ¢ = b.

Wtedy a nazywamy elementem najmniejszym, b elementem najwiekszym w tym
zbiorze.

Dowdéd. Z twierdzenia 5.1 wynika, ze na zbiorze A istnieje co najmniej jedna rela-
cja =, ktora go porzadkuje. Pozostata czesé tezy mozna udowodni¢ wykorzystujac
ZIM, co zostawiamy Czytelnikowi.

Whprost z definicji relacji porzadku wynika, ze (dlaczego?)

Whniosek 5.1 Elementy najmnieszy © najwiekszy wyznaczone sqg jednoznacznie.

Na koniec podamy twierdzenie bedace abstrakcyjnym odpowiednikiem sy-
tuacji opisanej w przyktadzie 5.1. Jest to szczegdlna wersja stynnego lematu
Kuratowskiego—Zorna.

Twierdzenie 5.3 (o czesciowym porzedku)
W kazdym skoniczonym zbiorze czeSciowo uporzedkowanym istnieje co najmniej
jeden element minimalny © maksymalny.
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6 Cwiczenia i problemy
Zadanie 6.0.1 Rozwigzac wszystkie problemy zasygnalizowane w trsci wyktadu.

Zadanie 6.0.2 Dane s¢ dwa zbiory: A-zbior uczniow, B—zbior ocen. Zapropo-
nowac rozne relacje na zbiorze A X B.

Zadanie 6.0.3 Dane sq trzy zbiory: A-zbior artykutow, B-zbior klientow mar-
ketu, C'—zbior cen. Opisa¢ mozliwe relacje na tych zbiorach towarzyszgce proce-
sowi zakupow.

Zadanie 6.0.4 Dany jest cigg liczbowy (a,a, b, a,a,a). Zapisaé ten cigg za po-
mocg notacyi teorii funkcji. Przedstawié te funkcje jako relacje.

Zadanie 6.0.5 Opisaé zjawisko usadowienia grupy 0sob w sali za pomocg pojecia
relacyi.

Zadanie 6.0.6 Uzasadnic, ze A nie jest zbiorem skonczonym wtedy i tylko wtedy
gdy A jest réwnoliczny z A\ {a}, dla a € A.

Zadanie 6.0.7 Z zasady podzielnosci wiadomo, zZe dla dowolnych dwoch liczb
naturalnych n, m istniejg jedyne liczby k € NU {0} oraz r € {0,1,...,m — 1},
zen=km+r. Jeslir =0, to bedziemy mowili, ze m dzieli n. Jesli 2 dzieli n,
to takg liczbe naturalng nazywamy parzystg. Zaproponowaé relacje na zbiorze N,
dla ktorej zbior wszystkich liczb parzystych jest jej klasq abstrakcyi.
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