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1 Wprowadzenie

Geometria jest ta̧ dziedzina̧ matematyki na przyk�ladzie, której najlepiej widać
aksjomatyczna̧ konstrukcjȩ teorii matematycznej. Najciekawsze jest to, że już w
chwili jej powstania mia�la postać zaksjomatyzowana̧. Tymczasem druga sfera
zainteresowań matematycznych cz�lowieka–teoria liczb doczeka�la siȩ swojej aksjo-
matyzacji dopiero na prze�lomie XIX i XX wieku, z nastaniem wspó�lczesnej teorii
mnogości Cantora. Co to może oznaczać? Tylko jedno–geometria jest nauka̧
bardzo abstrakcyjna̧ i tak musi być odbierana, co wcale nie stoi w sprzeczności
ze stwierdzeniem, że mimo wszystko jest nauka̧ bardzo intuicyjna̧. Przecież
wiȩkszość z nas nie ma problemu ze zrozumieniem takich pojȩć jak: punkt, pro-
sta, p�laszczyzna. Ale kto widzia�l te obiekty? Jeśli widzielísmy punkty, to tylko w
fizycznym tego s�lowa znaczeniu, na pewno nie w znaczeniu geometrycznym. Pro-
stej na pewno nie widzielísmy i nigdy nie zobaczymy–postrzegamy bowiem tylko
fragment czegoś co nazywamy prosta̧. Podobnie jest z p�laszczyzna̧. Nie mamy
problemów też z akceptacja̧ stwierdzenia, że dwie proste równoleg�le i różne nie
przecinaja̧ siȩ. Jak to możliwe, skoro nigdy nie zaobserwujemy takiego zjawiska?
Rozsa̧dna odpowiedź jest jedna: u podstaw naszej wyobraźni i rozumowania leży
pogla̧d, że skoro nie ma podstaw twierdzić, że takie proste nie przetna̧ siȩ (bo
widzimy wycinek tego zjawiska), to przyjmujemy to za prawdȩ. Tymczasem
wspó�lczesna fizyka wyjaśnia, że jest inaczej! Ogólna teoria wzglzglȩdności Einste-
ina przewiduje, że takie proste musza̧ przecinać siȩ. Zatem z ta̧ intuicja̧ niestety
nie jest do końca tak dobrze. W takim razie o co tutaj chodzi?

Odpowiedź jest dość z�lożona. Z jednej strony można bowiem mówić o jed-
nej geometrii, tzw. geometrii absolutnej, z drugiej strony wyróżnia siȩ geometriȩ
euklidesowa̧, sformu�lowana̧ ok. 300 r.p.n.e przez Euklidesa w s�lynnym dziele Ele-
menty i obowia̧zuja̧ca̧, jako jedyna do końca XIX wieku oraz geometriȩ nieeukli-
desowa̧, powsta�la̧ w po�lowie XIX w., sformu�lowana̧ niezależnie przez matematyka
rosyjskiego �Lobaczewskiego i wȩgierskiego Bolyai’a, a nastȩpnie uogólniona̧ przez
Riemanna. Chodzi o to, że obie geometrie opieraja̧ siȩ na wspólnym zbiorze ak-
sjomatów, z których można wyprowadzić każda̧ z tych geometrii, ale też różnia̧
siȩ i to bardzo. Obie teorie sa̧ prawdziwe, jako niesprzeczne, ale prowadza̧ do
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2 POJȨCIA PIERWOTNE GEOMETRII

różnych, bo wykluczaja̧cych siȩ wniosków. Jest to możliwe, bowiem pomimo, że
posiadaja̧ wspólne zbiory aksjomatów, to jednak wyprowadzone sa̧ ze zbiorów
różnych.

Nasz wyk�lad oprzemy na klasycznym zbiorze aksjomatów, czyli pochodza̧cych
od Euklidesa. Zaczniemy od sformu�lowania kilku podstawowych pojȩć.

2 Pojȩcia pierwotne geometrii

Dany bȩdzie niepusty zbiór S. Elementy tego zbioru bȩdziemy oznaczali a, b, c itd.
i nazywali punktami. Zbiór S nazwiemy przestrzenia̧. Dlatego o tym, że a ∈ S,
bȩdziemy mówili: a jest punktem przestrzeni S. W przestrzeni S wyróżnimy dwie
rodziny podzbiorów: L i P. Elementy rodziny L bȩdziemy oznaczali przez L
i nazywali prostymi. Jeśli zaistnieje potrzeba użycia wiȩkszej ilości prostych, to
bȩdziemy pisali L1, L2, itd. Podobnie elementy rodziny P oznaczymy przez π
i nazwiemy p�laszczyznami. Jeśli napiszemy π1, π2, to bȩdzie to oznacza�lo, że
bȩdziemy rozważali dwie p�laszczyzny.

W takim razie napiszemy odpowiednio:

a ∈ S, L ∈ L, L ⊂ S, π ∈ P, π ⊂ S.

Jeśli a ∈ L, to powiemy, że punkt a należy do prostej L, albo prosta L prze-
chodzi przez punkt a. W przypadku kiedy a ∈ π, powiemy: punkt a należy do
p�laszczyzny π albo p�laszczyzna π przechodzi przez punkt a. Natomiast inkluzjȩ
L ⊂ π skomentujemy, że prosta L zawiera siȩ w p�laszczyźnie π lub leży na tej
p�laszczyźnie, albo że p�laszczyzna π zawiera prosta̧ L.

Definicja 2.1 Każdy niepusty podzbiór przestrzeni S nazwiemy figura̧. Zatem
elementy rodzin L i P sa̧ przyk�ladami figur. Jeśli F jest figura̧, to relacjȩ F ⊂ L
bȩdziemy opisywali: figura F leży na prostej L. Analogicznie, jeśli F ⊂ π, to
powiemy, że figura F leży na p�laszczyźnie π.

Dalej bȩdziemy zak�ladali, że na przestrzeni S dane sa̧ dwie relacje: B, jako
relacja 3–argumentowa, gdzie

∀(a,b,c)∈S (a, b, c) ∈ B
bȩdziemy czytali: punkt b leży pomiȩdzy punktami a i b, oraz relacjȩ D, rozumiana̧
jako relacjȩ 4–argumentowa̧, gdzie

∀(a,b,c,d)∈S (a, b, c, d) ∈ D
bȩdziemy czytali, że odleg�lość punktu a od b jest taka sama jak odleg�lość punktu
c od d.
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3 Aksjomaty geometrii Euklidesa

Dalej bȩdziemy pos�lugiwali siȩ aksjomatami geometrii Euklidesa, czyli geometrii
klasycznej. Ze wzglȩdu na rolȩ jaka̧ one pe�lnia̧ w teorii (geometrii) dzielimy je
na 5 grup:

• I–sk�lada siȩ z 9 tzw. aksjomatów incydencji I1 − I9. Ich rola polega na
ustaleniu teoriomnogościowych zależności (zdarzeń) pomiȩdzy punktami,
prostymi i p�laszczyznami.

• II–zawiera 9 kolejnych aksjomatów O1 − O9, które wypowiadaja̧ siȩ na
temat w�lasności relacji B.

• III–zawiera 8 tzw. aksjomatów uporza̧dkowania C1 − C8. Aksjomaty te
opisuja̧ w�lasności relacji D.

• IV–grupa ta zawiera tylko jeden aksjomat, zwany aksjomatem cia̧g�lości,
który oznaczamy jako Co.

• V–zawiera tzw. aksjomat E, nazywany aksjomatem Euklidesa–jest to s�lynny
5 aksjomat Euklidesa.

3.1 Aksjomaty incydencji

Przed sformu�lowaniem grupy aksjomatów incydencji wygodnie bȩdzie przyja̧ć
nastȩpuja̧ca̧ definicjȩ

Definicja 3.1 Powiemy, że punkty a, b, c ∈ S sa̧ wspó�lliniowe, jeśli

∃L∈L a, b, c ∈ L.

W przeciwnym razie powiemy, że punkty te sa̧ niewspó�lliniowe.

Dla punktów a, b, c, d ∈ S powiemy, że sa̧ one wspó�lp�laszczyznowe, jeśli

∃π∈P a, b, c, d ∈ π.

W przeciwnym razie powiemy, że punkty te sa̧ niewspó�lp�laszczyznowe.

Możemy teraz przysta̧pić do sformu�lowania aksjomatów incydencji. Z wyraź-
nym naciskiem pragniemy zwrócić uwagȩ, że z punktu widzenia roli jaka̧ ak-
sjomaty te maja̧ spe�lnić ich liczba jest minimalna. Oznacza to, że żadnego z
tych aksjomatów nie da siȩ wyprowadzić z pozosta�lych 27 aksjomatów. Podobna
uwaga dotyczy aksjomatów z pozosta�lych grup.
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I1.
∀L∈L ∃a�=b∈S a, b ∈ L.

I2.
∀a,b∈S ∃L∈L a, b ∈ L.

I3. Jeśli a �= b, to istnieje co najwyżej jedna prosta L, że a, b ∈ L.

I4. Dla każdej p�laszczyzny π ∈ P istnieja̧ trzy punkty niewspó�lliniowe
należa̧ce do tej p�laszczyzny.

I5. Dla dowolnych trzech punktów istnieje co najmniej jedna p�laszczyzna
zawieraja̧ca je.

I6. Przez dowolne trzy punkty niewspó�lliniowe przechodzi co najwyżej
jedna p�laszczyzna.

I7.
∀L∈L,π∈P

(
a �= b ∈ L i a, b ∈ π

)
⇒ L ⊂ π.

I8.
∀a∈S ∀π1,π2∈P a ∈ π1 ∩ π2 ⇒ ∃b�=a b ∈ π1 ∩ π2.

I9. Istnieje co najmniej jeden zbiór {a, b, c, d} ⊂ S punktów nie-
wspó�lp�laszczyznowych.

Uwaga 3.1

1. Aksjomat drugi mówi tylko, że przez dwa różne punkty przechodzi co naj-
mniej jedna prosta.

2. Aksjomat 3 należy rozumieć nastȩpuja̧co

jeśli dla a �= b, a, b ∈ L, to prosta L jest jedyna.

Aksjomat ten jest niezależny od I2.

3. Aksjomat I6 mówi, że przez trzy niewspó�lliniowe punkty przechodzi co naj-
wyżej jedna p�laszczyzna. Nie wypowiada siȩ na temat istnienia takiej p�lasz-
czyzny. Jest niezależny od I5.

4. Aksjomat I7 mówi, że jeśli różne punkty należa̧ jednocześnie do prostej i
p�laszczyzny, to ta prosta musi leżeć na tej p�laszczyźnie.

5. Aksjomat I8 mówi, że jeśli dwie p�laszczyzny sa̧ nieroz�la̧czne, to maja̧ co
najmniej dwa różne punkty wspólne.
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3.2 Wnioski z aksjomatów I

Sformu�lujemy teraz szereg twierdzeń, które udowodnimy wykorzystuja̧c aksjo-
maty typu I. W ten sposób pokażemy explicite ich rolȩ w geometrii. Twierdzenia
te można zebrać w cztery grupy tematyczne.

3.2.1 Niewspó�lliniowość i niewspó�lp�laszczyznowość

Twierdzenie 3.1 Jeśli punkty a, b, c sa̧ niewspó�lliniowe, to sa̧ parami różne.

Dowód. Niech a, b, c bȩda̧ niewspó�lliniowe. Z aksjomatu I2 istnieje prosta L,
że b, c ∈ L. Gdyby dla pewnych dwóch punktów, powiedzmy a, b, a = b, to wtedy
również a ∈ L, co przeczy temu, że punkty te by�ly niewspó�lliniowe.

�

Powtarzaja̧c rozumowanie z dowodu powyższego twierdzenia z wykorzysta-
niem aksjomatu I5 (zostawiamy jako ćwiczenie) można udowodnić, że

Twierdzenie 3.2 Jeśli punkty a, b, c, d sa̧ niewspó�lp�laszczynowe, to sa̧ parami
różne.

Twierdzenie 3.3 Jeżeli punkty a, b, c, d sa̧ niewspó�lp�laszczyznowe, to każde trzy
spośród nich sa̧ niewspó�lliniowe.

Dowód. Niech punkty a, b, c, d spe�lniaja̧ za�lożenie twierdzenia. Gdyby np. punkty
a, b, c by�ly wspó�lliniowe, to zgodnie z definicja̧

a, b, c ∈ L

dla pewnej prostej L. Z drugiej strony, z aksjomatu I5 wynika, że

a, b, d ∈ π,

dla pewnej p�laszczyzny π.
W taki razie a, b ∈ L ∩ π. Z za�lożenia i twierdzenia 3.2 wynika, że a �= b.

Aksjomat I7 mówi, że wtedy musi zachodzić inkluzja L ⊂ π. Ale c ∈ L, wiȩc
również c ∈ π. W takim razie punkty a, b, c, d należa̧ do p�laszcyzny π, co jest
niemożliwe.

�
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Wprost z aksjomatu I3 (dlaczego?) wynika kolejne twierdzenie

Twierdzenie 3.4 Dla różnych punktów a, b ∈ L i punktu c /∈ L, punkty a, b, c
sa̧ niewspó�lliniowe.

Podobnie wprost z aksjomatu I6 mamy (dlaczego?)

Twierdzenie 3.5 Niech punkty a, b, c bȩda̧ niewspó�lliniowe oraz należa̧ do p�lasz-
czyzny π. Jeśli dla pewnego punktu d, d /∈ π, to punkty a, b, c, d sa̧ niewspó�lp�lasz-
czyznowe.

3.2.2 Proste i p�laszczyzny

Zajmiemy siȩ teraz problemem wyznaczania prostej i p�laszczyzny jako podzbiorów
przestrzeni S.

Twierdzenie 3.6 Przez dwa różne punkty przechodzi dok�ladnie jedna prosta.
Powiemy też, że prosta wyznaczona jest jednoznacznie przez parȩ różnych punktów.

Dowód. Z aksjomatu I2 mamy: jeśli a, b ∈ S, to istnieje co najmniej jedna prosta
L przechodza̧ca przez te punkty. Ponieważ z za�lożenia sa̧ one różne, aksjomat
I3 mówi, że co najwyżej jedna prosta ma tȩ w�lasność. Dlatego taka prosta jest
jedyna. Dalej taka̧ prosta̧ oznaczymy przez L(a, b).

�

Wersja powyższego twierdzenia dla p�laszczyzny wygla̧da nastȩpuja̧co

Twierdzenie 3.7 Przez trzy niewspó�lliniowe punkty przechodzi dok�ladnie jedna
p�laszczyzna.

Dowód. Z aksjomatu I5 przez każde trzy punkty a, b, c przechodzi co najmniej
jedna p�laszczyzna. Aksjomat I6 precyzuje, że jeśli sa̧ one niewspó�lliniowe, to
musi ona być jedyna. Dalej taka̧ p�laszczyznȩ oznaczymy przez π(a, b, c).

�
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Twierdzenie 3.8 Przez prosta̧ L i punkt c /∈ L przechodzi dok�ladnie jedna
p�laszczyzna.

Dowód. Z aksjomatu I1 istnieja̧ dwa różne punkty a, b ∈ L. W twierdzeniu 3.4
pokazalísmy, że wtedy trzy punkty a, b, c, gdzie c /∈ L musza̧ być niewspó�lliniowe.
W takim razie z twierdzenia 3.7 istnieje dok�ladnie jedna p�laszyzna, że π =
π(a, b, c). Ale wtedy dla punktów a, b mamy a, b ∈ L ∩ π, co z aksjomatu I7
oznacza, że L ⊂ π. Dlatego p�laszczyzna π jest jedyna̧ p�laszczyzna̧ przechodza̧ca̧
przez prosta̧ L i punkt c.

�

Twierdzenie 3.9 Przez dwie różne przecinaja̧ce siȩ proste przechodzi dok�ladnie
jedna p�laszczyzna.

Dowód. Niech dane bȩda̧ dwie różne proste L1, L2. Z za�lożenia a ∈ L1 ∩ L2 dla
pewnego punktu a. Z aksjomatu I1 na prostej L1 znajdzie punkt c �= a. Ponieważ
proste te sa̧ różne, z twierdzenia 3.6 wynika, że c /∈ L2. Przed chwila̧ pokazalísmy
(twierdzenie 3.8), że w takiej sytuacji istnieje jedyna p�laszczyzna π, że

c ∈ π, L2 ⊂ π.

Mamy wiȩc dwa różne punkty, które należa̧ jednocześnie do p�laszczyzny π i pro-
stej L1. Z aksjomatu I7 oznacza to, że L1 ⊂ π. Ponieważ L2 też leży na tej
p�laszczyźnie, wiȩc twierdzenie zosta�lo udowodnione.

�

3.2.3 Twierdzenie o istnieniu

W kolejnym twierdzeniu zaprezentujemy rolȩ aksjomatu I9.

Twierdzenie 3.10

• Niech dana bȩdzie prosta L. Wtedy dla dowolnego punktu a ∈ L istnieje co
najmniej jeden punkt b ∈ L, różny od a.

• Dla dowolnej p�laszczyzny π i dowolnie wybranych różnych punktów a, b ∈ π
istnieje taki punkt c ∈ π, że punkty a, b, c sa̧ niewspó�lliniowe.

• Dla dowolnych trzech niewspó�lliniowych punktów a, b, c istniej taki czwarty
d, że punkty a, b, c, d sa̧ niewspó�lp�laszczyznowe.

Dowód.
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• Z aksjomatu I1 na prostej L leża̧ co najmniej dwa różne punkty p, q. Dla-
tego jeden z nich musi być różny od punktu a. Jest on szukanym punktem
b.

• Aksjomat I4 mówi, że na każdej p�laszczyźnie π leża̧ trzy niewspó�lliniowe
punkty p, q, r. Zatem co najmniej jeden z nich, powiedzmy r nie należy do
prostej L = L(a, b). Z twierdzenia 3.4 wynika, że wtedy punkty a, b, r sa̧
niewspó�lliniowe. W takim razie (twierdzenie 3.7) wyznaczaja̧ one dok�ladnie
jedna̧ p�laszcyznȩ π = π(a, b, r). Dla zakończenia dowodu wystarczy przyja̧ć,
że c = r.

• Niech a, b, c bȩda̧ niewspó�lliniowe i weźmy p�laszczyznȩ π zawieraja̧ca̧ te
punkty (twierdzenie 3.7). Aksjomat I9 mówi że istnieje co najmniej jedna
czwórka punktów p, q, r, s, które sa̧ niewspó�lp�laszczyznowe. W takim razie
co najmniej jeden z nich, powiedzmy s nie może należeć do tej p�laszczyzny.
Z twierdzenie 3.5 wynika, że w takiej sytuacji punkty a, b, c, s sa̧ niewspó�l-
p�laszczyznowe. W takim razie wystarczy wzia̧ć d = s.

�

3.2.4 Przeciȩcie siȩ prostych i p�laszczyzn

Zbadamy teraz wzajemne po�lożenie prostych i p�laszczyzn oraz konsekwencje tego
po�lożenia.

Twierdzenie 3.11 Dla dowolnych prostych L1, L2 albo:

•
L1 ∩ L2 = ∅, czyli sa̧ roz�la̧czne, albo

•
L1 = L2, czyli sa̧ jednakowe, albo

•
L1 ∩ L2 = {a}, czyli przecinaja̧ siȩ dok�ladnie w jednym punkcie.

Dowód. Weźmy dwie proste L1, L2 i za�lóżmy, że L1 �= L2 i przecinaja̧ siȩ.
Wtedy istnieje co najmnie jeden punkt a, że a ∈ L1 ∩ L2. Należy pokazać, że
punkt o takiej w�lasności jest jedyny. Przypuśćmy, że tak nie jest. Wtedy dla
pewnego punktu b, b �= a mielibyśmy b ∈ L1 ∩L2. Aksjomat I3 mówi, że istnieje
wtedy co najwyżej jedna prosta L(a, b) zawieraja̧ca oba punkty. W takim razie
L1 = L2, co jest niemożliwe.

�
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Twierdzenie 3.12 Niech dana bȩdzie prosta L i p�laszczyzna π. Wtedy albo:

•

L ∩ π = ∅, czyli prosta nie przebija p�laszcyzny, albo

• jeśli
L ∩ π �= ∅, czyli prosta przebija p�laszcyznȩ,

to albo

–

L ⊂ π, czyli prosta leży na p�laszczyźnie, albo

–

L �⊂ π i L ∩ π = {a}, dla pewnego punktu a.

Dowód. Przypuśćmy, że prosta L przebija p�laszczyznȩ, czyli L ∩ π �= ∅ oraz nie
jest zawarta w tej p�laszczyźnie. Weźmy punkt a, taki że a ∈ L∩π. Zauważmy, że
aksjomat I7 wyklucza istnienie innego punktu b ∈ L ∩ π, bowiem wtedy L ⊂ π,
a tak nie jest.

�

Omawianie akcjomatów incydencji zakończymy nastȩpuja̧cym twierdzeniem

Twierdzenie 3.13 Niech dane bȩda̧ dwie różne p�laszczyzny π1, π2. Wtedy albo
sa̧ one roz�la̧czne, czyli π1∩π2 = ∅, albo ich czȩść wspólna jest prosta̧, czyli istnieje
L ∈ L, L = π1 ∩ π2.

Dowód. Za�lóżmy, że dla dwóch różnych p�laszcyzn π1, π2, π1 ∩π2 �= ∅. Istniej wiȩc
punkt a, taki że a ∈ π1 ∩ π2. Ale wtedy (aksjomat I8) znajdzie siȩ punkt b �= a,
że b ∈ π1 ∩ π2. Weźmy prosta̧ L = L(a, b) wyznaczona̧ jednoznacznie przez te
punkty (twierdzenie 3.6). Z aksjomatu I7 musi wtedy być

L(a, b) ⊂ π1 ∩ π2.

Należy pokazać, że π1 ∩ π2 ⊂ L(a, b). Przypuśćmy, że dla pewnego punktu c,
c ∈ π1∩π2 i c /∈ L(a, b). Wtedy z twierdzenia 3.4 punkty a, b, c sa̧ niewspó�lliniowe.
Z twierdzenia 3.7 istnieje dok�ladnie jedna p�laszczyzna π zawieraja̧ca je. Oznacza
to, że π2 = π = π1, co jest niemożliwe.

�
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3.3 Aksjomaty uporza̧dkowania

Przejdziemy teraz do omówienia aksjomatów, które postuluja̧ istnienie pierwszej
z dwóch relacji–relacji trzyargumentowej B (od between). Ze wzglȩdu na znacze-
nie i w�lasności tej relacji aksjomaty te nazywamy aksjomatami uporza̧dkowania.
Jak wspominalísmy, aksjomatów tych jest 9. Ograniczymy siȩ do podania tylko
pierwszych ośmiu. Ponieważ dotycza̧ one relacji punktów wspó�lliniowych, nazy-
wamy je także aksjomatami uporza̧dkowania liniowego.

Bȩdziemy zak�ladali, że B jest relacja̧ na S × S × S, gdzie zapis

(a, b, c) ∈ B
bȩdziemy czytali punkt b leży pomiȩdzy punktami a i c.

Relacja ta ma nastȩpuja̧ce w�lasności postulowane w aksjomatach uporza̧dkowa-
nia liniowego.

O1
(a, b, c) ∈ B ⇒ punkty a, b, c sa̧ wspó�lliniowe i różne.

O2
(a, b, c) ∈ B ⇔ (c, b, a) ∈ B.

O3
(a, b, c) ∈ B ⇒ ¬

(
(b, a, c) ∈ B

)
.

O4

Jeśli punkty a, b, c sa̧ wspó�lliniowe i różne, to

(a, b, c) ∈ B ∨ (b, c, a) ∈ B ∨ (c, a, b) ∈ B.

O5

Jeśli a �= b, to istnieje punkt c, że (a, b, c) ∈ B.

O6

Jeśli a �= b, to istnieje punkt c, że (a, c, b) ∈ B.

O7

Jeśli (a, b, c) ∈ B i (b, c, d) ∈ B, to (a, b, d) ∈ B.

O8

Jeśli (a, b, d) ∈ B i (b, c, d) ∈ B, to (a, b, c) ∈ B.

10
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Uwaga 3.2

1. Aksjomat O1 mówi, że jeśli trzy punkty sa̧ niewspó�lliniowe lub nie sa̧ pa-
rami różne, to nie moga̧ być w relacji B. Zatem, jeśli a, b, c wyznaczaja̧

jednoznacznie p�laszczyznȩ lub np. a = b, to ¬
(

(a, b, c) ∈ B
)

.

2. Aksjomaty O2 i O3 wyjaśniaja̧ oznaczenie i treść relacji B: to, że (a, b, c) ∈
B oznacza, że trzy różne punkty leża̧ce na prostej (aksjomat O1) zawieraja̧
miȩdzy soba̧ punkt b. Możemy też powiedzieć, że punkt b nie może być wtedy
punktem pierwszym ani trzecim, jeśli (a, b, c) ∈ B.

3. Aksjomat O4 mówi, że każda prosta L jako podzbiór przestrzeni S jest
uporza̧dkowana w tym sensie, że dla dowolnych trzech różnych punktów
należa̧cych do L, któryś z nich musi leżeć pomiȩdzy pozosta�lymi. Takie
uporza̧dkowanie nazywamy liniowym.

4. Aksjomaty O5 przy udziale O1 i O2 mówi, że w sensie porza̧dku, o którym
pisalísmy wyżej, każda̧ prosta̧ można dowolnie przed�lużać w obu kierunkach.
Wyjaśnimy to dok�ladniej. Weźmy dowolna̧ prosta̧ L. Jak dobrze wiadomo,
istnieja̧ wtedy dwa różne punkty a, b ∈ L. Aksjomat O5 mówi, że wtedy
(a, b, c) ∈ B dla pewnego punktu c. Z aksjomatu O1 wynika, że c ∈ L, co
daje efekt przed�lużenia prostej na prawo (efekt przed�lużenia w lewo wynika
z aksjomatu O2).

5. Aksjomat O6 ma swoje konsekwencje mnogościowe, o czym powiemy później–
t�lumaczy, że prosta jako podzbiór przestrzeni nie może być zbiorem skończo-
nym.

6. Aksjomaty O7 i O8 przypominaja̧ w�lasność przechodniości relacji dwuar-
gumentowej.

Wniosek 3.1 Dla dowolnych trzech różnych punktów a, b, c
1.

(a, b, c) ∈ B ∧ (b, c, d) ∈ B ⇒ (a, c, d) ∈ B.

2.

(a, b, d) ∈ B ∧ (b, c, d) ∈ B ⇒ (a, c, d) ∈ B.

Dowód. Niech (a, b, c) ∈ B ∧ (b, c, d) ∈ B. Z O2 wtedy odpowiednio

(c, b, a) ∈ B ∧ (d, c, b) ∈ B,

co z O7 oznacza, że (d, c, a) ∈ B. Ale wtedy z O2, (a, c, d) ∈ B, co dowodzi (1).
Dowód (2) przebiega podobnie i zostawiamy go Czytelnikowi.

�
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3.4 Pojȩcie odcinka

Zbiór {a, b}, gdzie a �= b nazywamy odcinkiem. Wtedy punkty a, b sa̧ jego
końcami. Dalej odcinek taki bȩdziemy oznaczali przez ab.

Niech a �= b. Z aksjomatu O6 wiemy, że zbiór

{c ∈ S: (a, c, b) ∈ B}
jest niepusty. Dalej bȩdziemy pisali

(ab) = {c ∈ S: (a, c, b) ∈ B},
a zbiór (ab) bȩdziemy nazywali odcinkiem otwartym.

Kolejne twierdzenie bȩda̧ce konsekwencja̧ definicji odcinka i odcinka otwartego
wyjaśnia podstawowe w�lasności odcinka otwartego

Twierdzenie 3.14 Dla każdych dwóch różnych punktów a, b mamy:

1.

ab = ba;

2.

(ab) = (ba);

3.

a, b ∈ L ⇒ (ab) ⊂ L.

Można też mówić o odcinku domkniȩtym < ab >, gdzie < ab >= (ab)∪{a, b}.
Kolejne twierdzenie wyjaśnia dlaczego prosta, a wiȩc i p�laszczyzna nie sa̧ zbiorami
skończonymi.

Twierdzenie 3.15 Każdy odcinek otwarty jest zbiorem nieskończonym.

Dowód. Weźmy odcinek otwarty (ab). Skonstruujemy nieskończony cia̧g punk-
tów (cn) taki, że:

∀n cn ∈ (ab) i ∀k �=l ck �= cl.

W tym celu niech L oznacza prosta̧ wyznaczona̧ jednoznacznie przez parȩ
punktów a, b. Cia̧g (cn) definiujemy przez indukcjȩ:

c1 = c, gdzie (a, c, b) ∈ B (aksjomat O6).

Przypuśćmy, że dla n ≥ 1 znamy już cn. Bierzemy cn+1 ∈ L, gdzie (a, cn+1, cn) ∈
B, co jest możliwe z wyboru cn i aksjomatu O6. Pokażemy, że cia̧g (cn) ma

12
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poża̧dane w�lasności. Aby wykazać, że cn ∈ (ab), wystarczy pokazać, że (a, cn, b) ∈
B. Zrobimy to przez indukcjȩ. Dla n = 1 tak jest z wyboru c1. Niech dla n ≥ 1
bȩdzie (a, cn, b) ∈ B. Pokażemy, że (a, cn+1, b) ∈ B. Z za�lożenia i aksjomatu O2
mamy:

(b, cn, a) ∈ B i (cn, cn+1, a) ∈ B,

ska̧d na mocy Wniosku 3.1 (1) mamy (b, cn+1, a) ∈ B, czyli (a, cn+1, b) ∈ B.
Dlatego cn ∈ (ab) dla każdego naturalnego n. Aby wykazać, że wyrazy tego
cia̧gu sa̧ parami różne, wystarczy pokazać, że

∀m,n

(
m < n ⇒ (a, cn, cm) ∈ B

)
.

Zrobimy to przez indukcjȩ wzglȩdem n. Zauważmy, że przypadek n = 1 jest
spe�lniony (dlaczego?). Możemy wiȩc za�lożyć, że powyższe zdanie prawdziwe jest
dla n ≥ 1. Pokażemy, że

∀m

(
m < n + 1 ⇒ (a, cn+1, cm) ∈ B

)
.

Zachodza̧ dwa przypadki:

• m = n. Wtedy z konstrukcji cn+1 wynika wprost, że (a, cn+1, cn) ∈ B.

• m < n. Teraz możemy skorzystać z za�lożenia indukcyjnego i wtedy (a, cn, cm) ∈
B. Ale (a, cn+1, cn) ∈ B, wiȩc z Wniosku 3.1 (2) (cm, cn+1, a) ∈ B, czyli
(a, cn+1, cm) ∈ B, co należa�lo pokazać.

�

Wniosek 3.2 Każda prosta i każda p�laszczyzna jest nieskończonym podzbiorem
przestrzeni S.
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3.5 Pó�lprosta

Weźmy prosta̧ L i ustalmy punkt a ∈ L. Na zbiorze L \ {a} definiujemy relacjȩ
Ra:

pRaq ⇔ ¬
(

(p, a, q) ∈ B
)
.

Dalej bȩdziemy czytali punkty p, q leża̧ po tej samej stronie prostej L.

Uwaga 3.3 Warunek ¬
(

(p, a, q) ∈ B
)

, przy za�lożeniu, że a, p, q sa̧ wspó�lliniowe

oznacza, że albo p = q, albo sa̧ różne i punkt a nie może leżeć pomiȩdzy punktami
p, q.

Twierdzenie 3.16 Ra jest relacja̧ równoważności.

Dowód. Jeśli p = q, to relacja (p, a, q) ∈ B nie może zachodzić (aksjomat O1), co
oznacza, że Ra jest zwrotna. Jeśli pRaq, to z aksjomatu O2 i zasady transpozycji

implikacji wynika, że ¬
(

(q, a, p) ∈ B
)

, czyli qRap.

Dla dowodu przechodniości ustalmy p, q, r ∈ L \ {a} i niech pRaq oraz qRar.

Zatem ¬
(

(p, a, q) ∈ B
)

i ¬
(

(q, a, r) ∈ B
)

. Z aksjomatu O4 (punkty p, a, q sa̧

różne i wspó�lliniowe) wynika, że wtedy

(a, q, p) ∈ B albo (a, p, q) ∈ B.

Przypuśćmy, że ¬
(
pRar

)
⇔ (p, a, r) ∈ B. Wtedy

(a, q, p) ∈ B i (p, a, r) ∈ B ⇒ (q, a, r) ∈ B
i ponieważ qRar, wiȩc ostatni warunek nie zachodzi. Dlatego (a, p, q) ∈ B. Ale
wtedy, ponieważ (p, a, r) ∈ B, musi zachodzić (q, a, r) ∈ B, co też jest niemożliwe.
Dlatego pRar, co kończy dowód.

�

Twierdzenie 3.16 pozwala podzielić zbiór L \ {a} na parami roz�la̧czne klasy
abstrakcji. Kolejne twierdzenie wyjaśnia, że sa̧ tylko dwie takie klasy

Twierdzenie 3.17

L \ {a} = [p1]Ra ∪ [p2]Ra ,

gdzie
p ∈ [p1]Ra i q ∈ [p2]Ra ⇒ (p, a, q) ∈ B.

14
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Dowód. Z aksjomatu I1 istnieje punkt p1 ∈ L \ {a}. Z aksjomatu O5 istnieje
p2 ∈ L \ {a}, że (p1, a, p2) ∈ B. W takim razie [p1]Ra ∩ [p2]Ra = ∅, bowiem

¬
(
p1Rap2

)
. Można pokazać, że innych klas nie ma, co kończy dowód.

�

Każdy ze zbiorów [p1]Ra , [p2]Ra nazywamy pó�lprosta̧ wyznaczona̧ przez prosta̧
L i punkt a. Wtedy a nazywamy pocza̧tkiem tych pó�lprostych, natomiast o tych
pó�lprostych bȩdziemy mówili, że siȩ dope�lniaja̧. Dalej symbolem HL(a) bȩdziemy
oznaczali jedna̧ z tych pó�lprostych. Tȩ druga̧ dope�lniaja̧ca̧ pó�lprosta̧ oznaczymy
przez HL�(a). Wtedy

L = HL(a) ∪ HL�(a) ∪ {a}.

Kolejne twierdzenie opisuje wzajemne po�lożenie pó�lprostych na prostej. Jak
pokażemy dalej, w�lasności te pozwola̧ nam zdefiniować na prostej jej orientacjȩ,
a w efekcie relacjȩ porza̧dku.

Twierdzenie 3.18 Niech HL(p) i HL(q) bȩda̧ pó�lprostymi na prostej L odpo-
wiadaja̧cymi punktom p i q oraz p ∈ HL(q) i q ∈ HL�(p). Wtedy zachodzi każdy
z warunków:

1.

HL(p) ⊂ HL(q).

2.

HL�(q) ⊂ HL�(p).

3.

HL(p) ∩ HL�(q) = ∅.

4.

HL�(p) ∩ HL(q) = (pq).

Dowód. Niech a ∈ HL(p). Ponieważ q ∈ HL�(p), punkt q jest z innej klasy

abstrakcji relacji Rp aniżeli a. Dlatego ¬
(
aRpq

)
⇔ (a, p, q) ∈ B. Pokażemy,

że a /∈ HL�(q). W tym celu wystarczy pokazać, że (r, q, a) ∈ B dla dowolnego

r ∈ HL�(q). Ale r ∈ HL�(q) ⇒ ¬
(
rRqp

)
⇔ (r, q, p) ∈ B. Z aksjomatu
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3.5 Pó�lprosta 3 AKSJOMATY GEOMETRII EUKLIDESA

O7 z warunku (a, p, q) ∈ B i (r, q, p) ∈ B wynika, że (r, q, a) ∈ B. Dlatego
a /∈ HL�(q), czyli a ∈ HL(q). (2) jest konsekwencja̧ zasady transpozycji inkluzji
i (1). Warunek (3) wynika wprost z warunków (1) i (2). Pozostaje wykazać (4).

Weźmy a ∈ HL�(p) ∩ HL(q). Mamy wtedy ¬
(

(a, p, q) ∈ B
)

i ¬
(

(a, q, p) ∈ B
)

.

Z drugiej strony, z aksjomatu O4 dla trzech różnych punktów a, p, q zachodzi
jeden z warunków

(a, p, q) ∈ B, (p, q, a) ∈ B, (q, a, p) ∈ B.

Dlatego (q, a, p) ∈ B, co oznacza, że q ∈ (pq). Na odwrót, jeśli a ∈ (pq), to
ponieważ (p, a, q) ∈ B, z aksjomatu O4, oba warunki

(a, p, q) ∈ B, (p, q, a) ∈ B
nie moga̧ zachodzić, co oznacza, że a ∈ HL�(p) ∩ HL(q).

�

Wprost z powyższego twierdzenia mamy praktyczne kryterium na zawieranie
siȩ pó�lprostych

Wniosek 3.3 Niech dane bȩda̧ dwie pó�lproste HL(p) i HL(q), gdzie p �= q.
Wtedy HL(p) ⊂ HL(q) ⇔ p ∈ HL(q) i q /∈ HL(q).

�

Dalej potrzebny nam bȩdzie jeszcze jeden fakt wynikaja̧cy z twierdzenia 3.18

Wniosek 3.4 Niech dane bȩda̧ dwie pó�lproste HL(p) i HL(q), gdzie p �= q. Jeśli
HL(p) ⊂ HL(q), to

HL(q) \ {p} = (pq) ∪ HL(p),

(pq) ∩ HL(p) = ∅.

Dowód. Z w�lasności pó�lprostej i jej dope�lnienia mamy

HL(q) \ {p} =
(
HL(q) \ {p}

)
∩

(
HL(p) ∪ HL�(p)

)
,

ska̧d

HL(q) \ {p} =
[(

HL(q) \ {p}
)
∩ HL(p)

]
∪

[(
HL(q) \ {p}

)
∩ HL�(p)

]
.

Z za�lożenia pierwszy sk�ladnik powyższej sumy jest równy HL(p), drugi z
warunku (4) twierdzenia 3.18 (pq), co daje pierwszy ze wzorów. Ponieważ (pq) ⊂
HL�(p), (pq) ∩ HL(p) = ∅.

�
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