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1 Wprowadzenie

Geometria jest ta dziedzing matematyki na przykladzie, ktorej najlepiej widac
aksjomatyczng konstrukcje teorii matematycznej. Najciekawsze jest to, ze juz w
chwili jej powstania miala posta¢ zaksjomatyzowana. Tymczasem druga sfera
zainteresowan matematycznych czlowieka—teoria liczb doczekata si¢ swojej aksjo-
matyzacji dopiero na przetomie XIX i XX wieku, z nastaniem wspolczesnej teorii
mnogoSci Cantora. Co to moze oznacza¢? Tylko jedno-geometria jest nauka
bardzo abstrakcyjna i tak musi by¢ odbierana, co wcale nie stoi w sprzecznosci
ze stwierdzeniem, ze mimo wszystko jest nauka bardzo intuicyjna. Przeciez
wiekszo$¢ z nas nie ma problemu ze zrozumieniem takich poje¢ jak: punkt, pro-
sta, ptaszczyzna. Ale kto widzial te obiekty? Jesli widzieliSmy punkty, to tylko w
fizycznym tego stowa znaczeniu, na pewno nie w znaczeniu geometrycznym. Pro-
stej na pewno nie widzieliSmy i nigdy nie zobaczymy—postrzegamy bowiem tylko
fragment czegos co nazywamy prosta. Podobnie jest z plaszczyzna. Nie mamy
problemow tez z akceptacja stwierdzenia, ze dwie proste rownolegte i rézne nie
przecinajg sie. Jak to mozliwe, skoro nigdy nie zaobserwujemy takiego zjawiska?
Rozsadna odpowiedz jest jedna: u podstaw naszej wyobrazni i rozumowania lezy
poglad, ze skoro nie ma podstaw twierdzi¢, ze takie proste nie przetng si¢ (bo
widzimy wycinek tego zjawiska), to przyjmujemy to za prawde. Tymczasem
wspolczesna fizyka wyjasnia, ze jest inaczej! Ogdlna teoria wzglzglednosci Einste-
ina przewiduje, ze takie proste musza przecinac si¢. Zatem z ta intuicja niestety
nie jest do korica tak dobrze. W takim razie o co tutaj chodzi?

Odpowiedz jest dos¢ zlozona. Z jednej strony mozna bowiem mowi¢ o jed-
nej geometrii, tzw. geometrii absolutnej, z drugiej strony wyrdznia sie geometrie
euklidesowg, sformutowana ok. 300 r.p.n.e przez Euklidesa w stynnym dziele Ele-
menty i obowiazujaca, jako jedyna do konca XIX wieku oraz geometrie nieeukli-
desowgq, powstala w potowie XIX w., sformutowana niezaleznie przez matematyka
rosyjskiego Lobaczewskiego i wegierskiego Bolyai’a, a nastepnie uogdélniona przez
Riemanna. Chodzi o to, ze obie geometrie opieraja sie na wspdlnym zbiorze ak-
sjomatow, z ktorych mozna wyprowadzi¢ kazda z tych geometrii, ale tez réznia
sie 1 to bardzo. Obie teorie sa prawdziwe, jako niesprzeczne, ale prowadza do
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roznych, bo wykluczajacych si¢ wnioskéw. Jest to mozliwe, bowiem pomimo, ze
posiadaja wspoélne zbiory aksjomatow, to jednak wyprowadzone sa ze zbioréw
réznych.

Nasz wyktad oprzemy na klasycznym zbiorze aksjomatow, czyli pochodzacych
od Euklidesa. Zaczniemy od sformutowania kilku podstawowych pojec.

2 Pojecia pierwotne geometrii

Dany bedzie niepusty zbior S. Elementy tego zbioru bedziemy oznaczali a, b, ¢ itd.
i nazywali punktami. Zbiér S nazwiemy przestrzenig. Dlatego o tym, ze a € S,
bedziemy moéwili: a jest punktem przestrzeni S. W przestrzeni S wyrdznimy dwie
rodziny podzbioréw: L i P. Elementy rodziny £ bedziemy oznaczali przez L

i nazywali prostymi. Jesli zaistnieje potrzeba uzycia wigkszej ilosci prostych, to
bedziemy pisali Ly, Lo, itd. Podobnie elementy rodziny P oznaczymy przez m
i nazgwiemy plaszczyznami. Jesli napiszemy 7, T, to bedzie to oznaczalo, ze
bedziemy rozwazali dwie ptaszczyzny.

W takim razie napiszemy odpowiednio:

aeS, Lel, LCS, neP, mCS.

Jesli a € L, to powiemy, ze punkt a nalezy do prostej L, albo prosta L prze-
chodzi przez punkt a. W przypadku kiedy a € 7, powiemy: punkt a nalezy do
plaszczyzny m albo plaszczyzna m przechodzi przez punkt a. Natomiast inkluzje
L C 7 skomentujemy, ze prosta L zawiera sie w plaszczyinie m lub lezy na tej
plaszczyznie, albo ze plaszczyzna m zawiera prostg L.

Definicja 2.1 Kazdy niepusty podzbior przestrzeni S nazwiemy figura. Zatem
elementy rodzin L 1 P sq przyktadama figur. Jesli F' jest figurg, to relacje F' C L
bedziemy opisywali: figura F' lezy na prostej L. Analogicznie, jesli F C «, to
powiemy, zZe figura F' lezy na plaszczyznie 7.

Dalej bedziemy zaktadali, ze na przestrzeni S dane sa dwie relacje: B, jako
relacja 3—argumentowa, gdzie
v(a,b,c)ES ((l, b7 C) €B

bedziemy czytali: punkt b lezy pomiedzy punktami a i b, oraz relacje D, rozumiana
jako relacje 4-argumentowa, gdzie

v(a,b,c,d)es (a'a ba C, d) €D

bedziemy czytali, ze odleglosé punktu a od b jest taka sama jak odlegtosé punktu

c od d.
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3 Aksjomaty geometrii Euklidesa

Dalej bedziemy postugiwali sie aksjomatami geometrii Euklidesa, czyli geometrii
klasycznej. Ze wzgledu na role jaka one pelnia w teorii (geometrii) dzielimy je
na b grup:

o [skiada sie z 9 tzw. aksjomatow incydencyi I1 — I9. Ich rola polega na
ustaleniu teoriomnogosciowych zaleznosci (zdarzen) pomiedzy punktami,
prostymi i plaszczyznami.

o [[-zawiera 9 kolejnych aksjomatow O1 — O9, ktére wypowiadaja sie na
temat wiasnosci relacji B.

o [II—zawiera 8 tzw. aksjomatow uporzgdkowania C1 — C8. Aksjomaty te
opisuja wlasnosci relacji D.

e [V—grupa ta zawiera tylko jeden aksjomat, zwany aksjomatem ciggtosci,
ktory oznaczamy jako Co.

o V-—zawiera tzw. aksjomat E, nazgywany aksjomatem Euklidesa—jest to stynny
5 aksjomat Fuklidesa.
3.1 Aksjomaty incydencji
Przed sformulowaniem grupy aksjomatow incydencji wygodnie bedzie przyjaé
nastepujaca definicje
Definicja 3.1 Powiemy, Ze punkty a,b,c € S s¢ wspolliniowe, jesli
drers a,b,c € L.
W przeciwnym razie powiemy, ze punkty te sa niewspodtliniowe.
Dla punktow a,b,c,d € S powiemy, Ze sq¢g one wspolplaszczyznowe, jesl
Jrep a,b,c,d € .
W przeciwnym razie powiemy, ze punkty te sa niewspoélplaszczyznowe.
Mozemy teraz przystapi¢ do sformutowania aksjomatéw incydencji. Z wyraz-
nym naciskiem pragniemy zwroci¢ uwage, ze z punktu widzenia roli jaka ak-
sjomaty te maja speli¢ ich liczba jest minimalna. Oznacza to, ze zadnego z

tych aksjomatéw nie da sie¢ wyprowadzi¢ z pozostalych 27 aksjomatow. Podobna
uwaga dotyczy aksjomatow z pozostatych grup.
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11.
Vier Jazves a,b € L.

12.
Vapes drec a,b € L.

13. Jesli a # b, to istnieje co najwyzej jedna prosta L, ze a,b € L.

I4. Dla kazdej ptaszczyzny m € P istnieja trzy punkty niewspotliniowe
nalezace do tej ptaszczyzny.

I5. Dla dowolnych trzech punktéw istnieje co najmniej jedna ptaszczyzna
zawierajaca je.

16. Przez dowolne trzy punkty niewspotliniowe przechodzi co najwyzej
jedna plaszczyzna.

17.
Vies.mep (a#bELia,bew) =L Cm.

18.
vags vm,mg'p a€m Nmy = E|b7ga bem Nm.

I9. Istnieje co najmniej jeden zbiér {a,b,c,d} C S punktéw nie-
wspolptaszcezyznowych.

Uwaga 3.1

1.

Aksjomat drugi mowr tylko, Ze przez dwa rozine punkty przechodzi co naj-
mniej jedna prosta.

Aksjomat 3 nalezy rozumieé nastepujgco
jesli dla a # b, a,b € L, to prosta L jest jedyna.
Aksjomat ten jest niezalezny od 12.

Aksjomat 16 mowi, Ze przez trzy niewspotliniowe punkty przechodzi co naj-
wyzej jedna ptaszczyzna. Nie wypowiada sie na temat istnienia takiej ptasz-
czyzny. Jest niezalezny od 15.

Aksjomat IT mowi, Ze jesli rézne punkty nalezg jednoczesnie do prostej i
plaszczyzny, to ta prosta musi lezeé na tej plaszczyzinie.

Aksjomat I8 mowi, ze jesli dwie plaszczyzny sq nieroztgczne, to majg co
nagmniej dwa rozne punkty wspodlne.
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3.2 Wnioski z aksjomatéw 1

Sformutujemy teraz szereg twierdzen, ktore udowodnimy wykorzystujac aksjo-
maty typu I. W ten sposéb pokazemy explicite ich role w geometrii. Twierdzenia
te mozna zebra¢ w cztery grupy tematyczne.

3.2.1 Niewspolliniowosé i niewspolplaszczyznowosé
Twierdzenie 3.1 Jesl punkty a,b, c sqg niewspotliniowe, to sg parami rozne.
Dowdéd. Niech a, b, ¢ beda niewspdtiniowe. 7 aksjomatu 12 istnieje prosta L,

ze b, c € L. Gdyby dla pewnych dwéch punktéw, powiedzmy a, b, a = b, to wtedy
roéwniez a € L, co przeczy temu, ze punkty te byly niewspotliniowe.

U

Powtarzajac rozumowanie z dowodu powyzszego twierdzenia z wykorzysta-
niem aksjomatu I5 (zostawiamy jako ¢wiczenie) mozna udowodnié, ze

Twierdzenie 3.2 Jesli punkty a,b,c,d sqg niewspolptaszczynowe, to sg parami
rozne.

Twierdzenie 3.3 Jezeli punkty a,b, c,d sq¢ niewspotptaszczyznowe, to kazde trzy
sposrod nich sq niewspotliniowe.

Dowdd. Niech punkty a, b, ¢, d speiaja zalozenie twierdzenia. Gdyby np. punkty
a, b, ¢ bylty wspolliniowe, to zgodnie z definicja

a,b,ce L
dla pewnej prostej L. Z drugiej strony, z aksjomatu I5 wynika, ze
a,b,dem,

dla pewnej plaszczyzny .

W taki razie a,b € L N 7. Z zalozenia i twierdzenia 3.2 wynika, ze a # b.
Aksjomat I7 méwi, ze wtedy musi zachodzi¢ inkluzja L C w. Ale ¢ € L, wiec
rowniez ¢ € m. W takim razie punkty a, b, c,d naleza do plaszcyzny 7, co jest
niemozliwe.

t
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Whprost z aksjomatu I3 (dlaczego?) wynika kolejne twierdzenie

Twierdzenie 3.4 Dla rdéznych punktéow a,b € L i punktu ¢ ¢ L, punkty a,b,c
sq niewspotliniowe.

Podobnie wprost z aksjomatu 16 mamy (dlaczego?)

Twierdzenie 3.5 Niech punkty a,b, c bedg niewspotliniowe oraz nalezg do plasz-
czyzny w. Jesli dla pewnego punktu d, d ¢ w, to punkty a, b, c,d sq¢ niewspotptasz-
CZYZNnowWe.

3.2.2 Proste i plaszczyzny

Zajmiemy si¢ teraz problemem wyznaczania prostej i ptaszczyzny jako podzbioréw
przestrzeni S.

Twierdzenie 3.6 Przez dwa rozne punkty przechodzi doktadnie jedna prosta.
Powiemy tez, Ze prosta wyznaczona jest jednoznacznie przez pare roznych punktow.

Dowdéd. Z aksjomatu I2 mamy: jesli a,b € S, to istnieje co najmniej jedna prosta
L przechodzaca przez te punkty. Poniewaz z zalozenia sa one rozne, aksjomat
I3 mowi, ze co najwyzej jedna prosta ma te witasnos¢. Dlatego taka prosta jest
jedyna. Dalej taka prosta oznaczymy przez L(a,b).

4

Wersja powyzszego twierdzenia dla ptaszczyzny wyglada nastepujaco

Twierdzenie 3.7 Przez trzy niewspotliniowe punkty przechodzi doktadnie jedna
plaszczyzna.

Dowéd. 7 aksjomatu I5 przez kazde trzy punkty a,b, ¢ przechodzi co najmniej
jedna plaszczyzna. Aksjomat 16 precyzuje, ze jesli sa one niewspdtiniowe, to
musi ona by¢ jedyna. Dalej taka plaszczyzne oznaczymy przez m(a, b, c).

U
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Twierdzenie 3.8 Przez prostg L i punkt ¢ ¢ L przechodzi doktadnie jedna
plaszczyzna.

Dowéd. Z aksjomatu I1 istnieja dwa rézne punkty a,b € L. W twierdzeniu 3.4
pokazalismy, ze wtedy trzy punkty a, b, ¢, gdzie ¢ ¢ L musza by¢ niewspdlliniowe.
W takim razie z twierdzenia 3.7 istnieje dokladnie jedna plaszczyzna, ze m =
m(a,b,c). Ale wtedy dla punktéw a,b mamy a,b € L N7, co z aksjomatu I7
oznacza, ze L C m. Dlatego plaszczyzna 7 jest jedyna plaszczyzna przechodzaca
przez prosta L i punkt c.

4

Twierdzenie 3.9 Przez dwie rézne przecinajgce sie proste przechodzi doktadnie
jedna plaszczyzna.

Dowéd. Niech dane beda dwie rézne proste Ly, Ls. 7 zalozenia a € L N Ly dla
pewnego punktu a. Z aksjomatu I1 na prostej L, znajdzie punkt ¢ # a. Poniewaz
proste te sa rézne, z twierdzenia 3.6 wynika, ze ¢ ¢ L. Przed chwila pokazali$my
(twierdzenie 3.8), ze w takiej sytuacji istnieje jedyna plaszczyzna m, ze

cem, Ly C.

Mamy wiec dwa rézne punkty, ktore naleza jednoczeénie do plaszczyzny 7 i pro-
stej Ly. 7Z aksjomatu I7 oznacza to, ze Ly C m. Poniewaz L, tez lezy na tej
plaszczyznie, wigc twierdzenie zostalo udowodnione.

U

3.2.3 Twierdzenie o istnieniu

W kolejnym twierdzeniu zaprezentujemy role aksjomatu I9.

Twierdzenie 3.10

e Niech dana bedzie prosta L. Wtedy dla dowolnego punktu a € L istnieje co
najmniej jeden punkt b € L, rézny od a.

e Dla dowolnej ptaszczyzny m i dowolnie wybranych réznych punktow a,b €
istnieje taki punkt c € , Ze punkty a,b, c s¢ niewspotliniowe.

e Dla dowolnych trzech niewspotliniowych punktow a, b, c istniej taki czwarty
d, ze punkty a,b, c,d sg niewspolptaszczyznowe.

Dowdd.
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e 7 aksjomatu I1 na prostej L leza co najmniej dwa rézne punkty p, q. Dla-
tego jeden z nich musi by¢ rézny od punktu a. Jest on szukanym punktem
b.

e Aksjomat I4 mowi, ze na kazdej plaszczyznie 7 leza trzy niewspoélliniowe
punkty p, q,r. Zatem co najmniej jeden z nich, powiedzmy r nie nalezy do
prostej L = L(a,b). 7Z twierdzenia 3.4 wynika, ze wtedy punkty a,b,r sa
niewspétiniowe. W takim razie (twierdzenie 3.7) wyznaczaja one dokladnie
jedna plaszcyzne m = 7(a, b, r). Dla zakonczenia dowodu wystarczy przyjac,
zec=r.

e Niech a,b,c beda niewspotliniowe i wezmy plaszczyzne m zawierajaca te
punkty (twierdzenie 3.7). Aksjomat I9 méwi ze istnieje co najmniej jedna
czworka punktow p, q,r, s, ktore sa niewspoéiplaszczyznowe. W takim razie
co najmniej jeden z nich, powiedzmy s nie moze naleze¢ do tej plaszczyzny.
Z twierdzenie 3.5 wynika, ze w takiej sytuacji punkty a, b, c, s sa niewspol-
plaszczyznowe. W takim razie wystarczy wzia¢ d = s.

U

3.2.4 Przeciecie sie prostych i plaszczyzn

Zbadamy teraz wzajemne polozenie prostych i ptaszczyzn oraz konsekwencje tego
potozenia.

Twierdzenie 3.11 Dla dowolnych prostych Ly, Ly albo:

.
LiNLy =0, czyli sq roztgczne, albo
.
Ly = Lo, czyli sq jednakowe, albo
°

LN Ly = {a}, czyli przecinajg sie doktadnie w jednym punkcie.

Dowé6d. Wezmy dwie proste Ly, Ly i zalézmy, ze Ly # Lo i przecinaja sie.
Wtedy istnieje co najmnie jeden punkt a, ze a € Ly N Ly. Nalezy pokazaé, ze
punkt o takiej wlasnosci jest jedyny. Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy dla
pewnego punktu b, b # a mielibySmy b € Ly N Ly. Aksjomat I3 mowi, ze istnieje
wtedy co najwyzej jedna prosta L(a,b) zawierajaca oba punkty. W takim razie
Ly = Ly, co jest niemozliwe.

O
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Twierdzenie 3.12 Niech dana bedzie prosta L 1 ptaszczyzna w. Wiedy albo:

LNw =10, czyli prosta nie przebija plaszczyzny, albo
o jesli
Lnx+#0, cayli prosta przebija plaszczyzne,

to albo

L C 7w, czyli prosta lezy na plaszczyzinie, albo

L¢miLnm={a}, dla pewnego punktu a.

Dowdéd. Przypuéémy, ze prosta L przebija plaszezyzne, czyli L N # () oraz nie
jest zawarta w tej plaszczyznie. Wezmy punkt a, taki ze a € LN7. Zauwazmy, ze
aksjomat I7 wyklucza istnienie innego punktu b € L N7, bowiem wtedy L C ,
a tak nie jest.

g

Omawianie akcjomatow incydencji zakonczymy nastepujacym twierdzeniem

Twierdzenie 3.13 Niech dane bedg dwie rézine plaszczyzny my, mo. Wtedy albo
s@ one roztaczne, czyli TNy = 0, albo ich czesé wspdlna jest prostq, czyli istnieje
LEE, L:ﬂ'lmﬂ'g.

Dowdd. Zatézmy, ze dla dwéch réznych plaszeyzn my, mo, m Ny # (). Istniej wiec
punkt a, taki ze a € m N my. Ale wtedy (aksjomat I8) znajdzie si¢ punkt b # a,
ze b € m Nmy. Wezmy prosta L = L(a,b) wyznaczong jednoznacznie przez te
punkty (twierdzenie 3.6). Z aksjomatu I7 musi wtedy by¢

L(a,b) C m Nma.

Nalezy pokazaé, ze m Nmy C L(a,b). Przypusémy, ze dla pewnego punktu c,
cemNmeicé¢ L(a,b). Wtedy z twierdzenia 3.4 punkty a, b, ¢ sa niewspdétliniowe.
Z twierdzenia 3.7 istnieje doktadnie jedna plaszczyzna m zawierajaca je. Oznacza
to, ze my = ™ = My, co jest niemozliwe.

U
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3.3 Aksjomaty uporzadkowania

Przejdziemy teraz do omdwienia aksjomatéw, ktore postuluja istnienie pierwszej
z dwéch relacji—relacji trzyargumentowej B (od between). Ze wzgledu na znacze-
nie i wlasnodci tej relacji aksjomaty te nazywamy aksjomatami uporzgdkowania.
Jak wspominalidémy, aksjomatow tych jest 9. Ograniczymy sie do podania tylko
pierwszych osmiu. Poniewaz dotycza one relacji punktéw wspotliniowych, nazy-
wamy je takze aksjomatami uporzgdkowania liniowego.

Bedziemy zakladali, ze B jest relacja na S x S x S, gdzie zapis
(a,b,c) € B

bedziemy czytali punkt b lezy pomiedzy punktami a i c.
Relacja ta ma nastepujace wlasnosci postulowane w aksjomatach uporzadkowa-
nia liniowego.

O1
(a,b,c) € B = punkty a,b, c sa wspélliniowe i rézne.
02
(a,b,c) € B< (c,b,a) € B.
03
(a,b,c) € B= —|<(b,a,c) € B).
04

Jesli punkty a, b, ¢ sa wspoélliniowe i rézne, to

(a,b,c) € BV (b,c,a) € BV (¢,a,b) € B.

05
Jesli a # b, to istnieje punkt ¢, ze (a,b,c) € B.
06
Jesli a # b, to istnieje punkt ¢, ze (a,c,b) € B.
o7
Jesli (a,b,¢) € Bi(b,c,d) € B, to (a,b,d) € B.

08
Jesli (a,b,d) € Bi (b,¢,d) € B, to (a,b,c) € B.

10
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Uwaga 3.2

1. Aksjomat O1 mowi, zZe jesli trzy punkty sq niewspdétliniowe lub nie sq pa-
rami rozne, to mie mogq by¢ w relacji B. Zatem, jesli a,b,c wyznaczajg
jednoznacznie ptaszczyzne lub np. a =0, to ﬁ<(a, b,c) € B).

2. Aksjomaty O2 1 O3 wyjasniajg oznaczenie i tres¢ relacji B: to, ze (a,b,c) €
B oznacza, zZe trzy rézne punkty lezgce na prostej (aksjomat O1) zawierajg
miedzy sobg punktb. Mozemy tez powiedziec, ze punkt b nie moze byc¢ wtedy
punktem pierwszym ani trzecim, jesli (a,b,c) € B.

3. Aksjomat O4 mowi, zZe kazda prosta L jako podzbior przestrzeni S jest
uporzgdkowana w tym sensie, ze dla dowolnych trzech rézinych punktow
nalezgcych do L, ktorys z nich musi leze¢ pomiedzy pozostatymi. Takie
uporzgdkowanie nazywamy lintowym.

4. Aksjomaty O5 przy udziale O1 i O2 mowi, ze w sensie porzgdku, o ktorym
pisalismy wyzej, kazdg prostg mozna dowolnie przedtuzaé w obu kierunkach.
Wyjasnimy to doktadniej. WeZimy dowolng prostg L. Jak dobrze wiadomo,
istniejg wtedy dwa rézne punkty a,b € L. Aksjomat O5 mdowi, Ze wtedy
(a,b,c) € B dla pewnego punktu c. Z aksjomatu O1 wynika, ze ¢ € L, co
daje efekt przedluZenia prostej na prawo (efekt przedtuzenia w lewo wynika
z aksjomatu O2).

5. Aksjomat O6 ma swoje konsekwencje mnogosciowe, o czym powiemy pozniej—
ttumaczy, ze prosta jako podzbior przestrzeni nie moze byé zbiorem skonczo-
nym.

6. Aksjomaty OT7 i O8 przypominajg wtasnosé przechodniosci relacji dwuar-
gumentowej.

Whniosek 3.1 Dla dowolnych trzech roznych punktow a, b, c
1.

(a,b,c) € B A (b,c,d) € B= (a,c,d) € B.

(a,b,d) € B N (b,c,d) € B= (a,c,d) € B.
Dowdd. Niech (a,b,c) € B A (b,¢,d) € B. Z O2 wtedy odpowiednio
(¢,b,a) € B N (d,c,b) € B,

co z O7 oznacza, ze (d,c,a) € B. Ale wtedy z 02, (a,c,d) € B, co dowodzi (1).
Dowdd (2) przebiega podobnie i zostawiamy go Czytelnikowi.

U
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3.4 Pojecie odcinka

Zbiér {a,b}, gdzie a # b nazywamy odcinkiem. Wtedy punkty a,b sa jego
konicami. Dalej odcinek taki bedziemy oznaczali przez ab.
Niech a # b. 7 aksjomatu O6 wiemy, ze zbiér

{ceS: (a,c,b) € B}
jest niepusty. Dalej bedziemy pisali
(ab) ={c € S: (a,c,b) € B},

a zbidr (ab) bedziemy nazywali odcinkiem otwartym.
Kolejne twierdzenie bedace konsekwencja definicji odcinka i odcinka otwartego
wyjasnia podstawowe wlasnosci odcinka otwartego

Twierdzenie 3.14 Dla kazdych dwoch roznych punktow a,b mamy:

1.
ab = ba;
2.
(ab) = (ba);
3.

a,be L = (ab) C L.

Mozna tez méwi¢ o odcinku domknietym < ab >, gdzie < ab >= (ab) U{a, b}.
Kolejne twierdzenie wyjasnia dlaczego prosta, a wiec i ptaszczyzna nie sa zbiorami
skoniczonymi.

Twierdzenie 3.15 Kazdy odcinek otwarty jest zbiorem nieskornczonym.

Dowdd. Wezmy odcinek otwarty (ab). Skonstruujemy nieskoriczony ciag punk-
tow (c,,) taki, ze:
V. ¢ € (ab) 1 V/ﬁél Ck 7& q.

W tym celu niech L oznacza prosta wyznaczona jednoznacznie przez pare
punktéw a, b. Ciag (c,) definiujemy przez indukcje:

¢ = ¢, gdzie (a,c,b) € B (aksjomat O6).

Przypusémy, ze dla n > 1 znamy juz c,. Bierzemy ¢, € L, gdzie (a,cpi1,¢,) €
B, co jest mozliwe z wyboru ¢, i aksjomatu O6. Pokazemy, ze ciag (c,) ma
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pozadane wlasnosci. Aby wykazaé, ze ¢, € (ab), wystarczy pokazaé, ze (a, ¢, b) €
B. Zrobimy to przez indukcje. Dla n = 1 tak jest z wyboru ¢;. Niech dlan > 1
bedzie (a,c,,b) € B. Pokazemy, ze (a,cny1,b) € B. Z zalozenia i aksjomatu O2
mamy:

(b,cn,a) € Bi(cp,Cni1,a) € B,

skad na mocy Wniosku 3.1 (1) mamy (b, c,1,a) € B, czyli (a,cpy1,b) € B.
Dlatego ¢, € (ab) dla kazdego naturalnego n. Aby wykazaé, ze wyrazy tego
ciagu sa parami rozne, wystarczy pokazac, ze

Vonn (m <n=(a,cy,cn) € B).
Zrobimy to przez indukcje wzgledem n. Zauwazmy, ze przypadek n = 1 jest

spetiony (dlaczego?). Mozemy wiec zalozy¢, ze powyzsze zdanie prawdziwe jest
dla n > 1. Pokazemy, ze

Vm<m <n+1= (a,chi1,Cm) € B).

Zachodza dwa przypadki:

e m =n. Wtedy z konstrukeji ¢, wynika wprost, ze (a, ¢,41,¢,) € B.

e m < n. Teraz mozemy skorzystaé z zalozenia indukcyjnego i wtedy (a, ¢,, ¢;n) €

B. Ale (a,cpy1,¢,) € B, wiec z Wniosku 3.1 (2) (¢, Cpy1,a) € B, czyli
(@, py1,cm) € B, co nalezato pokazac.

4

Whiosek 3.2 Kazda prosta i kaZda plaszczyzna jest nieskornczonym podzbiorem
przestrzeni S.

13
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3.5 Poélprosta

Wezmy prosta L i ustalmy punkt a € L. Na zbiorze L \ {a} definiujemy relacje
R,:

PRaq & ﬁ((p, a,q) € B)-

Dalej bedziemy czytali punkty p, q lezg po tej samej stronie prostej L.

Uwaga 3.3 Warunek —|<(p, a,q) € B), przy zatozeniu, ze a,p,q s¢ wspotliniowe
oznacza, zZe albo p = q, albo sq rdézine © punkt a nie moze leze¢ pomiedzy punktami
bq.

Twierdzenie 3.16 R, jest relacjg rownowaznosci.

Dowdd. Jedli p = g, to relacja (p, a, q) € B nie moze zachodzi¢ (aksjomat O1), co
oznacza, ze R, jest zwrotna. Jesli pR,q, to z aksjomatu O2 i zasady transpozycji

implikacji wynika, ze ﬁ((q, a,p) € B), czyli ¢Rqp.
Dla dowodu przechodniodci ustalmy p, ¢, € L'\ {a} i niech pR,q oraz qR,r.
Zatem —|<(p,a,q) € B) i —|<(q,a,r) € B). Z aksjomatu O4 (punkty p,a,q sa

rézne i wspélliniowe) wynika, ze wtedy
(a,q,p) € B albo (a,p,q) € B.
Przypus$émy, ze ﬁ<p72ar> < (p,a,r) € B. Wtedy

(a,q,p) € Bi (p,a,r) € B = (q,a,7) €B

i poniewaz ¢R,r, wiec ostatni warunek nie zachodzi. Dlatego (a,p,q) € B. Ale
wtedy, poniewaz (p, a,r) € B, musi zachodzi¢ (q,a,r) € B, co tez jest niemozliwe.
Dlatego pR,r, co konczy dowdd.

U

Twierdzenie 3.16 pozwala podzieli¢ zbiér L \ {a} na parami roztaczne klasy
abstrakcji. Kolejne twierdzenie wyjasnia, ze sa tylko dwie takie klasy

Twierdzenie 3.17

L\ {a} = [p1]r. U [p2]r.,

gdzie
p € [pilr. i q € [p2]r, = (p,a,q) € B.

14
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Dowdd. Z aksjomatu I1 istnieje punkt p; € L'\ {a}. Z aksjomatu O5 istnieje
pa € L\ {a}, ze (p1,a,p2) € B. W takim razie [p1]z, N [p2]lr, = 0, bowiem

- <p1Rap2>. Mozna pokazaé, ze innych klas nie ma, co konczy dowdd.

n

Kazdy ze zbioréw [p1|r,, [p2]r, nazywamy pétprostq wyznaczona przez prosta
L i punkt a. Wtedy a nazywamy poczgtkiem tych polprostych, natomiast o tych
pétprostych bedziemy mowili, ze sie dopelniajg. Dalej symbolem HL(a) bedziemy
oznaczali jedna z tych polprostych. Te druga dopeliajaca pélprosta oznaczymy
przez HL*(a). Wtedy

L = HL(a) UHL*(a) U {a}.

Kolejne twierdzenie opisuje wzajemne potozenie pétprostych na prostej. Jak
pokazemy dalej, wlasnosci te pozwola nam zdefiniowa¢ na prostej jej orientacje,
a w efekcie relacje porzadku.

Twierdzenie 3.18 Niech HL(p) i HL(q) bedg pdtprostymi na prostej L odpo-
wiadajgeymi punktom p i q oraz p € HL(q) i ¢ € HL*(p). Wtedy zachodzi kazdy
z warunkow:

1.
HL(p) C HL(q).
2.
HL*(¢) € HL*(p).
3.
HL(p) N HL*(q) = 0.
J.

HL*(p) N HL(q) = (pq)-

Dowéd. Niech a € HL(p). Poniewaz q € HL*(p), punkt ¢ jest z innej klasy
abstrakcji relacji R, anizeli a. Dlatego —|<aqu> < (a,p,q) € B. Pokazemy,
ze a ¢ HL*(q). W tym celu wystarczy pokaza¢, ze (r,q,a) € B dla dowolnego
r € HL*(q). Ale r € HL*(q) = —|<Tqu) & (r,q,p) € B. 7 aksjomatu
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O7 z warunku (a,p,q) € Bi (r,q,p) € B wynika, ze (r,q,a) € B. Dlatego
a ¢ HL*(q), czyli a € HL(q). (2) jest konsekwencja zasady transpozycji inkluzji
i (1). Warunek (3) wynika wprost z warunkéw (1) i (2). Pozostaje wykazaé (4).
Wezmy a € HL*(p) N HL(g). Mamy wtedy ﬁ((a,p, q) € B) i ﬁ((a, q,p) € B).
Z drugiej strony, z aksjomatu O4 dla trzech réznych punktéow a, p, q zachodzi
jeden z warunkéw

(a,p,q) € B, (p,q,a) € B, (¢,a,p) € B

Dlatego (q,a,p) € B, co oznacza, ze ¢ € (pg). Na odwrét, jesli a € (pg), to
poniewaz (p,a,q) € B, z aksjomatu O4, oba warunki

(a;p,q) € B, (p,q,a) € B
nie moga zachodzi¢, co oznacza, ze a € HL*(p) N HL(q).

U

Whprost z powyzszego twierdzenia mamy praktyczne kryterium na zawieranie
sie polprostych

Whniosek 3.3 Niech dane bedg dwie pdtproste HL(p) ¢« HL(q), gdzie p # q.
Wtedy HL(p) C HL(q) & p € HL(q) i ¢ ¢ HL(p).
]

Dalej potrzebny nam bedzie jeszcze jeden fakt wynikajacy z twierdzenia 3.18

Whniosek 3.4 Niech dane bedg dwie pdlproste HL(p) i HL(q), gdzie p # q. Jesli
HL(p) € HL(q), to

HL(g) \ {p} = (pg) UHL(p),
(pg) NHL(p) = 0.

Dowdéd. 7 wiasnosci potprostej i jej dopelnienia mamy
HL(q)\ {p} = (HL(q) \ {p}) N (HL(p) UHL (1)),
skad
HL(g) \{p} = | (HL(g) \ {p}) N HL(p)| U | (HL(9) \ {p} ) N HL(p).

Z zalozenia pierwszy skladnik powyzszej sumy jest réwny HL(p), drugi z
warunku (4) twierdzenia 3.18 (pq), co daje pierwszy ze wzoréw. Poniewaz (pq) C

HL*(p), (pg) "HL(p) = 0.
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n

Kolejne twierdzenie opisuje potozenie trzech dowolnych poétprostych na danej
prostej.

Twierdzenie 3.19 Niech HL(p), HL(q), HL(r) bedg pdlprostymi zawartmi w
prostej L. Jesli
HL(q) € HL(p) « HL(r) C HL(p),

to
HL(q) € HL(r) albo HL(r) C HL(q).

Dowéd. Zauwazmy, ze jesli dwie z tych trzech pélprostych sa rowne, to twierdzenie
jest prawdziwe. Dlatego zalozymy, ze sa one parami rézne. 7 zalozenia wynika,
ze wsrod tych péiprostych nie ma prostych dopelniajacych. Dlatego przyjecie
zalozenia, ze pélproste te sa parami rézne oznacza, ze punkty p,q,r sa parami
rozne. 7 wniosku 3.3 zalozenia naszego twierdzenia oznaczaja teraz, ze

g€ HL(p) @ p¢HL(q),
re HL(p) ¢ p¢ HL(r).

Z kolei z wniosku 3.4 wynika, ze wtedy

HL(p)\{q¢} = (pq) UHL(q), (1)
(pg) NHL(q) = 0 (2)
HL(p) \ {r} = (pr) UHL(r), (3)
(pr) NHL(r) = 0. (4)

Poniewaz r, ¢ € HL(p), wiec
(p,7,q) € Blub (p,q,r) € B.

Gdyby (p,r,q) € B, to r € (pq) i z powyzszego warunku (1), » ¢ HL(q).
Oznacza to, ze ﬁ<(p,q,7“) € B), wiec z warunku (3), ¢ € HL(r). To z kolei, z

wniosku 3.3 implikuje, ze HL(q) € HL(r). Podobnie, z warunku (p,q,7) € B
otrzymujemy, ze HL(r) C HL(q), co konczy dowdd twierdzenia.

n
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Nadamy teraz pétprostym HL(p), HL(q) (p,q € L) wspdlng orientacje.
W tym celu na zbiorze $L£—wszystkich potprostych prostej L zdefiniujemy relacje

HL(p)R,HL(q) < HL(p) C HL(q) albo HL(q) C HL(p).

Jesli péilproste HL(p), HL(q) beda w relacji R,, to bedziemy méwili, ze sa
zgodnie zorientowane. Ponizsze twierdzenia wyjasdnia, ze relacja ta jest relacja
rownowaznosci i opisuje jej klasy abstrakcji, ktére pozwalaja zdefiniowaé orien-
tacje na prostej.

Twierdzenie 3.20 R, jest relacjg rownowaznosci. Wtedy zbior $HL rozpada sie
na dwie klasy abstrakcyi

57)'8 - »6'81 U *6'827

gdzie dla dowolnych potprostych HL; € $HL1, HLy, € HL, nie sg one zgodnie
zorientowane.

Dowdd. Wezmy dowolny punkt p € L. Wtedy L = {p} UHL(p) U HL*(p)
i dlatego —|<HL(p)ROHL*(p)>. Wystarczy pokazaé, ze

ne = [HL(p)} U [HL*(p)]

Wezmy g # p i pdlprosta HL(q). Pokazemy, ze nalezy ona do jednej z klas
abstrakcji. Zachodza tylko cztery przypadki:

1.

p € HL(q), ¢ € HL(p),
2.

p € HL(q), ¢ € HL"(p),
3.

p € HL"(q), ¢ € HL(p),
4,

p € HL*(q), ¢ € HL*(p).

Z wniosku 3.3 mamy wtedy odpowiednio:

1.

HL*(p) C HL(g),
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2.
HL(p) C HL(q),
3.
HL(q) C HL(p),
4,

HL*(q) C HL*(p),

co nalezalo wykazac.

Niech dalej
0, = [HL(p)| . 0= [HL'(p)]

Ro Ro
Kazdy z tak zdefiniowanych zbiorow 91, O, nazwiemy orientacjg lub zwrotem
prostej L. Wtedy O, (94) bedziemy nazywali orientacjg przeciwng do O (Ds).
Jesli teraz HL(a) jest jakas polprosta, to moze ona mieé albo orientacje 91, albo
przeciwna do niej—9,.

Prosta L z wyrdzniona orientacja, czyli par¢ uporzadkowana
Ol = <L791)7 02 = <L792>

bedziemy nazywali prostg zorientowang lub osig.

Zatem kazdej prostej L odpowiada para przeciwnie zorientowanych osi: Oy,
0,. Bedziemy tez pisali O, = O™,

Pozwala to nam zdefiniowa¢ na prostej L relacje porzadku, a wiec relacje
czesciowego porzadku, dla ktorej kazde dwa punkty prostej sa ze soba w tej
relacji. W tym celu ustalmy na prostej orientacje, czyli wezmy O = (L, O ).
Wtedy p € O oznacza, ze p € L. Wezmy pélproste odpowiadajace punktowi p:
HL(p) i HL*(p). Wtedy tylko jedna z tych pdlprostych ma orientacje O.

W takim razie kazdy punkt p € L na osi jednoznacznie wyznacza péiprosta. Dalej
tak zorientowana poétprosta bedziemy oznaczali przez L,,.
Na O definiujemy relacje <, gdzie

Vpeer, » 2 q < L, C L,

Jesli dodatkowo p # ¢, to bedziemy pisali p < ¢.
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Twierdzenie 3.21 = jest relacjg porzgdku.

Dowdéd. Z definicji < jest zwrotna. Jeslip X ¢giqg X p, to L, = L,, co z
jednoznaczno$ci oznacza, ze p = q. Poniewaz L, C L, i L, C L, implikuje, ze
L, C L,, wigc =< jest przechodnia. Wreszcie, jesli p,q € O, to dla péiprostych
L,, L, mamy: albo L, C L,, albo L, C L,, bowiem posiadaja t¢ sama orientacje,
co dowodzi, ze =< jest relacja porzadku.

U

Ponizsze twierdzenie wyjasnia znaczenie tego porzadku w kontekscie relacji
B, ktéra jak pamietamy, rowniez porzadkowata prosta.

Twierdzenie 3.22 Niech dana bedzie oS O z porzgdkiem <. Wtedy:

1.
Vper, L, = {a € L: p < a}.

2.

VpgeL P < q= (pq) ={a € L: p<a<b}.
3.

vp,q,reL (P,q,?") eEBsp<g=<rilubr=<q=<p.

4.

O nie ma elementu pierwszego 1 ostatniego.
5. = jest relacjq gesta, tzn.

VpgeL P < q¢= e p <1 < q.

Dowdd.

1. Wezmy poétprosta Ly na osi O. Jeslia € Lip < a, to L, C L,. Z wniosku
3.3 wynika, ze wtedy a € L,. Na odwrdét, niech a € L, i weZmy poiprosta
L,. Wtedy L, C L, albo L, C L,. Gdyby L, C L,,top€ L,ia ¢ L,, co
jest niemozliwe. Dlatego L, C L,, czyli p < a.

2. Niech p < ¢, czyli L, C L, (p # q). Z wniosku 3.4
(pg) "Ly =0, (pg) "L, =10,
co z whasnosci (1) dowodzonego twierdzenia wynika, ze

a€(pg) & p<a<q.
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3. Niech p, ¢, beda takie, ze (p,q,r) € B. Wtedy z O1 punkty te sa rézne i
wspélliniowe. Jedli p < r, to poniewaz ¢ € (pr), z warunku (2) wynika, ze
p<qg=<r. Jeslir<p, tor<qg=<np.

Dla dowodu twierdzenia wystarczy zauwazy¢, ze (4) wynika z O5 iz (3), warunek
(5)2 06 iz (3).

g

3.6 Aksjomat Euklidesa

Omowione przez nas aksjomaty: incydencji, uporzadkowania odnoszace sie¢ do re-
lacji B i D oraz aksjomat ciagtosci definiuja tzw. geometrie absolutng. Geometria
Euklidesa powstaje z geometrii absolutnej w wyniku rozszerzenia zbioru aksjo-
matéw o jeden aksjomat, zwany aksjomatem Euklidesa (bedziemy pisali aksjomat
E). Przed jego sformulowaniem bedziemy potrzebowali jeszcze kilku pojec.

Niech dana bedzie plaszczyzna m i p € w. Zbioér wszystkich pétprostych o
poczatku w punkcie p i lezacych na plaszczyznie m nazywamy pekiem wyznaczo-
nym przez p. Wtedy p jest wierzchotkiem peku. Wezmy pek prostych o wierz-
chotku p oraz wybierzmy z tego peku dwie rézne proste Ly i Ly. Wtedy zbior
{HL;,HL,}, gdzie pétproste HL;, HL, nie dopeiaja sie, nazywamy kgtem.
Wowcezas potproste HL;, HL, nazywamy ramionam: tego kata, punkt p-jego
wierzchotkiem. Jesli a € HLy, b € HLs, to kat ten oznaczymy przez £Lapb albo
Abpa.

Wezmy teraz trzy niewspétliniowe punkty p,q,r € S. Wtedy zbiér {p,q,r}
nazywamy tréjkgtem. Niech 7 bedzie (jedyna) plaszczyzng zawierajaca tréjkat
{p,q,r}. Wtedy p, q,r nazwiemy wierzchotkami tréjkata. W takim razie mamy
trzy katy przypisane tym wierzchotkom, ktére oznaczymy odpowiednio przez: 4p,

£Lgidr.
Aksjomat Euklidesa

Dla dowolnej plaszczyzny =, prostej L C 7w i dowolnego punktu a € 7\ L
istnieje co najwyzej jedna prosta L, C 7, z2ea € L, 1 LN L, = ().

Okazuje sie, ze tres¢ powyzszego zapisu nie wynika ze zbioru dotychczasowych

aksjomatow. Z drugiej strony, co mozna udowodni¢, z aksjomatow tych wynika
nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 3.23 Dia dowolnej ptaszczyzny 7, prostej L C 7 @ dowolnego punktu
a € w\ L istnieje co najmniej jedna prosta L, C 7, 2e a € L, i LN L, = ().
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W takim razie, z twierdzenia 3.2.3 i aksjomatu E mamy

Whiosek 3.5 Dla dowolnej plaszczyzny w, prostej L C m i dowolnego punktu
a € 7\ L istnieje doktadnie jedna prosta L, C 7, zea € L, i1 LN L, = {).

Mozna tez udowodni¢, ze dobrze znany fakt z lekcji geometrii szkolnej na
temat sumy katéw w tréjkacie réwniez mozna wyprowadzi¢ dopiero (i tylko) z
aksjomatu E. Mamy bowiem
Whniosek 3.6 W kazdym trdjkacie {p,q,r},

Ap+ £qg+ Lr = 180°.

Mozemy tez na zbiorze L wszystkich prostych w S zdefiniowaé relacje ozna-

czang symbolicznie przez ||, gdzie
Vi rser Li||La< 3p Ly, Ly Cw, LN Ly =0,
ktora czytamy prosta Ly jest rownolegta do prostej Lo.

Wtedy kolejny wniosek z aksjomatu E, dotyczacy rownoleglosci méwi, ze

Whniosek 3.7 Dla kazdej prostej L C 7, dla kazdego punktu a € S istnieje
doktadnie jedna prosta L,,
a € L, 1 L||L,.
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