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Uwaga 3.1.3 Z powyzszej definicji funkcyi F' wynika, ze w kazdym punkcie x,
F' ma nieciggtosé typu skok. Wartosé tego skoku w punkcie x, wynosi
lim F(x) — F(x,) = pn.

+

T—Ty

Uwaga 3.1.4 Funkcje, o ktorej mowa w twierdzeniu 3.1.1 nazywamy dystrybu-
antqg rozktadu prawdopodobienstwa d.

Przyklad 3.1.2 Dia rozwazanego wyzej rozktadu dwupunktowego dystrybuanta
tego rozktadu ma postaé

0, gdy x <0
Flz)=<¢ ¢, gdy 0<zx<1
1, gdy 1 <a.

Nastepne twierdzenie thumaczy, ze dystrybuanta danego rozktadu wyznaczona
jest jednoznacznie. Zachodzi bowiem twierdzenie odwrotne do twierdzenia 3.1.1.

Twierdzenie 3.1.2 Dla kazdej funkcji F: R — R o wlasnosciach 1-5 twierdze-
nia 5.1.1 istnieje rozktad prawdopodobienistwa d taki, ze jego dystrybuanta F jest
rowna funkcji F.

Powyzsze twierdzenie pozwala nam przettumaczy¢ pojecie rozkladu na pojecie
dystrybuanty tego rozktadu. Méwiac inaczej, rozktady bedziemy identyfikowali
na podstawie znajomosci ich dystrybuant.

Przyklad 3.1.3 WezZmy rozktad d zdefiniowany na zbiorze {—2, —1,1,3,4} dany
wzorem,

d(—2)=0,1, d(—=1)=0,2, d(1)=0,3, d(3) =0,2, d(4) =0,2.

Na wstepie zauwazimy, Ze dziedzina rozktadu d nie musi byé zapisana tak jak w
tresci naszego przyktadu, a wiec z uwzglednieniem porzedku rosngcego. Jesli tak
nie jest, to na wstepie nalezy to zrobi¢. Dalej wprowadzmy nastepujgce oznacze-
nia:

r1,T2,x3,T4,Ts

niech oznaczajg (po uporzgdkowaniu) kolejne argumenty funkcji d. Wtedy

pl:oala p2:0a27 p3:0a37 p4:072a p5:072'
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Definiujemy funkcje F: R — R wzorem

F(z) = Zpi,

x;<x

gdzie ostatnia suma rowna jest zero, jesli zbior indeksow sumowania jest pusty.
W takim razie dla x < x1, F(z) = 0. Jesli weZmiemy dowolng liczbe x € (x1, x3],
to z definicji funkcji F dostaniemy F(x) = p1, bowiem sumujemy tylko po zbiorze
{1}. Podobnie dla v € (xa,x3] otrzymamy F(x) = p; + pe—teraz sumujemy
po zbiorze {1,2}. Powtarzajgc te procedure dla kolejnych przedziatow (jest ich
skoriczenie wiele) otrzymamy wzor na dystrybuante F rozkladu d

(0, T < wy;

P1, x € (11, x3);

Flz)={ PP € (2, w3);
p1+ p2 + 3, T € (T3, T4);

p1+ P2 + p3 + D, r € (T4, ws5);
pr+p2t+pst+pitps=1, T > Ts.

\

Ponizszej przedstawilismy wykres skonstruowanej funkcji. Rozumiemy juz dla-
czego funkcje tego typu nazywa sie funkcjami schodkowymi.

v

Rysunek 3.1: wykres dystrybuanty rozktadu d
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Turerdzenie 3.1.2 mowi z kolei, zZe kazda niemalejgca, lewostronnie ciggla
funkcja schodkowa F:R — [0,1] taka, Ze jej gramica w —oo jest réwna zero,
w +oo—jeden, jednoznacznie wyznacza pewien rozktad prawdopodobienstwa. Po-
damy teraz przepis na skonstruowanie takiego rozkladu. Za dziedzine funkcji d
weimiemy zbidr punktdw niecigglosci funkeji F. Weale nie tak trudno (szczegoty
pominiemy) mozna pokazaé, Ze zbior ten ma postac

{Zn, n €N},

gdzie konsekwentnie N, oznacza podzbior zbioru liczb naturalnych. Zatem zbidr
ten zawsze jest zbiorem przeliczalnym. Dla uproszszcenia dalszych rozwazarn przyj-
miymy, zZe jest on skonczony i uporzgdkujmy jego elementy rosngco

T < T < ...<ZTp_1<Tp.
Cigg liczb p; definiujemy nastepujgco

pi = lim F — F(z;)
dlai=1,2,...,n. Nalezy pokazac, zZe tak zdefiniowany cigg ma wtasnosci opisane
w definicji rozktadu. Jasne jest, ze jest to cigg liczb z przedziatu [0, 1], bowiem F
przyjmuje swoje wartosci w tym przedziale. Co wiecej, sq to liczby z przedziatu
obustronnie otwartego, bowiem w punktach x; ma nieciggtosc¢ typu "skok”. Uza-
sadnimy, Ze cigg ten sumowalny jest do jednosci. Na poczgtek weimy sume dwoch
pierwszych wyrazow tego ciggu, czyli

pr+pe = lim F—F(z1)+ lim F— F(x,).

rT—Iy w%fﬂ;

7 zaloZenia na przedziale (x1, xs) funkcja F jest stata i lewostronnie ciggla, zatem

lim F = lim F = F(x,).
Dlatego o
p1+p2 = lim F — F(zy).
Z’—>$2
Ale x1 jest nagmniejszym elementem zbioru punktow nieciggtosci funkcyi F, wiec
jako schodkowa dla x < x1 musj byé stata. Poniewaz jej granica w —oo jest rowna
zero, z lewostronnej ciggtosci F(x1) = 0. Wobec tego

P11+ po = lim+F.

T—Toy

Powtarzajgc to rozumowanie dla dowolnego k < n otrzymamy

pr+pe+...+pe= lim F.

$*>{E$
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W szczegdlnosci, dla k = n dostaniemy

Ale x,, jest najwickszym punktem, w ktérym F jest nieciggla, wiec jako funkcja
schodkowa dla x > x,, must byc¢ stata. W takim razie musi przyjmowaé wartosé
1 dla x > x,,, poniewaz jej granica w +o0 jest rowna jeden. Dowodzi to, Ze cigg
(p;) sumowalny jest do jednosci. Pozwala to nam zdefiniowaé rozkltad d

d(.ﬁl,’z):pz, ?::1,2,...,71

Pozostala ostatnia kwestia. Jak ma sie dystrybuanta rozktadu do przestrzeni
probabilistycznej i dlaczego w nazwie rozkladu pojawia si¢ przymiotnik prawdo-
podobienstwa? Na to pytanie odpowiada trzecie twierdzenie.

Twierdzenie 3.1.3 Dla kazdej dystrybuanty schodkowej F istnieje przestrzen
probabilistyczna (2, X, P) oraz odwzorowanie X : 2 — R, o nastepujgcych
wtasnosciach:

1.
{we 2 : X(w) <z}

jest zdarzeniem dla kazdej liczby rzeczywiste] x

F(z)=P{we 2: X(w) < x}),
dlax € R

Uwaga 3.1.5 Funkcje X, o ktorey mowi powyzisze twierdzenie, nazywamy
zmienng losowq, natomiast dystrybuante F jej rozktadem. Ze wzgledu na typ
rozwazanego rozktadu w tym rozdziale mowimy, ze mamy zmienng losowq typu
dyskretnego.

Uwaga 3.1.6 Niech F i X bedg jak w twierdzeniu 3.1.3. Wtedy

P{we 2 : X(w) <z,})= lim F,

T—Tn+

gdzie x,, jest dowolnym argumentem funkcji rozktadu d odpowiadajgcego dystry-
buancie F'. Z drugiej strony dla kazdego rzeczywistego x

{we X(w)=za}={weQ X(w) <z} \{we ¥ Xw) <z}



