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Zatem liczba bankierska pojawiajaca si¢ przy okazji zagadnienia de Méreé ma
wartos¢  25.

Tymczasem, jak pisalismy we wstepie do tego opracowania, Mére byl prze-
konany kierujac si¢ intuicja i bogatym doswiadczeniem w grach hazardowych, ze
liczba ta jest liczba 24. W takim razie intuicja zawiodla go.

Rozktad Pélya i rozkiad hipergeometryczny

Zaczniemy od pewnego doswiadczenia, ktore opiszemy metodami teorii praw-
dopodobienstwa. Pozwoli to nam doswiadczenie to nazywaé zjawiskiem losowym.
Wyobrazmy sobie, ze mamy urn¢ zawierajaca n kul biatych i m kul czarnych, a
wiec tacznie s = n+m kul. Nich £ > 11ir € Z. Losujemy z urny kule. Po odczy-
taniu jej koloru wrzucamy do urny r + 1 kul tego samego koloru, co wylosowana
kula. Powtarzamy te czynnos¢ k-razy.

Aby opisaé to zjawisko losowe zdefiniujemy zmienna losowa X taka, ze

X(Q) = {0,1,...,k},

gdzie zdarzenie {w € Q: X(w) = j} oznacza, ze w k losowaniach kule bialg
wylosowano j razy, 7 = 0,1,..., k. Wyznaczymy rozklad zmiennej losowej X.

Zdarzenie {w € Q: X(w) = j} méwi, ze w k losowaniach wylosowano
doktadnie j kul bialych i k — j kul czarnych. Rozwazmy na razie sytuacje, kiedy
mamy do czynienia ze zdarzeniem B;, ktore oznacza, ze w j pierwszych loso-
waniach wylosowano same kule biale. W takim razie w kolejnych losowaniach

jakiekolwiek. Wtedy

n n+r n+(j—1r
P(B;)=—"- e
(B)) s s+ s+ (j—1r

Wezmy zdarzenie B; N Cj,_;, ktére , oznacza ze w k — j ostatnich losowaniach
wylosowano tylko kule czarne natomiast w j pierwszych kule biale. Uwzgledniajac
wz6r na prawdopodobiefistawo P(B;) dostaniemy

P(B;NCyy) =
non+r n+(—1Lr m m+r m+ (k—j—1)r
s s+r s+ -Dr s+jr s+@G+Lr 0 s+ (k=1)r

Zauwazmy teraz, ze kolejnos¢ pojawiajacych sie¢ koloréw wylosowanych kul
nie jest istotna, bowiem skutkuje tylko zmiana kolejnosci czynnikéw w liczniku
powyzszego wzoru. Poniwaz liczba wszystkich rozmieszczen j kul bialych w ciagu
dlugosci k jest réwna (I;), wiec

b= Pl e 0 X =) = ()P i)
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co daje rozklad (p;, j =0,1,..., k) zmiennej losowej X

) (k‘)n n+r n+(G—Lr m m+r m+ (k—j—1)r
= =, : :

i)s s+r s+ (G—Ur s+jr s+G+0r " s+ (k—1)r

Rozklad ten w literaturze nazywany jest schematem Pdlya (patrz [4]).
Powyzszy wzér warto zapisa¢ inaczej wykorzystujac nastepujace podstawienia:

p=—-—q=— &= —.
s s s
Zauwazmy, ze wtedy p oznacza prawdopodobienstwo wylosowania w pierwszym
losowaniu kuli biatej, ¢—kuli czarnej oraz p + ¢ = 1.
Po zamianie zmiennych i uproszeniach dostaniemy

by = (k>p(p+a)-----(p+(j—1)a-Q(q+a)-----(q+(s—j—1)@)
! j 1-(I4+a)(1+2a)...- (14 (k—1)a) '

O rozkladzie (p;) zmiennej losowej X bedziemy moéwili, ze jest rozkladem Pélya
o parametrach p, «, s, k 1 bedziemy pisali X € Po(p, a, s, k).

Mozna pokazaé, ze ([4])

Fakt 3.4.1 Niech zmienna losowa X € Po(p,«, s, k). Wtedy

1+ ka

EX =k X) =k .
p, var(X) T,

Uwaga 3.4.2 Rozktad Pdlya pojawia sie w zagadnieniach opisujgcych zjawisko
rozprzestrzeniania sie pandemii. Wtedy kolejny przypadek zachorowania zwieksza
prawdopodobienstwo kolejnego zachorowania.

Przy pewnych zalozeniach rozkiad Poélya asymptotycznie zachowuje si¢ jak
rozktad dwumianowy. Zachodzi nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 3.4.3 Niech X € Po(p,«, s, k), gdzie parametry: n,m,s,r majg
te wlasnosé, ze:

1.

S

EIpe((),l)\v/n,s ; =D,
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lim — =0.
s—400 §

Wtedy, przy n,m — +oo
K\ L

Waznym przypadkiem schematu Poélya jest sytuacja kiedy » = —1. Oznacza
to, ze w zjawisku losowym, ktére opisaliSmy wyzej wylosowana kula nie jest zwra-
cana do urny. W takim razie w tej sytuacji 0 < 7 < k < n. Wtedy dla takich
7,k po podstawieniu do wzoru na rozktad Pdélya wartosci a = —% dostaniemy
nowy rozklad, ktéry nazywamy rozktadem hipergeometrycznym. Wtedy po prze-
ksztalceniach (patrz [4]) dla zmiennej losowej X o takim rozkladzie, bedziemy

pisali X € H(p, k, s), dostaniemy

()

pj=P({w e X(w)=j}) =

Fakt 3.4.2 Dla kazdej zmiennej losowej X € H(p, k, s)

s—k
s—1

EX = kp, var(X) = kpq.

Ostatnim z omawianych waznym przykladem rozktadu dyskretnego jest:

Rozktad Poissona

Mowimy, ze zmienna losowa X jest typu Poissona, jesli

oL

Pwe 2: X(w)=k})=e Tk

dla k catkowitych nieujemnych i dla pewnej liczby dodatniej A. Dalej bedziemy
krétko pisali X € P(\) (patrz Przyktady 2.3.11 3.3.5). Z Przykladu 3.3.5 wiemy,

zem=M\io?=\

Role rozkladu Poissona w probabilistyce podkresla ponizsze twierdzenie:



