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Zatem liczba bankierska pojawiaja̧ca siȩ przy okazji zagadnienia de Mérè ma
wartość 25.

Tymczasem, jak pisalísmy we wstȩpie do tego opracowania, Mérè by�l prze-
konany kieruja̧c siȩ intuicja̧ i bogatym doświadczeniem w grach hazardowych, że
liczba̧ ta̧ jest liczba 24. W takim razie intuicja zawiod�la go.

Rozk�lad Pólya i rozk�lad hipergeometryczny

Zaczniemy od pewnego doświadczenia, które opiszemy metodami teorii praw-
dopodobieństwa. Pozwoli to nam doświadczenie to nazywać zjawiskiem losowym.
Wyobraźmy sobie, że mamy urnȩ zawieraja̧ca̧ n kul bia�lych i m kul czarnych, a
wiȩc �la̧cznie s = n+m kul. Nich k ≥ 1 i r ∈ Z. Losujemy z urny kulȩ. Po odczy-
taniu jej koloru wrzucamy do urny r + 1 kul tego samego koloru, co wylosowana
kula. Powtarzamy tȩ czynność k–razy.

Aby opisać to zjawisko losowe zdefiniujemy zmienna̧ losowa̧ X taka̧, że

X(Ω) = {0, 1, . . . , k},
gdzie zdarzenie {ω ∈ Ω: X(ω) = j} oznacza, że w k losowaniach kulȩ bia�la̧
wylosowano j razy, j = 0, 1, . . . , k. Wyznaczymy rozk�lad zmiennej losowej X.

Zdarzenie {ω ∈ Ω: X(ω) = j} mówi, że w k losowaniach wylosowano
dok�ladnie j kul bia�lych i k − j kul czarnych. Rozważmy na razie sytuacjȩ, kiedy
mamy do czynienia ze zdarzeniem Bj , które oznacza, że w j pierwszych loso-
waniach wylosowano same kule bia�le. W takim razie w kolejnych losowaniach
jakiekolwiek. Wtedy

P (Bj) =
n

s
· n + r

s + r
· . . . · n + (j − 1)r

s + (j − 1)r
.

Weźmy zdarzenie Bj ∩Ck−j , które , oznacza że w k− j ostatnich losowaniach
wylosowano tylko kule czarne natomiast w j pierwszych kule bia�le. Uwzglȩdniaja̧c
wzór na prawdopodobieństawo P (Bj) dostaniemy

P (Bj ∩ Ck−j) =

n

s
· n + r

s + r
· . . . · n + (j − 1)r

s + (j − 1)r
· m

s + jr
· m + r

s + (j + 1)r
· . . . · m + (k − j − 1)r

s + (k − 1)r
.

Zauważmy teraz, że kolejność pojawiaja̧cych siȩ kolorów wylosowanych kul
nie jest istotna, bowiem skutkuje tylko zmiana̧ kolejności czynników w liczniku
powyższego wzoru. Poniważ liczba wszystkich rozmieszczeń j kul bia�lych w cia̧gu
d�lugości k jest równa

(
k
j

)
, wiȩc

pj = P ({ω ∈ Ω: X(ω) = j}) =

(
k

j

)
P (Bj ∩ Ck−j),
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co daje rozk�lad (pj, j = 0, 1, . . . , k) zmiennej losowej X

pj =

(
k

j

)
n

s
· n + r

s + r
· . . . · n + (j − 1)r

s + (j − 1)r
· m

s + jr
· m + r

s + (j + 1)r
· . . . · m + (k − j − 1)r

s + (k − 1)r
.

Rozk�lad ten w literaturze nazywany jest schematem Pólya (patrz [4]).
Powyższy wzór warto zapisać inaczej wykorzystuja̧c nastȩpuja̧ce podstawienia:

p =
n

s
, q =

m

s
, α =

r

s
.

Zauważmy, że wtedy p oznacza prawdopodobieństwo wylosowania w pierwszym
losowaniu kuli bia�lej, q–kuli czarnej oraz p + q = 1.

Po zamianie zmiennych i uproszeniach dostaniemy

pj =

(
k

j

)
p(p + α) · . . . · (p + (j − 1)α · q(q + α) · . . . · (q + (s − j − 1)α)

1 · (1 + α)(1 + 2α) · . . . · (1 + (k − 1)α)
.

O rozk�ladzie (pj) zmiennej losowej X bȩdziemy mówili, że jest rozk�ladem Pólya
o parametrach p, α, s, k i bȩdziemy pisali X ∈ Po(p, α, s, k).

Można pokazać, że ([4])

Fakt 3.4.1 Niech zmienna losowa X ∈ Po(p, α, s, k). Wtedy

EX = kp, var(X) = kpq
1 + kα

1 + α
.

Uwaga 3.4.2 Rozk�lad Pólya pojawia siȩ w zagadnieniach opisuja̧cych zjawisko
rozprzestrzeniania siȩ pandemii. Wtedy kolejny przypadek zachorowania zwiȩksza
prawdopodobieństwo kolejnego zachorowania.

Przy pewnych za�lożeniach rozk�lad Pólya asymptotycznie zachowuje siȩ jak
rozk�lad dwumianowy. Zachodzi nastȩpuja̧ce twierdzenie

Twierdzenie 3.4.3 Niech X ∈ Po(p, α, s, k), gdzie parametry: n, m, s, r maja̧
tȩ w�lasność, że:

1.

∃p∈(0,1)∀n,s
n

s
= p,
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2.

lim
s→+∞

r

s
= 0.

Wtedy, przy n, m → +∞
∀j pj →

(
k

j

)
pjqk−j.

Ważnym przypadkiem schematu Pólya jest sytuacja kiedy r = −1. Oznacza
to, że w zjawisku losowym, które opisalísmy wyżej wylosowana kula nie jest zwra-
cana do urny. W takim razie w tej sytuacji 0 ≤ j ≤ k ≤ n. Wtedy dla takich
j, k po podstawieniu do wzoru na rozk�lad Pólya wartości α = −1

s
dostaniemy

nowy rozk�lad, który nazywamy rozk�ladem hipergeometrycznym. Wtedy po prze-
kszta�lceniach (patrz [4]) dla zmiennej losowej X o takim rozk�ladzie, bȩdziemy
pisali X ∈ H(p, k, s), dostaniemy

pj = P ({ω ∈ Ω: X(ω) = j}) =

(
sp
j

)(
sq

k−j

)(
s
k

) .

Fakt 3.4.2 Dla każdej zmiennej losowej X ∈ H(p, k, s)

EX = kp, var(X) =
s − k

s − 1
kpq.

Ostatnim z omawianych ważnym przyk�ladem rozk�ladu dyskretnego jest:

Rozk�lad Poissona

Mówimy, że zmienna losowa X jest typu Poissona, jeśli

P ({ω ∈ Ω : X(ω) = k}) = e−λ λk

k!
,

dla k ca�lkowitych nieujemnych i dla pewnej liczby dodatniej λ. Dalej bȩdziemy
krótko pisali X ∈ P(λ) (patrz Przyk�lady 2.3.1 i 3.3.5). Z Przyk�ladu 3.3.5 wiemy,
że m = λ i σ2 = λ.

Rolȩ rozk�ladu Poissona w probabilistyce podkreśla poniższe twierdzenie:


