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Etap trzeci realizacji procesu analizy danych statystycznych w zasadzie powi-
nien rozwigza¢ nasz zasadniczy problem zwiazany z identyfikacja cechy populacji
generalnej w jezyku teorii prawdopodobienistwa. Powinnismy wiedzie¢, jakiego
typu jest to rozkltad i dysponowaé oszacowaniem jego parametrow.

Statystyka dysponuje jednak jeszcze jednym narzedziem, ktorego rola polega
miedzy innymi na weryfikacji wiedzy, jaka pozyskaliSmy stosujac zaprezentowane
wyzej metody 2 i 3. Narzedziem tym jest teoria testow statystycznych.

Niech dane bedzie populacja generalna bedaca przedmiotem obserwacji z
punktu widzenia cechy X. Przez hipoteze statystyczng bedziemy rozumieli kazde
przypuszczenie odnoszace sie do rozktadu tej cechy formutowane w katego-
riach badz jako$ciowych-dotyczacych postaci tego rozktadu, badz ilosciowych—
zwiazanych z jego parametrami. Bedziemy wtedy moéwili, ze mamy do czynienia
odpowiednio z hipotezq nieparametryczng albo hipotezqg parametryczng. Podstawa
do formultowania przypuszczenn na temat cechy populacji generalnej jest proba
prosta. Proces weryfikacji sformutowanej hipotezy nazywamy testem statystycz-
nym. Stad tez procedura testowania hipotez dzieli sie na: testy parametryczne
i nieparametryczne. U podstaw kazdego testu znajduje sie zalozenie, ze obok
hipotezy weryfikowanej, zwanej tez hipotezq zerowq i oznaczang przez H,, for-
mutuje sie hipoteze bedaca w swojej tresci wynikiem zaprzeczenia hipotezy H,,
ktora nazywamy z tego powodu hipotezq alternatywng i oznaczamy przez H;.
Wtedy, w przypadku odrzucenia hipotezy H, w wyniku przeprowadzonego testu,
za prawdziwa uznaje sie hipoteze H;.

Jak zaznaczyliSmy wyzej, podstawa do przeprowadzenia weryfikacji hipotezy
H, przeciwko hipotezie H; jest proba prosta. Z teoretycznego punktu widzenia
istnieje wiec mozliwo$¢ popelnienia btedu. Moga zdarzy¢ sie co najmniej dwie
sytuacje: H, jest prawdziwa albo H, jest falszywa. Jesli w sytuacji pierwszej
odrzucimy H, (a wiec przyjmiemy H;), to mowimy wtedy o popelnionym biedzie
I-rodzaju, a jego miara jest wtedy pewna liczba a. W sytuacji drugiej, jesli H,
przyjmujemy (a wiec odrzucamy H;), to méwimy o bledzie II-rodzaju i jego miare
oznaczamy przez (3. Aby zrozumieé¢ znaczenie obu zdefiniowanych btedéw musimy
doktadniej opisa¢ przebieg procesu testowania hipotez.

Niech

(1, ) = (X, 0, X)) (wo)

dla pewnego zdarzenia elementarnego w, oznacza probe prosta naszej populacji
generalnej. Wtedy

(1'1,...,l’n) eW = (Xl,,Xn)(Q) CRn,

co oznacza, ze proba prosta jest jedna z wielu realizacji procesu obserwacji popula-
cji generalnej, ktora opisuje tutaj mnogosé W. Zadaniem testu statystycznego jest
skonstruowanie takiego podzbioru Q C W, ze jesli (z1,...,x,) € @, to hipoteze
H, odrzucimy na korzysé hipotezy Hy oraz w przypadku gdy (z1,...,x,) € W\Q,
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to H, przyjmujemy. Z tego wzgledu zbior () nazywamy obszarem krytycznym (mo-
wimy tez o obszarze odrzucenia), w przeciwieristwie do zbioru W \ @) zwanego
obszarem przyjecia hipotezy H,. Wtedy znaczenie iloSciowe zdefiniowanych wyzej
bledéw « i 3 jest nastepujace:

a=P((x1,...,x,) € QIH,), B =P((x1,...,2,) € W\ Q|Hy).

Z metodologicznego punktu widzenia pierwsza z powyzszych réwnosci trak-
tuje sie jako rownanie z niewiadomg @, przyjmujac, ze « jest mala liczba réwna
zazwyczaj 0,1 albo 0,05. Nazywamy ja wtedy poziomem istotnosci (wtedy 1 — «
nazywa sie poziomem ufnosci). Testy statystyczne, ktore kontroluja tylko btad
[-rodzaju nazywamy testami istotnosci.

Mozna zapytac¢, co dzieje sie z btedem II-rodzaju, jesli btad I-rodzaju zostat
zminimalizowany. Czy on réwniez przyjmuje minimalng warto$¢? Okazuje sie,
ze tak nie jest. Jest akurat na odwroét, czyli wartodci [ rosna, jesli wartosci a
maleja (patrz np. [19]). Wobec tego testy istotnosci jako metoda ignorujaca z
zalozenia kontrole bledu II-rodzaju z jednej strony kontroluja na poziomie o
odrzucenie hipotezy H, (gdy (x1,z2,...,x,) € @), ale nie wypowiadaja sie na
temat jej przyjecia. Dlatego wnioskowanie w przypadku przeprowadzenia takiego
testu sprowadza sie do nastepujacej konkluzji:

1. odrzucenia hipotezy H, i przyjecia H; albo

2. braku podstaw do odrzucenia hipotezy H,.

Zaczniemy od omowienia podstaw zwiazanych z tzw. testami parametrycznyms
(patrz tez [4], [19]). Przypusémy, ze na podstawie proby proste;

(x1...2p) = (X1... X)) (w,)

oraz metod opartych na pojeciu dystrybuanty empirycznej (histogramu) i teorii
estymacji otrzymaliSmy nastepujace wyniki:

1. poznaliSmy typ rozktadu cechy X, czyli jej dystrybuante F', ewentualnie
dysponujemy wiedza na temat istnienia momentéw tego rozktadu i para-
metrow, od ktorych rozktad ten zalezy,

2. zakladajac, celem uproszczenia sytuacji, ze rozklad F' zalezy od jednego
parametru, powiedzmy 7, okreslilismy metoda estymacji przedzialowej jego
przedzial na zadanym poziomie ufnosci 1 — a.

Pojawia sie problem wyboru wartoéci tego parametru. Faza wstepna testu
parametrycznego polega na zdefiniowaniu dwoch hipotez:

hipotezy zerowej H, przeciwko hipotezie alternatywnej Hy,
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gdzie
H,: 7=m1,, Hy: 7R,

gdzie TRT, na ogdl oznacza jedng z trzech relacji:
T# Ty, T< Ty T>T,

Rola testu statystycznego, jak pisalismy wyzej, polega na tym, aby zweryfiko-
wac hipoteze zerowa przeciwko hipotezie alternatywnej. Pozytywna weryfikacja
konczy sie na og6t stwierdzeniem, ze nie ma powodow do jej odrzucenia, co nie
musi oznaczaé, ze hipoteze zerowa przyjmuje sie. Zazwyczaj w tej sytuacji caty
proces analizy statystycznej zaczyna sie od poczatku, a wiec od pobrania nowej
proby prostej.

W przypadku negatywnej weryfikacji hipotezy zerowej albo przy aktualnych
wynikach zmienia sie jej tre$¢ i powtarza weryfikacje albo przyjmuje sie hipoteze
alternatywna.

Podstawa procesu weryfikacji jest, jak pisaliSmy wyzej, obszar krytyczny @,
ktory w praktyce definiuje sie jako podzbiér prostej rzeczywistej, a nie przestrzeni
R™. Aby go wyznaczy¢ potrzebna jest odpowiednia statystyka Z, czyli

gdzie

(x1...2p) = (X1...X,)(wo)
jest proba prosta cechy X populacji generalne;j.

Wtedy obszar () wyznaczony jest przez warunek (patrz definicja bledu I ro-
dzaju)

P{we 2 : Z(w) € Q}) = o, przy zalozeniu, ze zaszla hipoteza H,.

Jesli teraz

Zobs = Z(wo) S Qa

gdzie 2z, jest wartosciq zaobserwowang statystyki Z, to hipoteze H, nalezy od-
rzuci¢ na korzys$é hipotezy H;. W przeciwnym razie méwimy, ze nie ma podstaw
do jej odrzucenia.

Dalej w kolejnych przyktadach pokazemy sposoby konstruowania statystyki Z
i odpowiadajacych jej obszaréw krytycznych (patrz tez [10]).
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Przyktad 6.4.6 Cecha X populacji generalnej ma rozktad typu N'(m,o?), gdzie
parametr o jest znany. Wtedy dla zweryfikowania hipotezy zerowej

postugujemy sie styatystykq

Natomiast hipoteza alternatywna Hy @ obszar krytyczny majg wtedy postac:

1.
Hy, @ m#m, Q= (—00,—ny)U(ng, +00),
gdzie ng, przy zatozeniu hipotezy H, okreslone jest rownaniem
Pwe 2 | Z, (@) > na}) = 2(1 - B(n,)) = o,

bowiem statystyka

Xn_mo

Z, =22 sy
o

ma przy zatozeniu hipotezy zerowej rozktad standardowy normalny.

H, : m>m, Q= (n}, +)
gdzie nt, przy zatozeniu hipotezy H, okreslone jest réwnaniem

Pwe 2:Zy(w) >nl})=1-d(n}) =a,

gdzie statystyka Z, jest identyczna, jak w sytuacyi poprzednie;.
Hy : m <m,, Q=(-00, —n})

+

gdzie ng 1 statystyka Z, saq jak wyzej.

Przeprowadimy teraz symulacje liczbowqg. W tym celu odwotamy sie do wyni-
kow z przyktadu 6.4.1.
Dostalismy tam

m € (1,838, 2,328), T3 = 2,083, 0 = 0,25, a = 0,05.
Postawmy hipoteze zerowq

H, : m = 2 przeciwko Hy : m # 2.
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Wtedy, przy zatozeniu hipotezy zerowej n, = 1,96, 1 przedziat krytyczny ma postaé
Q = (—o0, —1,96) U (1,96, +00).

2,083—2
Tymczasem zZops = ’%8235

odrzucenia hipotezy zerowej.

= 0,684 ¢ @, co oznacza, Ze nie ma powodu do

Z drugiej strony biorgc

H,: m =1,9 przectwko H; : m < 1,9

dostalibysmy

d(n)=1—-a=095, sked Q = (—oco, —1,65).
Poniewaz teraz z.s = 1,46, zatem rowniez nie ma podstaw, aby nie przyjeé
m=19.

Okazuje sie, ze dopiero
H, : m = 2,3 przeciwko H; : m < 2,3

daje zps = —1,736 € QQ = (—o0, —1,65), co oznacza, zZe hipoteze te nalezy
odrzucié. Jesli pobrana proba byta reprezentatywna, to oznacza to, ze najprawdo-
podobnie wartosé Srednia cechy X jest mniejsza od 2,3.

Przyklad 6.4.7 Cecha X populacji generalnej ma rozktad typu N (m,o?), gdzie
oba parametry sq nieznane. Wtedy dla zweryfikowania hipotezy zerowej

H, : m=m,

wykorzystamy statystyke

X, —
t:nTm\/n—l.

Natomiast hipoteza alternatywna My 1 obszar krytyczny majg wtedy postac:
1.

Hl - m 7é me, Q = (—OO, _ta) U (taa +OO),
gdzie t,, przy zatozeniu hipotezy H, okreslone jest rownaniem
Pwe 2 : |t, |(w) = tsa}) = a,

bowiem statystyka

X, —
o= B

ma przy zatozeniu hipotezy zerowej rozktad t-Studenta o n — 1 stopniach
swobody.



