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Definicja 1. Niech F oznacza zbior funkcji rzeczywistych okreslonych na
wspoOlnym podzbiorze A. Przyporzadkowanie

Non— f,eF

bedziemy krétko oznaczali przez (f,) i nazywali ciggiem funkcyjnym. Wtedy
funkcje f, nazwiemy n—tym wyrazem tego ciagu.

Przyklad 1.
folzx)=2", x € R, n €N,
gn(x) = (1+£) , t€R, neN,
n
ho(z) = sin ~, z € [0,7/2], n € N.
n
Powyzsze wzory definiujg trzy ciagi funkeyjne: (f,.), (g) i (hy).

Definicja 2. Jezeli ciag funkcyjny (S,,) okreslony jest nastepujaco
Su(@) = fi(2) + fol@) + ...+ fulz) =D fi(x), gdde f; € F,
j=1

to (S,) nazywamy szeregiem funkcyjnym. Dalej szeregi funkcyjne bedziemy zapi-

sywali w postaci ) >~ fn, czyli
o
n=1
fn nazywamy wtedy n—tym wyrazem, S, n—ta sumg czeSciowg szeregu.

Uwaga 1. Czgsciej bedziemy pisali ", f,,. Wtedy S, = f, nazwiemy zero-
wym wyrazem szeregu.
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Przykitad 2.
Z ", r e R.
n=0
Wtedy
folz)=2", n>0
oraz

n 171.11-&-1
dla = # 1
— n _ 11—z )
Sn() 2039: { n+1 daz=1.

Definicja 3. Szereg funkcyjny postaci
Z an(z —z,)", €R
n=0

nazywamy szeregiem potegowym. Wtedy x, nazywa sie jego Srodkiem, (a,)—
ciggiem wspotczynnikow.

Przyktad 3.
d et Y (=)@ + 1)
n=0 n=1

sa przykladami szeregow funkcyjnych, dla ktérych odpowiednio: z, = 01 —1,
a, =1, n>0oraza, =(-1)", n>1,a, = 0.

Definicja 4. Niech dany bedzie ciag funkcyjny (f,) oraz wezmy zbiér
O={xe A: (f.(x)) jest zbieznym ciagiem liczbowym}.

Wtedy O bedziemy nazywali obszarem zbieznos$ci tego ciagu.
Zalézmy, ze O # (). Mozemy teraz zdefiniowaé¢ odwzorowanie f,: O — R,
gdzie
folz) = liTan ful(z).

Tak zdefiniowana funkcje f, nazywamy granicg ciggu na zbiorze O. Jesli O =
A, to bedziemy moéwili, ze ciag (f,) jest zbieiny punktowo do f,. Dla szeregu
funkcyjnego bedziemy pisali S(x) = lim,, S, (z), gdzie funkcje S nazywamy sumg
szeregu.

Przyklad 4. Zbadamy zbiezno$¢ ponizszych ciagéw funkcyjnych.
folz)=2", x € R.

7 wlasnosci ciagu geometrycznego wynika, ze

lim 2" — 1, =1,
T 0, j2 <1
2
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oraz dla = ¢ (—1, 1] granica nie istnieje.
1, z=1,
Dlatego O = (—1,1] oraz f,(z) = { 0 |z|<1.
Dla ciagu

= (142

z twierdzenia o liczbie e dostaniemy

n

o= [y e

oile z # 0. W przeciwnym razie f,(0) =1 — 1 = ¢°. Dlatego w tym przypadku
O = R i eksponenta jest grania tego ciagu.

Na koniec wezmy szereg funkcyjny >~ 2" dla € R. Z przykladu 2 wiemy,
ze ciag S, jest zbiezny na przedziale (—1,1) do funkcji ﬁ Dlatego mozemy
napisac

> 1
"= —— xe(-1,1).
;x — z€(-11)

Nastepujace twierdzenie opisuje obszar zbieznosci szeregu potegowego

Twierdzenie 1 (Cauchy-Hadamarda o kole zbieznosci) Niech dany bedzie
szereg > > o a,(z — ). Wtedy istnieje liczba nieujemna r zwana promieniem

kota zbieznosci, ze

(o — 1,20 +1) CO
oraz oba powyzsze zbiory réznig sie co najwyzej o zbior {x, —r, r,+r}. Wowczas
przedzial (x, —r, x, + 1) nazywamy kolem zbieznosci szeregu. Co wiecej, wartosé

promienia r mozna obliczy¢ z tzw. wzoru Cauchy’ego-Hadamarda

1
r=—, A= lim|an|% = lim|a"+1|,
n

A nooa,

gdzie z definicji przyjmuje sie, ze r = 0 dla A = oo oraz r = oo dla A = 0.

Przyktad 5. Wyznaczymy kota zbieznosci dla danych szeregéw. Dla )"~ 2"a"
mamy a,, = 2", wiec (2”)% =2 — 2 =), cooznacza, ze I = % i kolo jest postaci
(—3,3), bowiem z, = 0.

Jesli > %(x + 1), to poniewaz a, = 0, a, = %, n > 1 oraz x, = —1, ze
wzoru na promien dostaniemy

Gt _ )
an, n+1

Y

co oznacza, ze r = 1 i kolo zbieznosci ma postaé¢ (—2,0).

3
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Kolejne twierdzenie wyjasnia, ze suma szeregu potegowego, czyli funkcja S(z) =
Yoo o anl@ — x,)", dla ktérego r > 0 jest funkcja bardzo regularna-mozna ja
catkowac i dowolna ilos¢ razy rézniczkowac.

Twierdzenie 2. (o rézniczkowaniu i catkowaniu sumy szeregu)
Niech S(z) =37 an(z — z,)" dla z € (z, — r,z, + 1), gdzie r > 0.
Wtedy:

(1) S jest rézniczkowalna na kole zbieznosci oraz zachodzi wzér

S'(z) = (ian(x — xo)”>/ = inan(x — )",

co oznacza, ze rozniczkujac szereg potegowy mozna to robi¢ wyraz po
wyrazie.

(2) S mozna catkowaé po kazdym przedziale zawartym w kole zbieznosci tego
szeregu. W szczegdlnosci dla kazdego ¢ € (x, — r, x, + r) mamy

/zt S(z)dr = /xz <:OO an(z — xo)”>dx - i a, /xt(x —z)")de,

co oznacza, ze calkowanie szeregu sprowadza sie do catkowania wyraz po
wyrazie.

Whiosek 1. Zauwazmy, ze po zrézniczkowaniu szeregu potegowego dostajemy
ponownie szereg potegowy, bowiem z twierdzenia 1

S'(z) = Z nay,(x — x,)" " = Z(m + Damer(x — )™,

gdzie dokonalismy podstawienia m =n — 1. W takim razie
S'(x) = Z b (x — x,)™, gdzie by, = (M + 1)amy1.
m=0

Co wiecej, wtedy promien kota zbieznosci tego nowego szeregu potegowego tez
jest réwny r. Oznacza to, ze funkcje S’ mozna dalej rézniczkowaé. Oznacza to,
ze suma szeregu potegowego jest funkcja nieskonczenie wiele razy rozniczkowalna
w swoim kole zbieznosci.

Definicja 5. Kazda funkcje rzeczywista f okreslona na przedziale I bedaca
nieskonczenie razy rozniczkowalna bedziemy nazywali funkcjg analityczng. Dalej
w takim przypadku bedziemy pisali f € A. Niech f(™ oznacza pochodna rzedu
n funkcji f, gdzie z definicji £ = f. Wtedy szereg potegowy

>, f)
Z fi(%)(x —x,)", dlax, €1
4
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bedziemy nazywali szeregiem Taylora funkcji f w punkcie x,. Przez A, ozna-
czymy zbidr tych f € A, ze zachodzi réwnosé f(z) = > 7 M(w — x,)" dla

n=0 n!
x € I. W takim przypadku bedziemy moéwili, ze funkcja f rozwija sie w swoj

szereg potegowy wokdt punktu z,.

Twierdzenie 3. (o rozwinigciu w szereg potegowy funkeji elementarne;j)
Zachodzi inkluzja € C A,. Co wiecej, jesli
s () (o
fl@)=>) ay(z—x,)"dlazel, to an:fi('o),
— n!
co oznacza, ze rozwinecie w szereg potegowy kazdej funkcji elementarnej jest
jednoznaczne.

Przyklad 6. Pokazemy teraz podstawowe techniki rozwijania funkcji elemen-
tarnych. Zaczniemy od kilku podstawowych wzoréw. Dowodzi sig, ze:

[e.9]

e’ = —, x€R,
n!
n=0
. 00 x2n+1
SINxr = Z(—l) m, T e R,
n=0
> x2n
cosT = Z(—l)"w, z € R.
n=0 ’

Zrézniczkujemy teraz funkcje sin. 7 twierdzenia o rozniczkowaniu szeregu
potegowego dostaniemy

. 00 2+l 00 22
(sinz)’ = <n§(_1>n(2n ¥ 1)!) - nz:%(_l)n(% +1) 2n+ 1)
co po uproszczeniu daje
. . 0 l.Qn
(sinz) = nZ:O(—l)”@n)! = COoST.

Oczywiscie wynik ten jest nam dobrze znany z kursu analizy.

Znajdziemy rozwiniecie funkcji f(z) =1In(1+ z), = > —1 wokdt zera. W tym
celu zauwazmy, ze f jako zlozenie funkcji elementarnych wlasciwych, jest funkcja
elementarna. W takim razie dla pewnego r > 0 mamy

In(l+z)= Zan:c", x € (—=r,7).
n=0
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Z jednoznacznosci takiego rozwiniecia wystarczy znalezé wartosci wspolczynnikéw
a,. W tym celu najpierw zrézniczkujemy nasza funkcje

f(z) = L, r>—1.

14+=x
Poniewaz
1 C n - n, n
LS ey = S el <1
n=0 n=0
wiec biorac dowolne 0 < t i catkujac ostatnia réwnos$é po przedziale [0, t] dosta-
niemy
tf’(x)dx — /t (i(—l)nlﬂ) dr = i (_1)nxn+1]t
o 0 n=0 n=0 n+1 "
czyli
t 0 1 o
/ d — _1 n—tn
RCY

Ale f(0) =1, wiec catka po lewej stronie jest réwna f(t). Wracajac do zmiennej
t = z i zamieniajac zmienne w ostatnim szeregu (m = n + 1) dostaniemy
(1L a) = S (- <1,
m=1 m

co daje poszukiwane rozwinigcie. Mozna pokazaé, ze rowiniecie to prawdziwe jest
réwniez dla x = 1. Po podstawieniu x = 1 dostaniemy

> 1
n2=> (-1)"—.
m=1 m

Zatem suma szeregu aharmonicznego jest rowna In 2. Wykorzystujac rozwiniecie
eksponenty widzimy, ze
= 1
€ = Z g
n=0

Rozwiniemy teraz w szereg liczbowy liczbe m. W tym celu znajdziemy najpierw
rozwiniecie w szereg potegowy funkcji f(z) = arctanz. Postapimy jak wyzej—
najpierw te funkcje zrézniczkujemy

1
1422

(e 9] (e 9]

= (=) =D (=1)"a™, |z| < L.

n=0 n=0

f'(x)
Po scatkowaniu stronami po przedziale [0,¢] dla |[¢| < 1 dostaniemy

F(t) = £(0) = 3 (—1)r g,

o 2n+1
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skad

= 1

tant = » (—1)"——t*"" dla |t| < 1.
arctan %( ) o1 a |t

Mozna pokazaé, ze ostatni wzér prawdziwy jest rowniez dla ¢t = 1, wiec

T > a1

1= 2

n=0 n+

czyli

W_Z4 2n+1

Na koniec pokazemy technike rozwu ania funkcji wymiernej. W tym celu wezmy
funkcje f(z) = m Najpierw nalezy roztozy¢ ja na utamki proste, czyli
x a b
= + .
(r—1)(x4+2) z—-1 x+2
Mnozac stronami ostatnia réwnos¢ przez (x — 1)(x + 2) dostaniemy

r = (a+b)x+2a—0b,

cO ozZnacz, ze a = %, b= % Rozwiniemy teraz kazdy z otrzymanych utamkéw

[e.o]

= =S (e <1,

1 T = (=)
_ - n < 2.
r+2 2 1+— Z( 2) ZQon"x'

Laczac te dwa rozwiniecia otrzymamy

T 1 "
= — _1 7 _ n
@-D@+2) 3;;( Ja 43 2

co nalezy zapisa¢ nastepujaco

" <1
(x—l )(x +2) ;( 2n " el
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Cwiczenia
1) Zbada¢ zbieznoé¢ ciagu funkcyjnego (sin ), z € R.

Wyznaczy¢ kolo zbieznosci szeregu potegowego >~ %
Korzystajac z rozwiniecia funkcji e* znalez¢ pochodna tej funkcji.

2)
3)
4) Rozwina¢ funkcje In (2 + x) wokot zera.
5)
)

.y . | ‘
Rozwina¢ funkcje f(r) = 72— wokot zera.

sinx

. Wskazowka: wykorzysta¢ rozwinigcie
funkcji sin z.



