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Definicja 1. Niech F oznacza zbiór funkcji rzeczywistych określonych na
wspólnym podzbiorze A. Przyporza̧dkowanie

N � n −→ fn ∈ F
bȩdziemy krótko oznaczali przez (fn) i nazywali cia̧giem funkcyjnym. Wtedy
funkcjȩ fn nazwiemy n–tym wyrazem tego cia̧gu.

Przyk�lad 1.

fn(x) = xn, x ∈ R, n ∈ N,

gn(x) =
(

1 +
x

n

)n

, x ∈ R, n ∈ N,

hn(x) = sin
x

n
, x ∈ [0, π/2], n ∈ N.

Powyższe wzory definiuja̧ trzy cia̧gi funkcyjne: (fn), (gn) i (hn).

Definicja 2. Jeżeli cia̧g funkcyjny (Sn) określony jest nastȩpuja̧co

Sn(x) = f1(x) + f2(x) + . . . + fn(x) =

n∑
j=1

fj(x), gdzie fj ∈ F ,

to (Sn) nazywamy szeregiem funkcyjnym. Dalej szeregi funkcyjne bȩdziemy zapi-
sywali w postaci

∑∞
n=1 fn, czyli

(Sn) =
∞∑

n=1

fn.

fn nazywamy wtedy n–tym wyrazem, Sn, n–ta̧ suma̧ czȩściowa̧ szeregu.

Uwaga 1. Czȩściej bȩdziemy pisali
∑∞

n=0 fn. Wtedy So = fo nazwiemy zero-
wym wyrazem szeregu.
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Przyk�lad 2.
∞∑

n=0

xn, x ∈ R.

Wtedy
fn(x) = xn, n ≥ 0

oraz

Sn(x) =

n∑
0

xn =

{
1−xn+1

1−x
, dla x �= 1,

n + 1 dla x = 1.

Definicja 3. Szereg funkcyjny postaci
∞∑

n=0

an(x − xo)
n, x ∈ R

nazywamy szeregiem potȩgowym. Wtedy xo nazywa siȩ jego środkiem, (an)–
cia̧giem wspó�lczynników.

Przyk�lad 3.
∞∑

n=0

xn,

∞∑
n=1

(−1)n(x + 1)n,

sa̧ przyk�ladami szeregów funkcyjnych, dla których odpowiednio: xo = 0 i −1,
an = 1, n ≥ 0 oraz an = (−1)n, n ≥ 1, ao = 0.

Definicja 4. Niech dany bȩdzie cia̧g funkcyjny (fn) oraz weźmy zbiór

O = {x ∈ A : (fn(x)) jest zbieżnym cia̧giem liczbowym}.
Wtedy O bȩdziemy nazywali obszarem zbieżności tego cia̧gu.

Za�lóżmy, że O �= ∅. Możemy teraz zdefiniować odwzorowanie fo : O → R,
gdzie

fo(x) = lim
n

fn(x).

Tak zdefiniowana̧ funkcjȩ fo nazywamy granica̧ cia̧gu na zbiorze O. Jeśli O =
A, to bȩdziemy mówili, że cia̧g (fn) jest zbieżny punktowo do fo. Dla szeregu
funkcyjnego bȩdziemy pisali S(x) = limn Sn(x), gdzie funkcjȩ S nazywamy suma̧
szeregu.

Przyk�lad 4. Zbadamy zbieżność poniższych cia̧gów funkcyjnych.

fn(x) = xn, x ∈ R.

Z w�lasności cia̧gu geometrycznego wynika, że

lim
n

xn =

{
1, x = 1,
0, |x| < 1,
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oraz dla x /∈ (−1, 1] granica nie istnieje.

Dlatego O = (−1, 1] oraz fo(x) =

{
1, x = 1,
0, |x| < 1.

Dla cia̧gu

fn(x) =
(

1 +
x

n

)n

z twierdzenia o liczbie e dostaniemy

fn(x) =
[(

1 +
1
n
x

)n
x
]x

−→ ex,

o ile x �= 0. W przeciwnym razie fn(0) = 1 −→ 1 = e0. Dlatego w tym przypadku
O = R i eksponenta jest grania̧ tego cia̧gu.

Na koniec weźmy szereg funkcyjny
∑∞

n=0 xn dla x ∈ R. Z przyk�ladu 2 wiemy,
że cia̧g Sn jest zbieżny na przedziale (−1, 1) do funkcji 1

1−x
. Dlatego możemy

napisać
∞∑

n=0

xn =
1

1 − x
, x ∈ (−1, 1).

Nastȩpuja̧ce twierdzenie opisuje obszar zbieżności szeregu potȩgowego

Twierdzenie 1 (Cauchy–Hadamarda o kole zbieżności) Niech dany bȩdzie
szereg

∑∞
n=0 an(x − xn

o ). Wtedy istnieje liczba nieujemna r zwana promieniem
ko�la zbieżności, że

(xo − r, xo + r) ⊂ O
oraz oba powyższe zbiory różnia̧ siȩ co najwyżej o zbiór {xo−r, xo +r}. Wówczas
przedzia�l (xo − r, xo + r) nazywamy ko�lem zbieżności szeregu. Co wiȩcej, wartość
promienia r można obliczyć z tzw. wzoru Cauchy’ego–Hadamarda

r =
1

λ
, λ = lim

n
|an| 1

n = lim
n

|an+1

an

|,

gdzie z definicji przyjmuje siȩ, że r = 0 dla λ = ∞ oraz r = ∞ dla λ = 0.

Przyk�lad 5. Wyznaczymy ko�la zbieżności dla danych szeregów. Dla
∑∞

n=0 2nxn

mamy an = 2n, wiȩc (2n)
1
n = 2 −→ 2 = λ, co oznacza, że r = 1

2
i ko�lo jest postaci

(−1
2
, 1

2
), bowiem xo = 0.

Jeśli
∑∞

n=1
1
n
(x + 1)n, to ponieważ ao = 0, an = 1

n
, n ≥ 1 oraz xo = −1, ze

wzoru na promień dostaniemy

an+1

an

=
n

n + 1
−→ 1 = λ,

co oznacza, że r = 1 i ko�lo zbieżności ma postać (−2, 0).
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Kolejne twierdzenie wyjaśnia, że suma szeregu potȩgowego, czyli funkcja S(x) =∑∞
n=0 an(x − xo)

n, dla którego r > 0 jest funkcja̧ bardzo regularna̧–można ja̧
ca�lkować i dowolna̧ ilość razy różniczkować.

Twierdzenie 2. (o różniczkowaniu i ca�lkowaniu sumy szeregu)
Niech S(x) =

∑∞
n=0 an(x − xo)

n dla x ∈ (xo − r, xo + r), gdzie r > 0.
Wtedy:

(1) S jest różniczkowalna na kole zbieżności oraz zachodzi wzór

S ′(x) =
( ∞∑

n=0

an(x − xo)
n
)′

=
∞∑

n=1

nan(x − xo)
n−1,

co oznacza, że różniczkuja̧c szereg potȩgowy można to robić wyraz po
wyrazie.

(2) S można ca�lkować po każdym przedziale zawartym w kole zbieżności tego
szeregu. W szczególności dla każdego t ∈ (xo − r, xo + r) mamy∫ t

xo

S(x)dx =

∫ t

xo

( ∞∑
n=0

an(x − xo)
n
)
dx =

∞∑
n=0

an

∫ t

xo

(x − xo)
n)dx,

co oznacza, że ca�lkowanie szeregu sprowadza siȩ do ca�lkowania wyraz po
wyrazie.

Wniosek 1. Zauważmy, że po zróżniczkowaniu szeregu potȩgowego dostajemy
ponownie szereg potȩgowy, bowiem z twierdzenia 1

S ′(x) =

∞∑
n=1

nan(x − xo)
n−1 =

∞∑
m=0

(m + 1)am+1(x − xo)
m,

gdzie dokonalísmy podstawienia m = n − 1. W takim razie

S ′(x) =
∞∑

m=0

bm(x − xo)
m, gdzie bm = (m + 1)am+1.

Co wiȩcej, wtedy promień ko�la zbieżności tego nowego szeregu potȩgowego też
jest równy r. Oznacza to, że funkcjȩ S ′ można dalej różniczkować. Oznacza to,
że suma szeregu potȩgowego jest funkcja̧ nieskończenie wiele razy różniczkowalna̧
w swoim kole zbieżności.

Definicja 5. Każda̧ funkcjȩ rzeczywista̧ f określona̧ na przedziale I bȩda̧ca̧
nieskończenie razy różniczkowalna̧ bȩdziemy nazywali funkcja̧ analityczna̧. Dalej
w takim przypadku bȩdziemy pisali f ∈ A. Niech f (n) oznacza pochodna̧ rzȩdu
n funkcji f , gdzie z definicji f (0) = f . Wtedy szereg potȩgowy

∞∑
n=0

f (n)(xo)

n!
(x − xo)

n, dla xo ∈ I
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bȩdziemy nazywali szeregiem Taylora funkcji f w punkcie xo. Przez Ao ozna-

czymy zbiór tych f ∈ A, że zachodzi równość f(x) =
∑∞

n=0
f(n)(xo)

n!
(x − xo)

n dla
x ∈ I. W takim przypadku bȩdziemy mówili, że funkcja f rozwija siȩ w swój
szereg potȩgowy wokó�l punktu xo.

Twierdzenie 3. (o rozwiniȩciu w szereg potȩgowy funkcji elementarnej)
Zachodzi inkluzja E ⊂ Ao. Co wiȩcej, jeśli

f(x) =
∞∑

n=0

an(x − xo)
n dla x ∈ I, to an =

f (n)(xo)

n!
,

co oznacza, że rozwinȩcie w szereg potȩgowy każdej funkcji elementarnej jest
jednoznaczne.

Przyk�lad 6. Pokażemy teraz podstawowe techniki rozwijania funkcji elemen-
tarnych. Zaczniemy od kilku podstawowych wzorów. Dowodzi siȩ, że:

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
, x ∈ R,

sin x =
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
, x ∈ R,

cos x =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
, x ∈ R.

Zróżniczkujemy teraz funkcjȩ sin. Z twierdzenia o różniczkowaniu szeregu
potȩgowego dostaniemy

(sin x)′ =
( ∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!

)
=

∞∑
n=0

(−1)n(2n + 1)
x2n

(2n + 1)!
,

co po uproszczeniu daje

(sin x)′ =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
= cos x.

Oczywíscie wynik ten jest nam dobrze znany z kursu analizy.
Znajdziemy rozwiniȩcie funkcji f(x) = ln (1 + x), x > −1 wokó�l zera. W tym

celu zauważmy, że f jako z�lożenie funkcji elementarnych w�laściwych, jest funkcja̧
elementarna̧. W takim razie dla pewnego r > 0 mamy

ln (1 + x) =

∞∑
n=0

anxn, x ∈ (−r, r).
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Ryszard Rȩbowski Cia̧gi i szeregi funkcyjne

Z jednoznaczności takiego rozwiniȩcia wystarczy znaleźć wartości wspó�lczynników
an. W tym celu najpierw zróżniczkujemy nasza̧ funkcjȩ

f ′(x) =
1

1 + x
, x > −1.

Ponieważ
1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−x)n =

∞∑
n=0

(−1)nxn, |x| < 1,

wiȩc biora̧c dowolne 0 < t i ca�lkuja̧c ostatnia̧ równość po przedziale [0, t] dosta-
niemy ∫ t

o

f ′(x)dx =

∫ t

0

( ∞∑
n=0

(−1)nxn
)
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

n + 1
xn+1]t0,

czyli ∫ t

o

f ′(x)dx =

∞∑
0

(−1)n 1

n + 1
tn+1.

Ale f(0) = 1, wiȩc ca�lka po lewej stronie jest równa f(t). Wracaja̧c do zmiennej
t = x i zamieniaja̧c zmienne w ostatnim szeregu (m = n + 1) dostaniemy

ln (1 + x) =

∞∑
m=1

(−1)m−1xm

m
, |x| < 1,

co daje poszukiwane rozwiniȩcie. Można pokazać, że rowiniȩcie to prawdziwe jest
również dla x = 1. Po podstawieniu x = 1 dostaniemy

ln 2 =

∞∑
m=1

(−1)m+1 1

m
.

Zatem suma szeregu aharmonicznego jest równa ln 2. Wykorzystuja̧c rozwiniȩcie
eksponenty widzimy, że

e =
∞∑

n=0

1

n!
.

Rozwiniemy teraz w szereg liczbowy liczbȩ π. W tym celu znajdziemy najpierw
rozwiniȩcie w szereg potȩgowy funkcji f(x) = arctan x. Posta̧pimy jak wyżej–
najpierw tȩ funkcjȩ zróżniczkujemy

f ′(x) =
1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−x2)n =

∞∑
n=0

(−1)nx2n, |x| < 1.

Po sca�lkowaniu stronami po przedziale [0, t] dla |t| < 1 dostaniemy

f(t) − f(0) =

∞∑
n=0

(−1)n 1

2n + 1
t2n+1,

6



Cia̧gi i szeregi funkcyjne Ryszard Rȩbowski

ska̧d

arctan t =

∞∑
n=0

(−1)n 1

2n + 1
t2n+1 dla |t| < 1.

Można pokazać, że ostatni wzór prawdziwy jest również dla t = 1, wiȩc

π

4
=

∞∑
n=0

(−1)n 1

2n + 1
,

czyli

π =
∞∑

n=0

4 · (−1)n 1

2n + 1
.

Na koniec pokażemy technikȩ rozwijania funkcji wymiernej. W tym celu weźmy
funkcjȩ f(x) = x

(x−1)(x+2)
. Najpierw należy roz�lożyć ja̧ na u�lamki proste, czyli

x

(x − 1)(x + 2)
=

a

x − 1
+

b

x + 2
.

Mnoża̧c stronami ostatnia̧ równość przez (x − 1)(x + 2) dostaniemy

x = (a + b)x + 2a − b,

co oznacz, że a = 1
3
, b = 2

3
. Rozwiniemy teraz każdy z otrzymanych u�lamków

1

x − 1
= − 1

1 − x
=

∞∑
n=0

(−1)xn, |x| < 1,

1

x + 2
=

1

2
· 1

1 + x
2

=
1

2

∞∑
n=0

(
− x

2

)n

=

∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
xn, |x| < 2.

�La̧cza̧c te dwa rozwiniȩcia otrzymamy

x

(x − 1)(x + 2)
=

1

3

∞∑
n=0

(−1)xn +
2

3

∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
xn,

co należy zapisać nastȩpuja̧co

x

(x − 1)(x + 2)
=

∞∑
n=0

(
− 1

3
+

(−1)n

3 · 2n

)
xn, |x| < 1.
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Ćwiczenia

(1) Zbadać zbieżność cia̧gu funkcyjnego (sin x
n
), x ∈ R.

(2) Wyznaczyć ko�lo zbieżności szeregu potȩgowego
∑∞

n=0
xn

n
.

(3) Korzystaja̧c z rozwiniȩcia funkcji ex znaleźć pochodna̧ tej funkcji.
(4) Rozwina̧ć funkcjȩ ln (2 + x) wokó�l zera.
(5) Rozwina̧ć funkcjȩ f(x) = x+1

x2−x+2
wokó�l zera.

(6) Znaleźć funkcjȩ pierwotna̧ do sinx
x

. Wskazówka: wykorzystać rozwiniȩcie
funkcji sin x.
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