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1 Wstep

Przedstawiony ponizej material nalezy rozumieé¢ jako uzupemienie do wyktadu z
Matematyki w ramach kursu Matematyka przeprowadzonego w semestrze zimo-
wym 2018/2019 na kierunku Informatyka studia stacjonarne w PWSZ w Legnicy!.

Zaprezentowany material dotyczy tematyki rachunku rézniczkowego i catko-
wego. Od Czytelnika wymaga sie znajomosci: ogélnej teorii ciagdéw, metod bada-
nia zachowania si¢ funkcji na sasiedztwie w sensie teorii Heinego i na otoczeniu
(ciaglosé funkcji), zasady podzielnosci wielomianéw w zakresie podanym na wy-
ktadzie. Sktad tekstu wykonano w systemie IXTEX.

2 Wprowadzenia do pojecia pochodnej

Zaczniemy od przyktadu, z ktory spotykamy sie juz na poczatku naszej edukacji.

Przyktad 1 (Predkosé srednia a chwilowa)

Bedziemy analizowali kinematyczny aspekt ruchu, czyli zmiane potozenia obiektu
w funkcyi czasu. UprosScimy sytuacje do przypadku jednowymiarowego, czyli ruchu
prostoliniowego, co matematycznie opiszemy nastepujqco

[ty te] 2t — z(t) € R, (1)

*Wydzial Nauk Technicznych i Ekonomicznych Paristwowej Wyzszej Szkoty Zawodowej
im. Witelona w Legnicy, e-mail: rebowskir@pwsz-legnica.eu
1Ze wzgledu na duza zbieznosé kurséw matematyki, material ten mozna réwniez wykorzystacé
na kierunku ZiP.
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gdzie [t,, tx] oznacza przedzial czasowy w jakim obserwujemy ten ruch, x(t) -
potozenie na 0si rzeczywistej poruszajgcego sie obiektu.

Ustalmy na osi czasu dwie chwile t, < t; < ty < ty. W ustalonych chwilach
obiekt bedzie znajdowat sie odpowiednio w punkcie A © B osi liczbowej. Pokona on
wiec w czasie ty —ty odcinek drogi rowny dtugosci odcinka AB, czyli x(ty) — x(ty).
Wtedy iloraz

{L‘<t2) - x(tl) (2>
lo—1
przedstawia miare tzw. predkosci Sredniej obserwowanego ruchu na odcinku AB.
Ustalmy wartosé chwili t1. Jesli zaczniemy teraz zmienic ty, to wartosé (2) moze
ulec zmianie, o ile funkcja x nie bedzie liniowa.
Istotnie, jesli np. x(t) = at + b dla pewnych a,b € R, to*

w(ty) —x(t1)  aty +b—(aty +b)  a(ty —t1)
to —t; to — t; oty — 1

Wezimy teraz w miejsce to chwile starsze od ty postacit, = t;+ %, a wiec takie,
ze mamy zbieinosé t, — t1.3 Skracajgc horyzont czasowy, w ktérym obserwu-
jemy ruch zaczynamy bardziej precyzyjniej opisywac go za pomocq jeqo predkoSci
sredniej. W rozwazanej sytuacji dostaniemy

w(tn) —a(t) _ a(ln)

— z(t1)
tn - tl % '

Widzimy teraz z jakq sytuacig mamy do czynienia: z natury ruchu x(t,) — z(t)
1 jednoczesnie cigg w mianowniku rowniez zbiezny jest do zera. Mamy wiec sytu-
acje nieoznaczong, bowiem 8. Nie tego nalezato sie spodziewaé. Przeciez procedura
jakq przeprowadzilismy powinna zakonczyé sie jednoznaczym wynikiem, bowiem
prowadzi ona do predkosci w chwili ty, ktora ze wzgledu na nature zjawiska musi
istniec. Z drugiej strony, przyktady x(t) = at +b, z(t) = t? pokazujq, zZe wszystko
jest w porzadku — granica ilorazu (2) istnieje i wynosi odpowiednio, a i 2ty. I tak
jest zawsze, bowiem decyduje o tym pewna wltasnosé junkcji t — x(t), ktdrg to
wtasnosciqg zajmiemy sie dalej.

2Czytelnika zacheca sie aby powtérzyt rachunek dla przypadku kiedy z(t) = 2 i poréwnal
wynik z otrzymanym wyzej.
3Bardziej precyzyjnie, zbieznoé¢ ciagu t,, do t; ma miejsce z prawej strony.



3 POJECIE POCHODNEJ FUNKCJI

3 Pojecie pochodnej funkcji
Zaczniemy od uogélnienia poje¢ przytoczonych w Przyktadzie 1.

Definicja 1 (Pojecie ilorazu réznicowego)

Niech dana bedzie funkcja f: (a,b) — R oraz x, € (a,b). Dla kazdego rzeczywi-
stego h # 0, takiego, ze x,+h € (a,b) przezi,, f(h) oznaczymy liczbe %H(%)
Tak zdefiniowang funkcje i, f okreslong na pewnym sgsiedztwie S(0,0), § > 0,
nazwiemy ilorazem roznicowym funkcyi f dla argumentu x,, czyli

S(0.6) 3 h — iy f() = LT F h})l — /(@) (3)

Definicja 1 wymaga kilku uwag i odpowiedniej ilustracji geometrycznej.

Uwaga 1 (Inna réwnowazna postaé ilorazu réznicowego)
Pokazemy inne, rownowazne wersje sposobu defintowania ilorazu roznicowego.
Dla h € S(0,6) niech x = x, + h. Wtedy x € S(z,,9) i na odwrdt, kazde x €
S(x,,0) wyznacza jednoznacznie h = x — x9 € S(0,6).

Dlatego iloraz (3) mozemy zapisaé w postaci réwnowazne;.

f(z) = f(zo)

T — T,

ie f(h) = LT 2T gy

, ¢ € S(x,,0).|  (4)

Jesli teraz przyjmiemy oznaczenie
Ax=x—1x,=h, oraz \, f(Ax) = f(x, + Ax) — f(z,),

to otrzymamy trzeci sposob definiowania ilorazu roznicowego

ir (o) = B2 (B2 (5)

gdzie N\, f(Ax) nazywamy przyrostem wartosci funkcji f w punkcie x, dla przy-
rostu argumentu Ax.

Uwaga 2 (Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego)

Rysunek 1 przedstawia wykres funkcji f. Przez punkty A i B przechodzi prosta,
zwana sieczng wykresu. Zauwazmy, ze kgt nachylenia prostej s do osi Ox jest
taki, ze jego tangens jest rowny wartosci ilorazu roznicowego w punkcie x, dla
PrYrostu, T — T,.

Czas na kilka przyktadow.



3 POJECIE POCHODNEJ FUNKCJI

(x)

f(xo) c
a :

Rysunek 1: ilustracja geometryczna ilorazu réznicowego

Przyklad 2 Napiszemy ilorazy réznicowe dla funkcji:

Fe) =V, gla) =+, elr) =

w punkcie x, wykorzystujgc wszystkie zaprezentowane formaty.

N T R s 2

T — Z,

,x#x,>0, h#£0, Az #0.

1 1 1 1 1 1

Lo _ Soth  Go _ TetBT B0 g0 B £0, Az 0.

T — T h Az
et — o em(,—l—h — e%o emo—l—A:ﬂ — %o
= = , x#x, € R, h#0, Az #0.
r—x, h Ax

Mozemy teraz zdefiniowaé liczbe, ktora w Przykladzie 1 pretendowata do
miana miary predkosci chwilowe;j.

Definicja 2 (Pochodnej funkcji w punkcie)

Niech f, x,, x, h, Ax oraz i, [ majg znaczenie jak w Definicji 1. Powiemy, Ze
funkcja f ma w punkcie z, pochodng, ktorg oznaczymy przez f'(z,), jesli istnieje
granica jej tlorazu réznicoweqo

lim i, f(z) = lim M

T—To T—To r—x,

(6)
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Z Uwagi 1, warunek (6) Definicji 2 jest rownowazny nastepujacym

lim iy, /() = lim i, () = lim_i,, f(A). (7)

T—To

Przyktad 3 Obliczymy granice ilorazow dla funkcji z Przyktadu 2. Dostaniemy
kolejno:

e dla funkcji \/x wykorzystamy pierwszq postaé ilorazu, czyli

Vi T

T — X,

Z definicji Heinego granicy funkcji wezmy cigg (x,) € S(x,,0) spetniajgcy
warunek x, — x,. Wtedy odpowiadajgcy mu cigg wartosci ilorazu rozni-
cowego po przeksztatceniu bedzie miat postac

VI = VB _ (/B = ) (En + /) 1

Ty — T (VTn + /To) (T — T,0) _\/ﬁ—l—\/x_o'

Z zatozenia, ze x, — x, 1 twierdzenia o arytmetyce granic dla ciggow
wynika, ze

1
lim i, f(z) = ——, dla z, > 0,

T—To 2 /:BO
co pokazuge, ze funkcja \/x ma pochodng dla kazdego x, > 0. Dalej bedziemy
tez pisali (/) |z=z, = 5 1% ;

e dla funkcyi % skorzystamy z drugiej postact ilorazu

1 1

Toth B Lo

h

Z definicji Heinego granicy funkcji wezmy cigg (hy,) € S(0,0) spetniajgcy
warunek h, — 0. Wtedy odpowiadajgcy mu cigg wartosci ilorazu réznico-
wego po przeksztatceniu bedzie miat postac

1 1

xo“‘hn B 7370 _ :Uo — ($O _I_ hn) — 1
ho, Cha(To+hn)Te (T + BT
Z zatozenia, zZe h, — 0 i twierdzenia o arytmetyce granic dla ciggow wy-

nika, ze
o 1
flLli%z%f(h) = dla z, # 0,

co pokazuje, ze funkcja % ma pochodng dla kazdego x, # 0, czyli (%)/|x=zo =
1.

2y
xO
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e dla funkcyi €* skorzystamy z trzeciej postaci tlorazu

ea;o—i-Aac — e%o

Az

Z definicji Heinego granicy funkcji weimy cigg Ax, € S(0,9) spetniajgcy
warunek Az, — 0. Wtedy odpowiadajgcy mu cigg wartoSci ilorazu rozni-
cowego po przeksztatceniu bedzie miat postac

6:B0+A:pn — %o o 6Arn -1
=e
Ax, Az,
7 zatozenia, ze Ax, — 0 1 faktu, ze *— L Ina, oilex — 0, a > 0,

wynika, zZe

Aha:rEO iy, [(Az) = €%, dla x, € R,

co pokazugje, ze funkcja €® ma pochodng dla kazdego x, € R, czyli (€*)|p=s, =
ee.

Uwaga 3 (Interpretacja geometryczna pochodnej w punkcie)

Pokazemy teraz znaczenie geometryczne granicy ilorazu roznicowego funkcyi. Pro-
cedura Heinego granicy funkcji zastosowana do ilorazu réznicowgo oznacza, Ze
punkt B z rysunku 1 zbliza sie nieskonczenie blisko to punktu A. Obserwujemy
wtedy obrot stycznej wokot punktu A. Istnienie granicy oznacza wtedy, ze istnieje
Lgraniczne” potozenie siecznych, ktore w teorii pochodnej nazywane jest styczng
do wykresu. Wtedy tangens kaqta jej nachylenia do osi Oz jest wartoScig tej po-
chodnej. Zatem wystawianie do wykresu stycznej, o ile jest to mozliwe, prowadzi
do metody geometrycznej wyznaczania pochodnej w punkcie. Iustruje to rysunek
2, gdzie styczna do wykresu oznaczona jest przez t.
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f(x)

f(xo) c
a\ |

Rysunek 2: ilustracja geometryczna pochodnej funkeji w punkcie

4 Podstawy rachunku rézniczkowego

Wyznaczanie pochodnej funkcji w punkcie metoda Definicji 2 ma zasadnicza wade
— wymaga stosowania aparatu umozliwiajacego wyznaczanie granicy funkeji. Po-
kazemy teraz metode, ktora umozliwia osiggniecie celu o wiele szybciej i mniej-
szym naktadem pracy. Bedzie to zbiér procedur, ktéry nazywamy rachunkiem
rozniczkowym.

Definicja 3 (Pochodnej funkcji)
Jesli funkcja f okreslona na przedziale (a,b) ma pochodng w kazdym punkcie
zo € (a,b), to powiemy, ze jest rézniczkowalna na (a,b), a przyporzedkowanie

(a,b) 32 — f'(x)

nazwiemy pochodng funkcji i oznaczymy przez f'. Oczywiscie wtedy f'(x,) =
f'|e=z,. Procedure realizujgcq przeksztatcenie f — f' nazywamy rachunkiem
rozniczkowym.

Twierdzenie 1 (1 reguta rachunku rézniczkowego)
Funkcje elementarne wtasSciwe sq rozniczkowalne na kazdym przedziale otwartym
zawartym w dziedzinie. Co wiecej mamy:
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f I
2", reR | ram !
a®,a >0 | a*lna

lnz L
X
sin x COS T
COS ¥ —sinx
i
tg x cos? x

Sprawdzmy jak to dziala. (z) = (22) = %x_% = ﬁ Podobnie (1) =
(z7!) = —27% = — . Natomiast dla eksponenty mamy (e”) = e"Ine = €”.
Kolejna reguta pokazuje jak poradzi¢ sobie z funkcjami, ktére powstaja z

funkcji elementarnych wtasciwych w wyniku operacji algebraicznych.

Twierdzenie 2 (1 requta rachunku rézniczkowego)
Niech dane bedq funkcje f i g okreslone na przedziale. Jesli f i g sq rozniczko-
walne, to f + g, f — g oraz fg sq rézniczkowalne oraz

f+o)' =f+d, (f-9'=f—4d, (fo) =fd+ [y,

gdzie powyzsze rownosci spetnione sq na tym przedziale. Jesli dodatkowo istnieje

tloraz 5, to jest on rowniez rozniczkowalny i zachodzi rownosé

(f)’ _f9-1fd9

g g?

Na poczatek zrézniczkujemy funkcje tangens. Z Twierdzenia 1 znamy odpo-
wiedz. Oczywiscie w ten sposob mozemy to udowodnié¢. Dostaniemy kolejno

(t5) = (

Jesli postuzymy sie Twierdzeniem 1, to

sinx)’ _ (sinx)’cosx — sinz(cosz)’

COS T cos? x

(tg ) = COSQZL‘—};Sin2w _ 12 '

cos? x cos?
Istnieja funkcje rzeczywiste, ktore maja strukture inna, anizeli ta, o ktorej
mowi Twierdzenie 2. Na przyklad: 2%, |z|, eV® i wiele innych. Dlatego zestaw
regul rozniczkowania musimy uzupetnic¢ o jeszcze jedna — o zasade rozniczkowania

funkcji ztozonej. Na przykladach wyjasnimy niezbedne szczegoty.

Twierdzenie 3 (111 requta rézniczkowania)
Jesli f 1 g sq rozniczkowalne na przedziatach oraz istniej ztozenie g o f, to jest
ono rozniczkowalne i na przedziale zachodzi rownosé

(g0 f)(x) = f'(x)g'(f(2)).
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Na uwage zastuguje metodologia zastosowania tej reguty. Wazny jest krok 1 —
identyfikacja funkcji ztozonej i jej rozktad. Zademonstrujemy to na sygnalizowa-
nym przyktadzie. Funkcja h(z) = x® okreslona jest dla z > 0. Dlatego dla tych
x, h(x) > 0. Po zlogarytmowaniu otrzymamy

Inh(z) =xInz.

7 reguty II , na podstawie reguty I wynika, ze funkcja ztozona Inh jest roz-
niczkowalna. Stad rézniczkowalna jest funkcja A i mozemy stosowaé regute II1.
Zaczniemy od rozktadu:

e najpierw definiujemy liczbe logarytmowana

r — h(z) = s;

e tak zdefiniowang liczbe s logarytmujemy

s — Ins.

Daje to nam oczekiwany rozktad na funkcje proste. Kazda z nich jest rézniczko-
walna, wiec z zasady III mamy

(1noh () = H/(x) (00 8 ooy = H'(x) s

Z drugiej strony, z reguly rézniczkowania iloczynu dostaniemy
(rlnz) =Inz+1,
dlatego z réwnosci h’(m)ﬁ = Inz + 1 otrzymujemy h'(x) = 2*(Inz + 1).
Zrozniczkujemy teraz funkcje f(x) = |z|. Skorzystamy z faktu, ze f(z) = Va2

jest funkcja ztozong. Jej rozktad na funkcje proste wyglada wtedy nastepujgco:
r — 22 =t, t — /1, dlatego

Lz
2?2 |z

Mamy sytuacje wyjatkowa — reguly rozniczkowania nie poradzity sobie z
wszystkimi argumentami funkcji f. Musimy indywidualnie zbadaé¢ przypadek ar-
gumentu x, = 0. Do dyspozycji mamy tylko definicje.

Poniewaz

(l]) = (@) (V1) |1=a2 = 20 , dla z #0.

P D 1 D
Wflr) =g ome iy =T

el _,

Y

widzimy, ze funkcja f nie jest rozniczkowalna w zerze.

9
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Wezmy teraz przyklad bardziej zlozony, f(z) = In+/sinz. Zaczynamy od
rozktadu funkcji ztozonej:
T —sinr =1

t—>\/%:w
w — lnw.

W tym przypadku zastosowanie reguly III oznacza, ze

1
F(x) = (sin2) (VE) |imsinz(nw)'| y_ 7 = cosz cos T

1
t=sinx o2Vsinz Vsinz  2sinz’
5 Cwiczenia
Zadanie 1
Napisaé ilorazy roznicowe dla podanych funkeji w punkcie x,, gdzie

f@) =¥z, 5,=1,5 f(z) = zo=3; f(x)=2Y", x,=1.

Vo —1

Zadanie 2

Korzystajac z definicji pochodnej obliczyé¢ f'(z,), jesli:

fl@)=2% 2o =1; fo) = Vata, 2,=2 f(z)=

, T, =4.

1
N3
Zadanie 3

Zrozniczkowaé nastepujace funkcje:
f(@) = e f(z) = alal; flo) =sinl/z; f(z) = (sina).

f(z) = z=; f(x) =29 gdzie g jest rozniczkowalna.

10
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6 Wprowadzenie do pojecia calki

Ustalmy na poczatku jedno — na pewno nie bedziemy zagtebiali sie w istote
calki na poziomie definicji. Zalezy nam natomiast na podaniu idei zwiazanej ze
zjawiskiem calkowania, podkreslajac zwigzek calki z geometrig.

Zaczniemy od sytuacji najprostszej przedstawionej na rysunku 3. Mamy tam
ilustracje podzbioru ptaszczyzny, ktory powstaje w wyniku ograniczenia wykre-
sem funkcji ciaglej f: [a,b] — R okreslonej na przedziale obustronnie domknie-
tym [a, b].> W teorii calki tak powstaly zbiér — figure geometryczna nazywamy
trapezem krzywoliniowym i oznaczamy go przez 1.

/\/T\

a b

Rysunek 3: trapez krzywoliniowy

Podstawowe twierdzenie o calce Newtona-Cauchy’ego-Riemanna orzeka, ze

Twierdzenie 4 (O catce Newtona-Cauchy’ego-Riemanna)
Istnieje procedura, C, ktdora przeksztatca C([a, b)) —zbior wszystkich funkcji ciggtych
okreslonych na przedziale [a,b] w zbior liczb rzeczywistych, czyli

C(la,0]) > f —C(f) ER (8)
w taki sposob, ze:

1. liczba C(f) wyznaczona jest jednoznacznie;

4Calka, ktora zajmiemy sie jest realizacja pierwszej koncepcji catki. Zwigzana jest z takimi
postaciami jak: I. Newton, A. Cauchy czy B. Riemann. Dla potrzeb wspotczesnej matematyki
czy fizyki okazata si¢ ona niewystarczajaca. Dopiero powstata na poczatku XX w. i rozwijana
dalej tzw. teoria miary i caltki Lebesgue’a ten problem rozwiazata.

5Zalozenie cigglosci funkeji okreslonej na przedziale skoriczonym jest dla teorii omawiane;
calki bardzo istotne. Celem otrzymania czytelnej interpretacji przyjelismy, ze funkcja przyjmuje
wartosci dodatnie. Dalej nie bedzie to mialo znaczenia.

11
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2. jesli funkcja f jest nieujemna, to C(f) > 0;

3. operacja dana przez (8) ma wtasnosé liniowosci, czyli dla dowolnych dwdch
funkcji ciggtych f, g na przedziale |a,b] i liczby o mamy:

C(af) = aC(f), (9)
C(f +g)=C(f) +Clg), (10)

4. dla kazdej nieujemnej funkcji f € C([a,b]), liczba C(f) jest miarg po-
wierzchni trapezu krzywoliniowego T', co zapisujemy

T = C(f)- (11)

Co wiecej, jesli trapez krzywoliniowy jest jedng ze znanych figur geome-
trycznych (trojkgtem, rombem, réwnolegtobokiem, trapezem i ogdlnie wielo-
bokiem, kotem, wycinkiem kotowym, itp.), to pomiar takiej figury metodq
operacyi (8) pokrywa sie z wynikami starozytnych.

Dalej przyjmiemy oznaczenie

c(f) = [ rya. (12)

i liczbe C(f) oznaczang przez [° f(x) dv nazwiemy catkq z funkcji f po przedziale
la,b], albo w granicach catkowania ,od a do b”. Postaé¢ catkowa operacji C(f)
pozwala sformutowac jeszcze jedng wtasnos$é — addytywnosé catki, ktora mowi,
ze catkowanie po przedziale mozna zawsze sprowadzié do brania sumy catek po
podprzedziatach, czyli dla dowolnych trzech liczb a < c < b

/abf(x)dﬁz/acf(f)di%-/cbf(x)dx. (13)

Dla kazdej f € C([a, b)) istnieje wtedy co najmniej jedna rézniczkowalna funk-
cja F taka, zZe na przedziale (a,b) zachodzi réwnosé F' = f oraz

[ #x)dr = Fit = () - Fa) (14)

Kazdg funkcje o wtasnosci funkcji F' nazywamy funkcjq pierwotng do f. Funkcja
pierwotna do f wyznaczona jest z doktadnosciq do statej, czyli

F =G =f& F=G+C, gdzie C oznacza funkcje stalq. (15)

Zastosowanie powyzszego twierdzenia wyjasnimy na kilku przyktadach.

12
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Przyktad 4 Metodg catki zmierzymy wielkosé prostokgta o bokach dlugosci o, [3.
Na przedziale [a, ], gdzie b—a = « definiujemy funkcje f wzorem f(x) = 3. Wtedy
trapez T' jest prostokgtem, ktorego powierzchnie zmierzymy catkq

IT| = / dx—/ 3dz,

co z lintowosci catki oznacza, zZe

ata
7| :5/ dz

Poniewaz funkcja F(x) = x jest pierwotng do funkcji statej o wartosci 1, z (14)
dostaniemy

11=6 " dr=plata-a)=as

Przyktad 5 Czas na trojkqt. Zaczniemy od prostokgtnego o przyprostokgtnych
a, . Wyznacza go trapez T powstaty z funkcji f(x) = ga: dla x € [0,a], co jest

tatwo sprawdzic¢. Dlatego
|T| = / xdw-ﬁ/ zdz.
0

Poniewaz (322) = x, wicc z (14) dostaniemy
g Bl 1
T == [Cwde =" (02 - 0) = Sap.
Haoxa: 042(@ )2aﬁ

Przyklad 6 Zmierzymy teraz trojkat o kqtach ostrych przy podstawie. Przyj-
mimy, ze podstawa ma diugosé o, wysokosSé opuszczona na te podstawe wynosi
(3. Niech miara jednego z kgtow ostrych wynosi ¢. Skonstruujemy funkcje, ktora
da trapez wyznaczajgcy badany trojkg. Czytelnika prosi sie o sprawdzenie, zZe wtedy
(patrz rysunek 4) funkcja definiujgca trapez ma postac

(tgp)z, dla z € [0, 2];

flz) = = ( 5

— 5 > + 0, dlaxe [&,a]. (16)

a—— tgp
5@

Wtedy z wtasnosci addytywnosci catki dostaniemy

|T| = /Oa f(z)de = /Otgﬁ“’(tgcp)xdx%—/j (a :ﬂi (w— tgﬁo) —|—ﬁ> dx.
te v tgp

Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, ze obie calki dajg %aﬁ, co potwierdza
wynik starozytnych.
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6 WPROWADZENIE DO POJECIA CALKI

o B/tgd a

Rysunek 4: przypadek trojkata ostrokatnego

Przyktad 7 Czas na koto. Oczywiscie wystarczy zmierzyc tylko tzw. cwiartke.
Ta cze$é kota wyznaczona jest przez funkcje f(x) = v/r? — a2, dla z € [0,r],
gdzie r oznacza promien kota.

Wtedy
|T| = 4/ V2 — a2 dx.
0

Tym razem znalezienie funkcyi pierwotnej jest trudniejsze. Nie da sie jej odgadngcé—
jest zbyt skomplikowana. Natomiast mozna jg wyznaczyé, o czym powiemy poz-
niej. Teraz tylko napiszemy jej postaé

r 1
/ r2 —a?dr = 5(7“2 arcsin — + 272 — z?)o-
0 r

Powyzsza rownosé wymaga komentarza. Chodzi o funkcje arcus sinus, czyli o
odwzorowanie
) T
[—1,1] 3 2 — arcsinzx € [—5, 5]’
rozumiang jako funkcja odwrotna do funkcji [—75, 5] >t — sint € [—1,1], a wicc
spetniajqca warunek arcsinx = ¢ < sinx = t. Na przyktad, arcsin1l = 7, bowiem
sin & = 1.

2
Dlatego [; /1> — 22 dx = 5(r? arcsin £ 4 av/12 — 22)[§ = 1%, a wiee |T| = 7r?.

Wroémy do teorii. Pojecie catki jakie przedstawiliémy ma dwa naturalne ogra-
niczenia: po stronie funkcji catkowalnej, wiemy ze musi by¢ ciagla i po stronie
przedziatu po ktorym catkujemy, musi by¢ ograniczony. W zastosowaniach® bar-
dzo czesto trzeba catkowaé po przedziatach nieograniczonych, na przyktad wazna
jest catka [T e dx.

Zaczniemy od nastepujacej definicji.

SW teorii prawdopodobieristwa istnieje potrzeba catkowania po calej proste;j.

14



6 WPROWADZENIE DO POJECIA CALKI

Definicja 4 (Catki po potprostej)
Niech liczba a bedzie dana, f bedzie funkcjq ciggltq na pétprostej [a,+00). Dla
kazdego t > a weimy funkcje okreslong catkq

(a,+00) >t — /at f(z)dx. (17)

Jesli istnieje granica wtasciwa funkcji okreslonej (17) przy t — +o00, to ozna-
czamy jqg przez [;7°° f(x) dx i nazywamy catkq niewtasciwg, czyli

—+00

lim [ f(x)de = [ t@dn (18)

t—+o0 Jq a

Analogicznie w przypadku potprostej (—oo, b] dla zadanej liczby b. Jesli istnieje
granica wlasciwa funkcji okreslonej (—oo,b) 3t — [P f(z)dx pray t — —o0,
to oznaczamy jq przez ffoo f(z)dz @ nazywamy catkq niewtasciwg.

Catkowanie po catej prostej uzyskuje sie z wersji zasady addytywnosci. Mamy
bowiem nastepujaca definicje.

Definicja 5 (Catki niewtasciwej na prostej)

Dla funkcji ciggte; f na R, jesli dla kazdej liczby a istniejg catki niewtasciwe
[ fla)dx i [[F°° f(x) dx, to ich sume oznaczamy [ f(x) dx i nazywamy catkq
niewtasciwg po prostej.

Przyklad 8 Sprawdzimy, czy funkcja ;12 dla x > 1 jest catkowalna. Zgodnie z
Definicjq 4, nalezy zbadaé granice funkcji [} %2 dr dlat > 1. Poniewaz

t1 1t

—dr = —=

1
=1—-—-—1, gdyt — o0,
1 a2 x t

1

widzimy, ze badana catka istnieje i jest rowna 1.

Przyktad 9 Mozna udowodnié, ze [*2° e ™ dx = 27, co ma fundamentalne
znaczenie w teorii prawdopodobienstwa.
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7 UWAGI NA TEMAT WYZNACZANIA FUNKCJI PIERWOTNYCH

7 Uwagi na temat wyznaczania funkcji pierwot-
nych

Wiemy, ze obliczenie calki po przedziale [a,b] z funkcji ciaglej f sprowadza
sie do wyznaczenia funkcji pierwotnej F'. Dalej wszystko jest proste, bowiem
[P f(z)dx = F|°. Wiemy tez, ze funkcja F' nie jest okreslona jednoznacznie, do-
ktadniej mamy odpowiedniosé

f—{F+C: CeR}, gdzie F' = . (19)

Procedura wyznaczani funkcji pierwotnej polega na wyznaczeniu wszystkich
funkcji pierwotnych do danej funkcji. Pojedynczg funkcje pierwotna uzyskujemy
w wyniku uwzglednienia warunku C' = 0. Wtedy zbior {F + C: C € R} ozna-
czamy przez [ f(z)dz i nazywamy catkq nieoznaczong.”

Dalej bedziemy pisali

/f (@)+C, C R, dlaz e ab]. (20)

W szczegolnoscei

/f (2)+C, CeR, dlax € [a,b]. (21)

W tym momencie powinnismy zwroci¢ uwage na jeszcze jeden szczegoét. W ora-
chunku rézniczkowym wyrazenie f’(x)dx ma wazne znaczenie. Nazywamy je rdz-
niczkq funkcjii oznaczamy przez df . W praktyce proces rozniczkowania sprowadza
sie do domnozenia pochodnej funkcji przez przyrost zmiennej niezaleznej, czyli
czynnik dx. Dlatego z (20) mozemy napisa¢

/df de = f(z) + C, C € R, dlaz € [a,1]. (22)

Przyktad 10 [dv1 —2?dx = /1 —22+C, C € R, ale juz z catkq [ /1 — 2% dx

tak prosto nie jest!

Dalej, na kilku wybranych przyktadach pokazemy specyfike tej operacji, czyli
catkowania nieoznaczoneqo.

Przyklad 11 Ponizsze calki nieoznaczone biorg sie bezposrednio z tabeli do Twier-
dzenia 1.

1
/xrdx = mﬂ“ +C dlar # -1,

/ dx—lnx+C'x>0/ dr =1In(—2)+C, z <0.

"Dlatego fa f(z) dx nazywamy catkq oznaczong.
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7 UWAGI NA TEMAT WYZNACZANIA FUNKCJI PIERWOTNYCH

Ostatnie dwie calki mozemy zapisaé nastepujgco
1
/—d:c:ln]a:\—l—(?, z #0.
x

W rachunku catkowym dwie funkcje odgrywaja szczegélna role, z grupy tzw.
funkcji cyklometrycznych. Sa to arcus tangens — odwrotna do pierwszej gatezi
funkcji tangens

Rax—>arctgx=t€(—g,;r><:><—72r,72r>9t—>x:tgt€R;

oraz arcus sinus — odwrotna do funkcji sinus ograniczonej do przedziatu {— 5 g} 8

[—1,1] 22 — arcsinz =t € [—g,g] & [—g,g] >t—sint=x¢€[-1,1].

7 funkcjami cyklometrycznymi zwigzane sg nastepujace caltki:

1
/ 1522 dr = arctgr + C, = € R; (23)

dr = arcsinx +C, v € (—1,1); (24)

=

Wréémy do symboliki rézniczki funkcji.

Przyktad 12 Wezmy catke [ ze~ dx. Tym razem proba zastosowania tabeli z
Turerdzenia 1 nie uda sie. Ale mozemy sprobowac inaczej. Zauwazmy, ze z defi-
nicji rézniczki funkci d(z?) = 2zdw.
W takim razie przyjmujac s = —x?, po zrozniczkowaniu stronami ds = —2xdz.
Podstawmy te dane do calki, czyli
= ! / e’ds
s=—x2 2

/me‘f”’2 dr = /es( — 1)ds
2
332

Rozniczkujac wynik powyzszego rachunku tatwo jest sprawdzi¢, ze daje xe™, co
potwierdza, ze jest on poprawny. Sama metoda rowniez! Nazywa sie catkowaniem
prze zamiane zmiennych, albo krotko przez podstawianie.

1 .
— e 4
2¢ T

s=—x2

Przykltad 13 Obliczymy teraz metodg przez podstawianie dwie catki zwigzane z
(23) i (24). Zaczniemy od [ -2 dla a > 0. Poniewaz

a?+4z2

/ dx _1/ dx
422 a?) 14 (%)%

8Sugeruje sie aby Czytelnik sprobowal narysowaé wykresy tych funkcji.
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7 UWAGI NA TEMAT WYZNACZANIA FUNKCJI PIERWOTNYCH

x

wiec po podstawieniu t = =

i zrozniczkowaniu dt = % z (23) otrzymamy

1
= farctgg +C, z e R.

1/ dx _1 dt
a? 1—|—(§)2_a 14 ¢2

t:% a a
Dlatego
dx 1 x
/2—|—x2 = am“ctgg + C, T € R, a 7£ 0. (25)
a
Podobnie dostaniemy

/ W@ resin® 4 C, v € (—aa), a> 0 (26)

Jo = arcsin_ , T a,a), a .

Kolejna metoda, chociazby z powodu swojej nazwy — calkowanie przez czesci,
jest niestandardowa. W zrozumieniu metody pomoze nam jej wyprowadzenie.
Wezmy w tym celu dwie funkcje rézniczkowalne w sposob ciggly” u, v na zadanym
przedziale (a,b). Z zasady rézniczkowania iloczynu i pojecia rézniczki mamy

d(uv) = vdu + udv.

Stad i z (22), po scatkowaniu stronami dostaniemy

uv:/vdu+/udv. (27)

Jest to tres¢ tzw. reguly catkowania przez czesci. W (27) mamy dwie calki, ale
tylko jedna jest ta, ktora chcemy wyliczy¢. Jest zatem czescia catosci. Ta druga w
takim razie pozwoli nam wyliczy¢ te nieznana. Zatem powinna by¢ co najmniej
nie trudniejsza od tej do wyliczenia. I doktadnie tak nalezy rozumieé te regute.
Dla ulatwienia zastosowania (27) odseparujemy te calki od siebie, piszac po lewej
stronie réownosci postac catki, ktora probujemy wyliczy¢. Da nam to postac finalng
reguly catkowania przez czesci.

/udv:uv—/vdu. (28)

Pokazemy na przyktadzie jak dziata wzor (28).

Przykltad 14 Obliczymy [Inx dx. W tym celu musimy tak dobraé wartosciu, dv,
aby po wyliczeniu du, v, catka po prawej stronie w (28) co najmniej nie byta trud-
niejsza od tej, ktorg liczymy. Bierzemy

9Czyli pochodne tych funkcji sa ciagte.
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7 UWAGI NA TEMAT WYZNACZANIA FUNKCJI PIERWOTNYCH

u=Inz dv = dx (29)
du =" v="
Dlatego
u=Inzx dv = dx (30)
d
du =" V=2
x

Wtedy [vdu = [ dx, zatem cel zostal osiggniety i z (28), [Inxdx = xInx—z+C.

Przed nami zdecydowanie najtrudniejsza z rozwazanych calek, ta ktoéra po-
zwolita nam zmierzy¢ powierzchnie kota, czyli I = [Va? — x2dz, a > 0.

Przyktad 15 Do obliczenia catki I zastosujemy podstawienie x = asint, dla
t € (0,%). Wtedy dx = acostdt, wiec po zamianie zmiennych dostaniemy

I= /\/a2(1 —sin’t) acostdt

skqd po redukcji i skorzystaniu z podstawowej tozsamosci trygonometryczney otrzy-
mamy

)
r=asint

= CL2[1
r=asint

I = a2/0052tdt

, gdzie I = /cosztdt.

r=asint

Pokazemy jak wyliczyc catke 1. Z tozsamoSci trygonometrycznej
cos 2t = cos®t —sin*t = 2cos’t — 1,

cos?t = (1 + cos2t), dlatego
1 1 1.
I = f/(l + cos 2t) dt = (t+ Sm2t) +C.
2 2 2
Stad i z definicji funkcyi arcsin dostaniemy

1 1 1 1
I=d*= (t + —sin 2t> +C =-ad* <arcsin$ + —sin 2t ) +C.
2 2 2 a 2

r=asint r=asint

. Dostaniemy kolejno

r=asint

2
— 92sinty/1 — sin?t —2t\ 1T 2tV — a2
r=asint a a a

r=asint
W takim razie wartosé obliczonej catki wynosi

1
/\/ a? —z2dx = 3 <a2 arcsin © + av/a? — x2> +C, dla z € [—a,al. (31)
a

Wykonamy teraz operacje sin 2t

sin 2t
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8 CWICZENIA

Na koniec opracowania wspomnimy o jeszcze jednej metodzie, o catkowaniu
funkcji wymiernych. Przypomnijmy, przez funkcje wymierng rozumiemy iloraz
dwoch wielomianéw. Z zasady podzielnosci w pierscieniu wielomianoéw Rz] do-
brze wiadomo, ze kazdy iloraz wielomianéw mozna przedstawi¢ w postaci sumy
wielomianu i funkcji wymiernej,'? gdzie stopieri wielomianu w liczniku tej funkcji
jest mniejszy od stopnia wielomianu w mianowniku. Dalej bedziemy zaktadali,
ze mamy taka sytuacje. Z liniowosci catki niewlasciwej wystarczy zajaé sie tylko
sktadnikiem wymiernym. Istota catkowania funkcji wymiernych wtasciwych jest
ich rozktad na tzw. utamk:i proste i catkowanie tych utamkow.

Przyktad 16 Obliczymy [ - dx. Zaczniemy od rozktadu na utamki proste
r o x A n B
2?—1 (@-Dz+1) z-1 z+1

gdzie state A, B wyznaczymy znang ze szkoty metodqg wspotczynnikow nieozna-
czonych. Po przemnozeniu ostatniej réwnosci przez (x — 1)(x + 1), z poréwnania
dwdch wielomianow, x = (A+ B)xr + A — B, dostaniemy A+ B =1, A— B =0,

skgd A= B = 3
o s
/$2—1 2/:17—1 +2

Dlatego
co z zasady catkowania logarytmu daje

/xdx:;]nKx—l)(fL‘—f-lﬂ“f'C, ré¢{-1,1}.

2 -1

8 Cwiczenia

Zadanie 4

Narysowaé trapez krzywoliniowy ograniczony krzywymi y = 22, y = 2x + 3.
Zadanie 5

Obliczy¢ pole figury z zadania 4.

Zadanie 6

—x

Obliczy¢ pole figury ograniczonej wykresem funkcji y = e ™, x > 0 i osiami
uktadu wspolrzednych.

Zadanie 7

Obliczy¢ nastepujace catki nieoznaczone

/xlnxda:; /(5 x)? dg; / vt
(x —2)

ONazywamy ja funkcja wymierna wlasciwa.
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