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Zarzadzanie i Inzynieria Produkcji
studia stacjonarne

Konspekt do wyktadu z Matematyki 1°

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej — zastosowania
i przyktady

1 Wprowadzenie

Zaczniemy od przypomnienia podstawowych faktow poznanych na poprzednim
wyktadzie:

1. kazdej liczbie zespolonej z = a + bi, z # 0 mozna przyporzadkowaé
dokladnie jedna pare liczb (o, p), gdzie o >0, ¢ € [0,27),

wtedy o = |z|, ¢ = argz — nazywamy argumentem gtownym liczby z,
3. dla argumentu gtéwnego ¢ liczby zespolonej z definiujemy zbior argumen-
tow liczby zespolonej Argz, gdzie
Argz={a € R: a=p+2kr k € Z},

gdzie Z oznacza zbior liczb catkowitych. Wtedy dla kazdej wartosci kata
a € Argz, (o,¢) oraz (p,«) reprezentuja te sama liczbe zespolona (ten
sam punkt na plaszczyznie zespolonej),

4. pojecia: modutu, argumentu gltéwnego oraz zbioru argumentéw pozwalaja
zapisa¢ kazda liczbe zespolona z = a + bi, z # 0 w tzw. postaci trygono-
metrycznej, czyli

z=a+ b= p(cosp+isiny) = p(cosa + isina), gdzie o € Argz,
co jest prosta konsekwencja trygonometrii,

5. na odwro6t, majac postaé trygonometryczng liczby zespolonej, czytajac po-
wyzszy wzOr z prawej na lewg, otrzymamy jej postaé algebraiczng,

6. dla postaci trygonometrycznej obowiazuje nastepujaca zasada porownywa-
nia liczb: niech dane beda dwie liczby zespolone

21 = o1(cosai+isinay ), zo = pa(cos ag+isinay), gdzie ay € Argz, as € Argz,.
Wtedy

21 = 2y & 01 = 09 Oraz oy — ap = 2km dla pewnej catkowitej wartosci k.

"Wyklad planowany byt na dzieri 21.10.2015 r.
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2 WlasnoSci postaci trygonometrycznej

Zaczniemy od prostego przyktadu pokazujacego roznica pomiedzy pojeciami argz
i Argz
Przyklad 1 Znaleié postac trygonometryczng liczby —i.

Poniewaz | —i| =1 oraz arg(—i) = 37, mozemy napisac

) 1< 3 L 3 >
1= — 1S1nN — .
COSQﬂ' S 271'

Z drugiej strony, jednym z argumentéw a liczby —i jest wartos¢ —7 € Arg(—i),
dlatego

i= 1<cos(—g) + isin(—%)).

Zauwazmy, ze (zgodnie z zasadg poréwnywania) mamy

Kolejny przyktad pokazuje, ze przy identyfikacji postaci trygonometrycznej
nalezy mie¢ sie na bacznosci!

Przyktad 2 Dane jest wyrazenie —cos3+isinf3, gdzie € (0,%). Czy jest
to postac trygonometryczna liczby zespolonej?

Przyjmuac z = —cos f+isin 3, mamy Rez = — cos 3, Imz = sin 3, co oznacza,
ze na pewno mamy do czynienia z liczba zespolong dang w postaci algebraiczne;j.
Jej postac trygonometryczna (istnieje, bowiem z # 0) musi wyglada¢ nastepujaco

z = |z <cosa + isin a>, gdzie « jest jednym z argumentéow z.

Poniewaz z trygonometrii |z| = 1, oznacza to, ze warto$¢ « musi by¢ taka, ze
—cos 3 +1isin 3 = cosa + isina,

i z tego powodu wyrazenie to nie jest postacia trygonometryczna (5 # 7 nie jest
argumentem). Aby ja wyznaczy¢ nalezy znalez¢ warto$¢ «. Jest to podstawowe
zadanie z trygonometrii, co zostawiamy Czytelnikowi.
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2.1 Zasada mnozenia

Wprowadzajac pojecie postaci trygonometrycznej wyraznie zaakcentowalismy jedna
kwestie — ma ona stuzy¢ uproszczeniu dzialania mnozenia, a wiec potegowania i
dzielenia. Niech 2z = 225, gdzie obie liczby 21, 29 sa rézne od zera. Wtedy z # 0

i dlatego mozemy zapisac

z = |z (cosa + isin&), gdzie a € Argz.

Z wtasnosci modutu wiemy, ze |z| = |z122| = |21]|22|. Pozostaje nam wyznaczy¢
tylko warto$¢ argumentu. Z zasad trygonometrii wynika (szczegoty rachunku po-
mijamy), ze wtedy

argzy + argze € Argz,

co pozwala nam napisa¢ tresé zasady mnozenia

Fakt 1 (Zasada Mnozenia) Dla dowolnych réznych od zera liczb zespolonych
21, Zo mamy

2129 = |21 (cos a1-+Hisin 041) | 25| (COS oo+isin ozg) = |z1||2] (cos (a1 + ag)+isin (ag + ozg)).

Uwaga 1 W tym miejscu nalezy wyraznie podkreslic, ze z powyzej zasady nie
wynika, zZe zawsze
arg(zi1z9) = argz + argzs,

bowiem miara kqta po prawej stronie powyzszej rownosci moze byé wieksza od 2!
Dlatego powyzsza réwnosé wymaga korekty (patrz zadanie na koricu dokumentu),

arg(z122) = argz, + argzs + 2km, dla pewnej catkowitej wartosci k.
Z zasady mnozenia tatwo wyprowadzié¢ kolejna zasade - zasade potegowania

Fakt 2 (Zasada Potegowania) Niech w = 2" dla n > 2, z # 0. Wtedy
|w| = |2|" oraz na € Argw dla kazdego oo € Argz, co oznacza, ze

n
{|z| (cosa +isin oz)] = |Z|”<cos (na)) +1isin (noz)).
Ostatni wzor w literaturze przedmiotu nosi miano wzoru de Moivre’a.

Przyktad 3 Obliczyé (1 +1)%0%.
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Oczywiscie mozna by sprobowaé¢ rachunku bezposredniego - szczerze nie po-
lecam tego! Tymczasem ze wzoru de Moivre’a wynika, ze

(1+1)%015 = (\/5)2015(cos 2015% +isin 2015%),
co po prostych przeksztatceniach (prosze to zrobié!) daje
(1 + i)2015 — 22013/2(_1 . 1)
Przyklad 4 Obliczyé w = (2v/3 — 2i)*.

Zauwazmy, ze w = 23°(y/3 —1i)%. Oznaczmy przez w, = v/3 —i. Zamieniajac w,
na postaé trygonometryczna (uzasadni¢ to!) otrzymamy

11 .. 11
W, = 2<cos—7r+151n—7r),
6 6

dlatego ze wzoru de Moivre’a dostaniemy (prosze sprawdzi¢ szczegoty rachunku!)
30630 11 . 60 P 60
w = 2727 cos €307r+181n 6307{' = 2| cos2m +1sin2m | = 27,

2.2 Zasada sprzezenia, odwracania, dzielenia

Z interpretacji geometrycznej operacji sprzezenia liczby zespolonej z (réznej od
zera) wynika, ze —argz € Argz. Poniewaz dla modulu mamy |Z| = |z|, mozemy
napisac

Fakt 3 (Zasada Sprzezenia)
z = |z <cos(—cp) + isin (—(p)), gdzie p = argz.

Zajmiemy sie teraz przypadkiem liczby odwrotnej. Z zasady dzielenia wiemy;,
ze .
V= "= oile 2 #0,
|22

skad wynika, ze (dlaczego?) |27'] = é Ponadto z powyzszego wzoru —argz €

Arg(z~1). Laczac ostanie dwie uwagi otrzymamy

Fakt 4 (Zasada Odwracania)

2=z (cos (—p) + isin (—@)), gdzie o = argz.

Ostatni Fakt zilustrujemy przykltadem
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Przyktad 5 Obliczyé liczbe odwrotng do z =1 +1i.

Metode bezposrednia — wykorzystanie postaci algebraicznej zostawiamy Czytel-
nikowi. My postuzymy sie zasadg odwracania. Poniewaz |z| = v/2 oraz argz ==

4
z ostatniego wzoru otrzymamy (uzasadni¢ szczegoly!)

(1+i)" = g(cos(g) - ism@) _ % - %i.

Zauwazmy, ze (1+1)(3—31) = 1, co potwierdza poprawno$é¢ otrzymanego wyniku.

Niech wreszcie dane beda liczby 21, 29, gdzie 2o # 0. Jak wiem, wtedy
21 1 29 = 2125 L. Dlatego z zasady mnozenia i zasady odwracania oraz uwagi, ze
|§—;\ = Ii—;} otrzymamy kolejng zasade:

Fakt 5 (Zasada Dzielenia) Dla dowolnych liczb zespolonych z1, ze, 2o # 0 mamy

S @<cos(a1 — ag) +isin(a; — 042)).
Z9 ‘2’2|

Przyktad 6 Obliczyé z = %

Poniewaz

2| =1, = =arg(1+1), —% € Arg(1 —1),

T
4
z zasady dzielenia dostaniemy z = cos §+isin § = i, co tatwo potwierdzi¢ (jak?).

3 Inne przyklady

Pokazemy teraz przyktady, ktore jeszcze raz podkresla zalety postaci trygonome-
trycznej.

Przyklad 7 Rozwigzaé rownanie argz = %7?.

Jesli przez A oznaczymy zbior rozwiazan powyzszego rownania, to zauwazmy (z
interpretacji argumentu gtéwnego), ze warunek z € A oznacza dokladnie, ze:

1. modut takiej liczby jest dowolna liczba dodatnia (dlaczego?)

2. kazda taka liczba lezy na poétprostej nachylonej do osi rzeczywistej pod

katem 27?.

Dlatego wspomniana polprosta bez poczatku jest rozwigzaniem naszego réwna-
nia.

Przyklad 8 Narysowaé zbior A={z¢€ C: 7 < arg(iz)}.
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Przede wszystkim zauwazmy, ze z definicji argumentu gltéwnego wynika, ze

z€ Aem<arg(iz) < 27

Zastosujemy teraz Uwage 1: arg(iz) = argi+argz+2kn dla pewnych catkowitych
wartosci k. Jak znalezé¢ te warto$ci? Wstawmy otrzymana réwnosé do wniosku
uzyskanego z Uwagi 1, czyli napiszmy

T < g+<,0+2k7r<27r,
gdzie jak zwykle ¢ = argz. Po elementarnych przeksztalceniach otrzymamy
3
g—QkW<<p< 57?—2]{71’.

To jest ten szukany warunek, ktory pozwoli wyznaczy¢ nam te ,pewne” wartosci,
bowiem nalezy je dobra¢ tak, aby ¢ € [0,27). Zauwazmy, ze w tym przypadku
tylko k = 0. Czytelnikowi zostawiamy zadanie ilustracji graficznej otrzymanego
rozwigzania.

Kolej na przyktad typowo algebraiczny

Przyklad 9 Rozwigzaé réwnanie z4 = 22|22|. Wynik przedstawié graficznie.

Zbior rozwiazan réwnania oznaczymy przez A. Poniewaz wykorzystamy postaé
trygonometryczng, indywidualnie musimy sprawdzi¢, czy zdanie 0 € A jest praw-
dziwe. Wprost z postaci rownania otrzymujemy odpowiedz twierdzaca. Dlatego
dalej zatozymy, ze z # 0. Oznacza to, ze z = p(cos¢ + isin ), gdzie kolejno
0= |z|,p = argz € [0,2m). Jak zobaczymy ostatni warunek jest bardzo istotny!
Jestesmy gotowi, aby oryginalne rownanie zapisa¢ w postaci trygonometrycznej -
po podstawieniu ostatniej rownosci do rownania dostaniemy (bedziemy korzystali
z kilku zasad, jakich?)

o* ( cos (—4p) + isin (—4@)) =o' ( cos (2¢p) + isin (2@)) :
Skorzystamy teraz z zasady porownywania, skad otrzymamy nastepujacy uktad:
o' = 0"1 —4p =2¢ + 2k, dla pewnych k € Z.

Oczywiscie uktad ten jest réwnowazny
0> 016p = —2km, dla pewnych k € Z.
Bezposrednim rachunkiem wynika stad, ze (prosze to zrobic!)
0>01ip= —%/{Pﬂ', dla k =0,-1,-2,-3,—4, —5.

Sporzadzenie odpowiedniego rysunku zostawiam Czytelnikowi.

6
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4 Zadania

Zadanie 1 Zapisaé w postaci trygonometrycznej liczby: 1 +itg o, sina+1icosa,
gdzie o€ (0,7).

Zadanie 2 Doprecyzowaé nastepujgce formuty:

arg(z1z9) = . ..

arg(z—;) =...
arg(—z) = ...

arg(z) = ...

Zadanie 3 Obliczyé i

Zadanie 4 Narysowaé rozwigzanie réwnania arg(z%) = .

Zadanie 5 Rozwigzaé rownania: 2° =1, (2)%2% = 4.



