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Któż z nas nie s�lysza�l o π, nawet jeśli nie zdaje sobie sprawy z tego, że litera π
pochodzi z alfabetu greckiego. Bowiem nie o znajomość greki tutaj chodzi, a jak
wiȩkszość z nas myśli, i s�lusznie, chodzi o ko�lo, czyli o geometriȩ. Każdy z nas
pewnie kiedyś na lekcji matematyki bada�l zależność obwodu tego ko�la od jego
średnicy i w wyniku kilku pomiarów stwierdzi�l zadziwiaja̧ca̧ zależność:

L

d
= const.,

gdzie L oznacza obwód ko�la, d jego średnicȩ.
W�laśnie to spostrzeżenie rzuca siȩ od razu w oczy, aczkolwiek wcale nie jest

jasne dlaczego tak jest! Jeśli już to zauważylísmy, to rzecza̧ naturalna̧ jest zapytać
o wartość tej sta�lej. Tym razem jest jeszcze gorzej aniżeli zdajemy sobie z tego
sprawȩ. Nie wtajemniczeni chóralnie odpowiadaja̧ 3, 14, ale tym razem populizm
nie zwyciȩża, bowiem odpowiedź jest niepoprawna!

Co do jednego wa̧tpliwości nie powinnísmy mieć–ta sta�la, o której mowa jest
wyżej jest liczba̧. W takim razie pytanie powinno brzmieć: jaka̧ liczba̧?

Zostawmy na chwilȩ ostatnia̧ kwestiȩ i zajmijmy siȩ sama̧ regu�la̧ proporcji, o
której mowa wyżej. Spróbujmy ja̧ uzasadnić.

W tym celu weźmy ko�lo o promieniu R. Niech L oznacza jego obwód. Wy-
bierzmy z tego ko�l jego wycinek o ka̧cie środkowym α ∈ (0o, 360o). Wtedy z
zasady proporcji d�lugość L̃ tego wycinka jest równa

L̃ = L
α

360
.

Za�lóżmy, że α = αo jest takie, że L̃ = R. Wtedy powyższa proporcja bȩdzie
mia�la postać

L

R
· αo = 360o,

co oznacza, że ka̧t pe�lny jest równy L
R

jednostek, gdzie jednostka̧ ta̧ jest miara
ka̧ta αo.

Spójrzmy teraz na rozważane ko�lo z punktu widzenia jego środka i pó�lprostej
wyprowadzonej z tego środka. Wtedy po�lożenie każdego punktu należa̧cego do
tego ko�la możemy opisać para̧ dwóch liczb:

ρ–odleg�lościa̧ tego punktu od środka ko�la,
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ϕ–miara̧ ka̧ta skierowanego w kierunku przeciwnym do wskazówek zegara,

gdzie ϕ ∈< 0o, 360o).
Weźmy teraz uk�lad wspó�lrzȩdnych kartezjańskich, gdzie na osi poziomej bȩ–

dziemy odmierzali wartości ka̧ta ϕ w jednostkach αo, zaś na osi pionowej wartości
ρ. Wtedy wszystkie punkty z ko�la o promieniu R można opisać za pomoca̧
punktów znajduja̧cych siȩ w prostoka̧cie umiejscowionym w zdefiniowanym wyżej
uk�ladzie, którego podstawa̧ jest odcinek < 0, L

R
) leża̧cy na osi Oϕ, natomiast

(lewym) bokiem odcinek < 0, R > leża̧cy na osi Oρ (patrz rysunek 1).

�
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Rysunek 1: obraz w uk�ladzie Oϕρ ko�la

Zauważmy, że wtedy pole tego prostoka̧ta równe jest d�lugości okrȩgu naszego
ko�la. Weźmy teraz wycinki naszego ko�la o parametrach: αo, r < R, jak to poka-
zano na rysunku 2, gdzie przez Lr oznaczylísmy d�lugość �luku wycinka o promieniu
r.

Wtedy wycinki w uk�ladzie Oϕρ bȩda̧ prostoka̧tami jak na rysunku 3.
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Rysunek 2: wycinek ko�lowy o parametrach αo, r, R

W takim razie z zasady proporcji, w jednostkach αo, Lr ma d�lugość

Lr = r · 1 [αo] = r,

dla każdego 0 < r ≤ R.
W szczególności, podstawiaja̧c r = R i z uwagi, że LR = R (patrz rysunek 2),

w standardowych jednostkach dostaniemy

R = L
αo

360
.
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Pokazalísmy zatem, że

dla każdego ko�la o promieniu R i d�lugości okrȩgu L zachodzi równość

L =
360

αo

R.

W szczególności
L

d
=

180

αo

, d = 2R.

Oznaczaja̧c teraz przez π wartość liczby

180

αo

,

możemy zapisać
L = 2πR.
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Rysunek 3: obrazy wycinków ko�lowych w uk�ladzie Oϕρ

Uwagi

1. Dobrze wiadomo, że miara ka̧ta αo w przybliżeniu ma wartość

57, 29577951o

i jednostkȩ 1[αo] nazywa siȩ radianem.

4



2. Wtedy wartość przybliżona liczby π jest równa

π ∼= 3, 14159265376.

3. Wykazane wyżej zależności pozwalaja̧ konwertować jednostkȩ [o] na [rad]
i na odwrót. Jeśli dla ka̧ta p�laskiego α, przez αo oznaczymy jego miarȩ w
stopniach, a przez α(rad) w radianach, to

α(rad) =
αo

180o
π[rad].

Jak pokaza�l w 1882 roku F.Lindemann, liczba π nie jest pierwiastkiem
żadnego równania algebraicznego, a wiȩc postaci W (x) = 0, gdzie W
oznacza dowolny wielomian rzeczywisty o wspó�lczynnikach ca�lkowitych.
Jako taka nie może być liczba̧ wymierna̧. Pozwoli�lo to wraz z twierdze-
niem Wantzela–Gaussa rozstrzygna̧ć s�lynny problem szko�ly pitagorejskiej–
problem kwadratury ko�la. Pitagorejczycy pytali siȩ czy za pomoca̧ linijki i
cykrla można skonstruować kwadrat, którego pole bȩdzie równe polu danego
ko�la?. Z twierdzenia Wantzela–Gaussa wynika, że jeśli kwadratura ko�la
mia�laby rozwia̧zanie, to liczba π musia�laby być algebraiczna, a tak nie jest,
co wykaza�l Lindemann.

4. Liczba π jako liczba niewymierna nie pozwala siȩ zapisać w uk�ladzie dziesiȩt-
nym, sta̧d potrzeba pos�lugiwania siȩ jej przybliżeniem. Z drugiej strony
istnieja̧ sposoby jej wyreprezentowania. Jedna̧ z takich metod jest teo-
ria szeregów funkcyjnych. Studenci Informatyki wiedza̧, że funkcjȩ arctgx
można rozwina̧ć w taki szereg (na mojej stronie można na ten temat znaleźć
odpowiedni tekst), czyli

arctgx =
∞∑

n=0

(−1)n 1

2n + 1
x2n+1 dla x ∈ (0, 1].

W szczególności, po podstawieniu x = 1 dostaniemy

π

4
=

∞∑
n=0

(−1)n 1

2n + 1
.

Co za regularność! Przecież cia̧g
(
(−1)n 1

2n+1

)
n≥0

jest naprzemiennym

cia̧giem odwrotności kolejnych liczb nieparzystych!

5. Na liczbȩ π, jak pokaza�l w 1748 roku L. Euler należy spojrzeć szerzej–z
perspektywy liczb zespolonych. Ze s�lynnego wzoru Eulera wynika, że

eπi + 1 = 0.
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Fenomen tego wzoru polega na tym, że obok siebie znalaz�lo siȩ piȩć z
sześciu najważniejszych liczb (zabrak�lo miejsca na s�lynna̧ liczbȩ fi zwia̧zana̧
z cia̧giem Fibonacciego i ze z�lota̧ proporcja̧).

6. Liczba π doczeka�la siȩ również swojej interpretacji statystycznej. W roku
1773 Georges–Louis Leclerc hrabia Buffon sformu�lowa�l swój s�lynny problem.
Pyta�l w nim jakie jest prawdopodobieństwo, że ig�la o d�lugości l rzucona na
p�laszczyznȩ, na której naniesione sa̧ równoleg�le i oddalone od siebie o l
proste, przetnie taka̧ prosta̧. Metodami probabilistycznego modelu geome-
trycznego można pokazać, ze prawdopodobieństwo to jest równe 2

π
. Z kolei

metodami statystyki matematycznej pozwala to uzyskiwać bardzo dok�ladne
przybliżenie wartości liczby π, bowiem z mocnego prawa wielkich liczb wy-
nika, że

π ∼= 2n

kn

z prawdopodobieństwem 1,

gdzie n oznacza liczbȩ powtórzeń rzutów ig�la̧, kn liczbȩ przeciȩć.

Artyku�l ten dedykujȩ swoim by�lym i obecnym studentom PWSZ w Legnicy.
Zajȩcia jakie odbywalísmy w ramach kursów z: matematyki, matematyki dys-
kretnej i metod probabilistycznych powinny przybliżyć Państwu poruszona̧ w tym
artykule tematykȩ. Rozmawialísmy bowiem o: liczbach zespolonych i ich postaci
wyk�ladniczej, równaniach algebraicznych, prawdopodobieństwie geometrycznym,
prawach wielkich liczb, cia̧gach rekurencyjnych Fibonacciego i o statystyce mate-
matycznej.
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