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W artykule ”3,14—czyli imieniny liczby #” ([11]) sygnalizowaliémy, ze w ko-
lejnej pracy pokazemy szczegétowo zacytowane tam wyniki. Oczywiscie kazdy z
nich jest dobrze znany i czesto cytowany w literaturze przedmiotu. Dlaczego w
takim razie robimy to po raz kolejny? Argumentéw ”za” jest co najmniej kilka.

1. Pokazujac uzasadnienia tych wynikéw chcemy wyraznie podkresli¢ zasy-
gnalizowane w [11] zjawisko glebokiego ”usadowienia” liczby © w wielu
wspolczesnych teoriach matematycznych.

2. Poruszany przez nas watek ma charakter interdyscyplinarny. Zapoznanie
sie z nim wymagatoby od Czytelnika znajomosci obszernej i specjalistyczne;
wiedzy.

3. Studiowanie literatury poswieconej takiej tematyce dla nie wtajemniczo-
nego w arkana matematyki Czytelnika jest na ogét ktopotliwe, zeby nie
powiedzi¢ trudne. Przedstawione dalej problemy wymagaja bowiem za-
awansowanej wiedzy i sprawnosci technicznej, a wszystko to odbywa sie
kosztem zaangazowanego czasu. Idac naprzeciw oczekiwaniom Czytelnika
chcieliSmy caly ten proces uprosci¢ i maksymalnie skrocié.

4. Wreszcie chcieliSmy osiagnaé¢ cel podstawowy—spopularyzowaé ten aspekt
wiedzy, bowiem co jak co, ale liczba ™ na pewno na to zastuguje.



Liczbe m czesto nazywa sie stalqg Archimedesa, aczkolwiek jej pochodzenie
jest o wiele starsze! Na pewno postugiwal sie nia twérca geometrii euklidesowej—
Euklides (365-300 B.C.) Niewatpliwie Archimedes (287-212 BC) byl jednym z
pierwszych, ktéry zaczal badaé¢ liczbe m naukowo. Stosujac metody geometrii
udalo mu si¢ oszacowac jej wartos¢ z doktadnoscia do drugiego miejsca po prze-
cinku. Nie ma natomiast zadnego dowodu na to, ze oznaczal i nazywatl te liczbe
tak jak wspoétczesni, czyli m—ludolfina. Symbol ® wprowadzono do literatury
przedmiotu dopiero w 1706 r. Uznaje sieg, ze zawdzigczamy to Williamowi Jone-
sowi (1675-1749), ktéry zaproponowal uzywania greckiej litery pi dla oznaczenia
stalej Archimedesa. Zrobil to w swoim dziele Synopsis Palmariorum Mathesos.
Dla podkreslenia geometrycznego pochodzenia tej liczby, czyli obowodu, uzyt
pierwszej litery stowa perimetron) (z greckiego weprperpov. Spotkalo sig to ze zro-
zumieniem owczesnego $wiata nauki, a kropke nad ”i” postawit Euler wyrazajac
swoja aprobate. Z kolei termin ludolfina odnosi sie do matematyka niemieckiego
Ludolpha van Ceulena (1540-1610), ktéry jako jeden z pierwszych nowozytnych
uczonych zajmowal sie obliczeniem wartosci liczby m. Dopiero w 1761 r., Johan
Heinrich Lambert (1728-1777), matematyk szwajcarski francuskiego pochodze-
nia, udowodnit, ze liczby tej nie mozna przedstawi¢ w postaci ilorazu dwaéch liczb
catkowitych. Tym samym pokazal, ze jest liczba niewymierna. Stalo sie wiec ja-
sne, dlaczego ani Archimedesowi, ani Ceulenowi i innym nie udalo sie ustali¢ jej
wartosci. Co wiecej, okazalo sie, co pokazal w 1882 r. Ferdinand Lindemann
(1852-1939), ze jest ona liczbg przestepng, czyli nie moze by¢ pierwiastkiem
réwnania algebraicznego o wspélezynnikach catkowitych?. Ma to swoje konse-
kwencje w postaci nawet nie mozliwosci zapisania m za pomoca skonczonego za-
pisu ztozonego z liczb catkowitych, dziatan arytmetycznych, utamkéw oraz poteg
i pierwiastkow. Z geometrycznego punktu widzenia odkrycie to ostatecznie roz-
strzyga, ze niemozliwa jest klasyczna konstrukcja (przy pomocy linijki i cyrkla)
kwadratu o powierzchni rownej powierzchni danego kota. Problem ten nazywany
jest w literaturze przedmiotu kwadraturg kota.

Wiszystkie fakty historyczne zaczerpneglismy z cytowanej literatury. Na szcze-
gélng uwage zastuguja wydawnictwa: (2], [3], [4], [5], [10], [16] i [18]. Czytelnika
zachecamy réwniez do lektury [1], [8] oraz do skorzystania z zasobéw Zrddla in-
ternetowego [9]. Przedstawione w rozdziale 2 zdjecia uczonych pobrano z repo-
zytorium wolnych zasobéw Wikimedia Commons.

1Znane sa dowody $wiadczace o korzystaniu z wlasnosci liczby 7 juz w starozytnym Babilo-
nie. Odkryto, ze na jednej z kamiennych tablic, datowanej na lata 1900-1680 BC pojawia
sie opis wartosci obwodu kota o érednicy 1, przyblizony przez wartosé¢ 3, 125.

2Réwnania, ktére powstaje z przyréwnania wielomianu do zera.



1 Liczba m w teorii funkcji rzeczywistych

7 jest liczba niewymierna, o czym wiadomo co najmniej od 1761 r. To wilasnie
dlatego trudno jest postugiwac si¢ m w obliczeniach numerycznych czy w technice.
Wymaga to bowiem uzywania jej wartosci przyblizonej, np. 3,14159 ale rowniez
czasami rozwinieciem postaci

m = 3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 58209

74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679 82148 08651 32823 06647
09384 46095 50582 23172 53594 08128 48111 74502 84102 70193 85211 05559. . .,

a w konsekwencji kontroli doktadnosci takiego rachunku. Dla matematyki taka
aproksymacja jest niedostateczna, co stalo si¢ wyzwaniem dla wielu pokolenn ma-
tematykow. Dociekliwego Czytelnika odsylamy w tym miejscu do lektury bardzo
znanej w literaturze przedmiotu ksiazki E. Couranta i H. Robbinsa ”Co to jest
MATEMATYKA” ([4]) oraz do [9].

Skoro liczby 7 nie mozna zapisaé w notacji pozycyjne;® zaczeto poszukiwaé
metod i technik rachunkowych pozwalajacych te trudnosé obejé¢. Stalo sie to za
sprawa wielu matematykow, wsrdod nich na uwage na pewno zastuguja: P. Fer-
mat (1601-1665), I. Newton (1643-1727), G.W. Leibnitz (1646-1716), B.Taylor
(1685-1731), L. Euler (1707-1783), J.B.J. Fourier (1768-1830), C.F. Gauss (1777-
1855), A. Cauchy (1789-1857), B. Riemann (1826-1866), J.Hadamard (1865
1963), S. Ramadujan (1887-1920) i inni. Przelomem stalo sie zdefiniowanie
pojecia zbieznosci ciagu liczbowego oraz jego uogélnienie na przypadek funk-
¢ji rzeczywistych. Pozwolilo to sposréd wszystkich funkcji rzeczywistych wy-
bra¢ te "dobre”, czyli funkcje cigglte. Stad byt juz maly krok, chociaz w hi-
storii matematyki okazal sie on krokiem milowym, w kierunku funkcji gtadkich,
czyli rozniczkowalnych. Mariaz teorii szeregow z uzyskanymi wynikami rachunku
rézniczkowego oraz teorii calki zaowocowal zaistnieniem poteznego narzedzia—
teorii szeregow funkcyjnych, w tym szeregow potegowych i szeregow Fouriera.
O mozliwosciach tej teorii w badaniu zagadnien teorio-liczbowych napiszemy da-
lej.

1.1 Rozwiniecie funkcji arctg i wzér Leibniza na w

Wezmy funkcje

R>az — arctg(x) € (—g,g)

3Wecale to nie oznacza, ze zaprzestano zajmowaé sie tym problemem. Doéé¢ sugestywnie
przedstawiono to np. w filmie zatytutowanym ”«” Darrena Aronofskiego z 1998 r. Ponadto
dalej trwaja poszukiwania dokladniejszych rozwinieé 7 (patrz np. [9]).



Przypomnijmy, ze funkcja ta powstaje w wyniku wziecia funkcji odwrotnej do
pierwszej galezi funkcji trygonometrycznej tangens. Oznacza to, ze jej wykres
wyglada tak jak na rysunku 1. Z podstaw rachunku rézniczkowego wiadomo, ze

! 1
(arctg(x)) =112 dla wszystkich rzeczywistych x.

Wynik tego rézniczkowania nalezy skojarzy¢ z postepem geometrycznym, doktadniej
z jego skonczona suma. Z matematyki elementarnej wiadomo, ze dla postepu

n—1

17q7q27“‘7q Y

dla ¢ # 1, S,—suma jego wyrazéw ma postac

co po prostym przeksztalceniu daje
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Rysunek 1: wykres funkcji arctg



Stosujac powszechnie uzywana konwencje sumowania, ostatni wzor zapiszemy
nastepujaco

n— ' qn
]+ .
q 1— ¢

1 1
1—g¢q =

Jedli teraz dokonamy podstawienia ¢ = —x?, to otrzymamy pochodna funkcji
arctg (q zawsze jest rézne od jednosci dla kazdego z), czyli

e 217 (—?)"
(arctg(x)) = Z(—x) + 22
j=0
lub réwnowaznie
R .25 (=1)ra®
(arctg(x)) = (=1)Yz* + T2 dla z € R.

<
Il
=)

Scatkujmy te réwnosé obustronnie po przedziale jednostkowym [0, 1]. Z pod-
stawowego twierdzenia rachunku catkowego Riemanna—Newtona—Leibniza, linio-
wosci catki i faktu, ze fol x—l,cd:c = —L_ dla wszystkich naturalnych k, dostaniemy

k+1
1 1 1 1 Log2n
tgl —arctg0 =1 — =+ - — =+ ...+ (=1)"! —1)" dx.
arctgl — arctg str—=+ +(—1) 2n—1+( )/01+x2x

. . -
Poniewaz arctgl = 7,

wencji sumacyjnej, oznacza, ze

arctg0 = 0, wiec ostatnia réwnos¢, po zastosowaniu kon-

2n

T "L (=1t Loy
LI o kY U da.
1= g1 T )/01+x2x

(=1t
2j—1

1 2n 1 2n
en:|(—1)”/ 1“1 2d:zc|:/ S
0 x o 1+

Pozostaje zbadaé¢ zbieznos¢ ciagu (e,). Z definicji €, > 0 dla kazdego n.
Z drugiej strony, jesli spojrzymy na funkcje

Daje to nam przyblizenie liczby § suma Z?Zl z dokladnoscia €, gdzie

xQn

= m, T € [0,1],

f(z)
to poniewaz 1 + z? > 0 oraz 2" > 0,

fz) <2*, x€]0,1].



Z interpretacji geometrycznej calki wynika, ze fol flx)dx < fol 2?"dz i dlatego

! 1
€ < / dr = )
0 2n+1

Poniewaz wyrazy ciagu (€,) sa nieujemne, wiec powyzsza nieréwnosci pozwala
wykorzystaé znane kryterium zbieznosci ciagu—twierdzenie o trzech ciggach. Ozna-
cza to, ze €, — 0. W takim razie z twierdzenia o granicy sumy dwéch ciagdw

dostaniemy
N
- =1 -
2

Wykorzystujac pojecie szeregu liczbowego i jego sumy, ostatnia rownosé¢ moze-
my zapisa¢ nastepujaco
Ty
4 2 2j—1°

Jj=1
co oznacza, ze liczba 7 jest rowna czterokrotnej sumie naprzemiennego szeregu od-
wrotnosci kolejnych liczb nieparzystych. W literaturze powyzsza réwnos¢ znana
jest jako wzor Liebniza. Bylo to pierwsze takie przedstawienie liczby .

1.2 Szeregi harmoniczne a liczba 7

Wsrod szeregéw liczbowych o wyrazach dodatnich wazna role odgrywaja tzw.
szeregi a—harmoniczne, czyli
o0 1 .
Z —, gdzie a > 0.
nCV
n=1
Dobrze wiadomo, ze dla a € (0,1) szeregi te sa rozbiezne, natomiast dla o > 1
juz sa zbiezne. Pozwala to, jak zauwazyt Riemann zdefiniowaé¢ funkcje, nazywana
funkcja ¢ Riemanna *, czyli
o)=Y 4 a1
a) = —, @ .
n=1 n®

Przykladem rozbieznego szeregu a-harmonicznego jest szereg » oo, +, na-

zywany szeregiem harmonicznym. Zjawiska opisane szeregiem harmonicznym
znane byly w jakims sensie juz starozytnym. Pojawialy sie jako paradoks Ze-
nona z Elei (490 rok BC). Zanim zajmiemy si¢ zwigzkiem pomiedzy szeregami
a—harmonicznymi a liczba 7, podamy przyktad jednej z wersji takiego paradoksu.

Méwi on o Archimedesie, ktéry sciga podazajacego przed nim zétwia. Spre-
cyzujmy warunki w jakich odbywa si¢ ta rywalizacja.

47 funkcja ta, a tak naprawde z jej zespolonym rozszerzeniem zwiazana jest stynna, bowiem
nie rozsztrzygnieta do tej pory hipoteza Riemanna. Jej znaczenie jest wazne w teorii liczb
pierwszych.



1. Archimedes jak i zétw poruszaja sie ruchem jednostajnym prostoliniowym.

2. W chwili zero Archimedes znajduje sie w punkcie A odleglym od punktu
Z, w ktéorym znajduje sie zétw.

3. Odleglosé punktu A od Z wynosi d,.

4. Jesli va i vy oznaczaja odpowiednio predkosé Archimedesa i zétwia, to
vy = Pvz dla § > 1 (przeciez Archmedes nie poruszat si¢ w z6twim tempie).

Zajmijmy sie najpierw analiza logiczna zjawiska tego poscigu. W chwili zero
obaj ruszaja przed siebie, ruchem jednostajnym prostoliniowym.® Po pewnej
chwili, powiedzmy t; Archimedes dotrze do punktu Z. W tym czasie z6tw
przebedzie droge, ktéra zaprowadzi go do punktu Z;, réznego od Z. W kolejnym
kroku analizy, Archimedes po kolejnej chwili ¢35 dotrze do punktu 71, z kolei zétw
oddali sie do nowego punktu Zs, itd. Poniewaz nie ma powodu aby twierdzi¢, ze
iteracje tego zjawiska kiedy$ zakoncza sie, przeciez oboje, Archimedes jak i zotw
poruszaja sie zgodnie ze sformulowanymi zasadami, nie ma podstaw twierdzi¢, ze
Archimedes kiedykolwiek dogoni zotwia. Z drugiej strony, chociazby z autopsji
wiemy, ze taki poscig zakonczy sie zawsze sukcesem 1i jest to tylko kwestia czasu.
W takim razie przedstawione wyzej rozumowanie wyklucza istnienie ruchu! O co
tutaj chodzi?

Aby definitywnie rozstrzygnaé¢ kwestie przedstawionego poscigu przeprowa-
dzimy jego analize numeryczna, czyli ilosciowa. W tym celu wprowadzmy nastepu-
jace oznaczenia:

e d,dlan=0,1,2,... niech oznacza dlugosci odcinkéw AZ, ZZ,, 717>, .. ;

e t, dlan =0,1,2, ... czas jaki potrzebuje Archimedes i z6tw na przebycie
kolejnych odcinkéw.

Z zalozenia vy = vz i d, = Vat, oraz di = vzt,, bowiem odcinki AZ i ZZ;

oboje pokonuja w czasie t,. Poniewaz wtedy t, = f—;, wiec

J d, wvad, d,
= UZ— = — = .
' va  PBoa B

Podobnie, poniewaz d; = vaty i vat; = vzt, (Archimedes i zétw przebywaja
odcinek ZZ), wiec t; = Z—jto i dlatego

g

SUméwmy sie, ze dla uproszczenia pomijamy wstepna faze ruchu, kiedy to wystepuja
przyspieszenia.

21 d, d,
dgzvztlzvzv—ztoz (UA> —_— :—2
VA vava P




I ogdlnie, powtarzajac powyzsze rozumowanie otrzymamy, ze d, = g—g dla
wszystkich naturalnych n. Dostaliémy wiec szereg liczbowy o wyrazie ogdlnym
d,, ktory jest zbiezny. Jesli przez S oznaczymy jego sume, to

Wtedy S jest calkowita droga przebyta przez zétwia w tej wedréwce. W tym
samym czasie Archimedes pokona droge rowna

1
S+d0:d +d_d B

‘B-1 “B-1
na koncu ktérej dogoni zétwia! Zatem nie jest tak jak thumaczy to logika, ktéra
w swoim rozumowaniu nie uwzglednia efektu zbieznosci, a tylko nieskonczone
pojawianie si¢ wartosci dodatnich. Ruch w takim razie jednak istnieje!
Wracamy do naszego gtownego problemu tego rozdzialu—zwiazku pomiedzy
liczba m a szeregami a—harmonicznymi. Wezmy jeszcze raz wzoér na pochodna
funkcji arctg otrzymany w podrozdziale 1.1

, ol o —1)ngp2n
(arctg(x)) = Z(—l)JxQJ + % dla xz € R.

=0
Ustalmy ¢ € (0, 1] i scalkujmy te réwnosé obustronnie po przedziale [0, ¢]

n—1

/Ot (arctg(x))ldx =3 -1y /Ot 2¥dz + (—1)" /Ot 19_”57;243;.

J=0

Liczac kazda z calek otrzymamy
n—1

arctg(t) = Y (-1 ,“ +(—1)"/0 A

1+ 22

Szykujemy sie do wykonania przjscia granicznego przy n — oco. W tym celu
skorzystamy z oszacowania, ktore w podobnej wersji pojawito sie w podrozdziale

1.1
t2] t 2n t t2n+1 1
= / L ——dr < / rdr = < ,
o 1422 0 2n+17 2n+1

co pokazuje, ze dla z € [0, 1]

n—1

larctg(t)
=0

<.

0 2n+1
arctg(x) = Z(—l)”Qn 1
n=0



Jest to tzw. rozwiniecie w szereg potegowy, zwany tez szeregiem Taylora—Maclaurina,
funkcji arctg.

Euler zauwazyl, ze szereg ten (jak i wiele mu podobnych) mozna poddaé
pewnemu przeksztalceniu® w wyniku czego dostaniemy

0 2

'Z‘ n
arctg(x 1+IL‘2Z 2n—|—1”<1+:p2) ’

n=

gdzie symbolem (2n)!! (odpowiednio (2n 4 1)!!) oznaczylismy iloczyn kolejnych
liczb parzystych (nieparzystych) od 2 do 2n (od 1 do 2n + 1). Na przyklad
™M=1-3-5-7=105,6!l=2-4-6=48.

Powyzsza réwnosé przeksztatcamy dalej. Zaczniemy od zamiany zmiennych

podstawiajac x = \/1%7 dla t € 0, @] Niech liczba s € (-7, §) bedzie takie, ze

t
arctgﬁ = s.

Wtedy, z definicji funkcji arctg i tg oraz uwagi, ze cos(s) > 0 dla wybranego s,
dostaniemy kolejno

t sin(s)  sin(s) sin(s)

V1—¢? =1t9(s) = cos(s) \/cos2(s) B V1 — sin?(s)

Rozwiazujac te proporcje otrzymamy t* = sin?(s), skad t = sin(s), bowiem ¢
oraz sin(s) jest nieujemne. Oznacza to, ze s = arcsin(t) i dlatego

t

V19—t

Aby dokonac zamiany zmiennych we wzorze na arctg musimy jeszcze wyrazi¢

Hzg oraz 11 s za pomoca t. Wyglada to nastepujaco

arctg = arcsin(t).

t

x iz 1=t
= = =tV1 — 12,
L+a? 144 V1I-22

2 2
— 1— %) =¢%
1+ 22 1—t2( )

Po zamianie zmiennych we wzorze na arctg dostaniemy

arcsin(t) = tv'1 — t? Z 2”,

2n—|—1

6Mowa tutaj o przeksztatceniu Fulera (patrz np. [7]). Niestety ale zaprezentowanie jego
tresci wykracza poza ramy tego artykutu.



albo po przeksztalceniu

arcsmt > 9 \/5
2t dlat [ —]
Nierd nZQn—l—l ydlat e 0,5

Niestety, ale to nie koniec na tym. Juz z dotychaczowych wynikow widaé, ze
Euler byl wirtuozem techniki rachunkowej. Zobaczmy, co uczynit dalej. Zaczat
od obustronnego scatkowania po przedziale [0, s], gdzie s < ‘/5, catkujac prawa
strone wyraz po wyrazie’, czyli

Sarcsin(t > 5
R = Gt

2
Dla pierwszej calki wystarczy zauwazy¢, ze funkcja pierwotna jest rowna % <arcsz’n(t)>
i dlatego

%(arcsin(s))Q _ ni ( (2n)Il g t2

— (2n+ D20+ 2

Na szeregu wystepujacym po prawej stronie wzoru dokonamy kolejnego przeksztal-
cenia-zamienimy zmienne, podstawiajac 2k = 2n+ 2. Wtedy wartosci wskaznika
sumacyjnego beda zmienialy si¢ od 1 do oo i dlatego

1 > 2)!1 g%k
et - 5 =2

Swiatetko w tunelu zobaczymy, jesli zauwazymy, ze ciag gz f) L mozna za-

I 2k
pisa¢ za pomoca silni. Istotnie, z definicji operacji !! mamy

k=211 2:4-6-8-...-(2k—2)
2k —1"2k  1-3-5-7-...-(2k—1)-2k’

Ale
2:4-6-8-.. -(2k—2) = 2(2:2)(2-3)(2-4) ... 2(k—1) = 2""11.2.3-4-. . -(k—1) = 2" (k—1)!

Podobnie

1-2-3-4-...-(2k—1)2k _ (2k)!

1-3.5-7-...-(2k—1)-2k = = .
357 ( ) 2.4.6-8-...-(2k—2)  2k(k—1)!

Dlatego
k=21 (k=D o
(2k — 1)1 2k (2k)! '

"Oczywiscie Euler wezesniej wykazal, ze tak mozna (patrz np. [7]).

10



Wracajac do gléwnego rachunku otrzymamy
1 oV o LE =D s
5 <arcsm(s)> = ; W(Qs)

lub réwnowaznie
z ZOO [(k — 1)1? 2k V2

2 (arcsin(s)) T

Przyjmujac w ostatnim wzorze s = 5, poniewaz sing = %, dostaniemy

™ (k- 1)?
1_8:; k)

1

Zaraz, zaraz, przeciez mial by¢ szereg a—harmoniczny. Domyslamy sie co
chcemy napisa¢-Euler wykazal, ze

=1 E—1)1)?
> =93

oo
n=1 k=1

co pozwala nam ostatecznie podac tres¢ stynnego wzoru Eulera

¢(2) = 2= 5
n=1

W rozdziale 2 wzoér ten pozwoli nam rozwiazac ciekawy problem liczb wzglednie
pierwszych.

11



1.3 Liczba 7 a liczby pierwsze

Czas aby doktadniej przyjrze¢ sie funkcji dzeta Riemanna. FEuler jako pierw-
szy zauwazyl, ze istnieje zwiazek pomiedzy ta funkcja a zbiorem liczb pierw-
szych. Przypomnijmy, ze liczby pierwsze to takie liczby naturalne p > 1, ktérych
rozktad na czynniki pierwsze jest trywialny, czyli ma posté p = 1 - p. Dlatego na
przykiad liczby 2,3,5,7,11 sa liczbami pierwszymi. Oznaczny zbdr wszystkich
liczb pierwszych przez P. Juz Euklides zauwazyl, ze zbiér liczb pierwszych nie
moze by¢ skoniczony. Euklides rozumowal nastepujaco: gdyby tak nie bylo, to
P = {p1,p2,...,pn}. W takim razie liczba n = pips...p, + 1 na pewno nie
mogtaby by¢ pierwsza, bowiem nie nalezy do zbioru P. Z drugiej strony, przy
dzieleniu przez kazda liczbe pierwsza p; daje reszte 1, stad jej rozklad na czyn-
niki pierwsze ma posta¢ n = 1-n. W takim razie musi by¢ liczba pierwsza,
co przeczy temu, ze zbiér P jest skonczony. Dlatego zbiér liczb pierwszych nie
jest skoniczony. Euklides zauwazyl wiecej, co przeszto do historii literatury przed-
miotu pod nazwa twierdzenia o faktoryzacji (patrz np. [14]). Udowodnil bowiem,
ze kazda liczbe naturalna n > 1 mozna przedstawi¢ w postaci n = pips ... px,
gdzie p; € P,k > 11 rozktad ten jest jedyny.

Po tym wstepie wroémy do funkcji dzeta. Ustalmy liczbe pierwsza p. Wtedy
dla kazdego s > 1,1 < 1% < 11 dlatego dla nieskoniczonego postepu geometrycz-

nego < is) mamy
P ) k>1
1 1 1
pop L=
Przypusémy, ze czynnosé te powtorzyliSmy dla n kolejnych liczb pierwszych
P1,P2, - - -, Pn (pamietamy, ze P jest zbiorem nieskoniczonym). Pomnézmy stro-
nami otrzymane rownania przez siebie, czyli

<i ’}1)<i ’}28)“‘<ip§1ns>:1—1i1—1i"'1—1i'

k=0 P1 ka—0 P2 ken—0 P s I’

Spéjrzmy na lewa strone ostatniej réwnosci. Z zasady rozdzielno$ci mnozenia
wzgledem dodawania i twierdzenia o granicy iloczynu, po lewej stronie dostaniemy
sume¢ wyrazen postaci

1 1 1 1

18, j2s * j1, J2

PPk i (R )

7 twierdzenia Euklidesa o faktoryzacji wynika, ze iloczyny pi'p} . .. p’r gene-
ruja zbiér liczb naturalnych wigkszych od jednosci. Poniewaz w sumie po lewej
stronie jest réwniez sktadnik rowny 1, wiec lewa strona dla dostatecznie duzego

n bedzie miala postac
1 1 1
I+—+—4...4+—.
to T Tt
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W takim razie, przechodza do granicy przy n — oo dostaniemy

=3 =tm [
n=1 j=1 P

W matematyce ostatnia granice nazywa si¢ iloczynem nieskoriczonym, co za-
pisuje sie symbolicznie H;il Dlatego dla funkcji dzeta Riemanna mamy réwnoscé

C(S):Hl 1

J=1 p;

1
dla s > 1.

. . . . . . 2 . . , . e
W takim razie, poniewaz wiemy, ze ((2) = %, mamy kolejng, nalezaca réwniez

do Eulera, reprezentacje liczby m, tym razem zwiazana z liczbami pierwszymi

2 0 1
%:Hl—i'

J=1 p

S
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1.4 TIloczyn Wallisa jako reprezentacja w

Do tej pory gléwnie pokazywaliSmy metody prowadzace do wyreprezentowania li-
czy T za pomoca szeregow liczbowych. Nie ulega watpliwosci, ze w zdecydowanej
wigkszosci przypadkow stalo sie to za sprawa wielkiego Eulera. Nie tylko jednak
on przeszedl do historii matematyki jako odkrywca takich zaleznosci. Na uwage
zastuguje réwniez oryginalny wynik J. Wallisa (1616-1703), ktérym wlasnie teraz
zajmiemy sie. Istnieje wiele sposobéw uzyskania wyniku Wallisa. Jak zwykle
prym wiedzie tutaj Euler. Metoda, ktéra zaprezentujemy wydaje si¢ by¢ naj-
prostsza, bowiem technicznie najmniej wymagajaca i troche zapomniana. Tym
bardziej warta jest odswiezenia.

Pomyst polega na tym aby skonstruowaé¢ pewien regularny ciag liczbowy®
bioracy sie z scatkowania funkcji sin™. Dokladniej, niech

™

a, = /2 sin™(z)dz, dlan > 0.
0

Nie ma wiekszego problemu z pierwszymi dwoma wyrazami tego ciagu, bo-
wiem ag = 3 oraz

us

a; = /2 sin(z)dr = —cos(x)]og = 1.
0

Zapami¢tajmy te wyniki, dalej beda nam potrzebne. W takim razie wezmy teraz
n > 2. Poniewaz sin"(z) = sin™ !(z)sin(x), wigc mamy do czynienia z klasyczna
sytuacja—funkcja podcatkowa jest iloczynem i mozemy prébowadé zastosowaé me-
tode catkowania przez czesci (patrz np. [7]).

Postepujac zgodnie z procedura bierzemy rozklad

u = sin™ *(z), dv = sin(x)dx
du = (n — 1)sin™ %(x)cos(z), v = —cos(x).
Ze wzoru na calkowanie "przez czesci” dostaniemy teraz

an = —cos(:p)sm”_l]og +(n—1) /2 sin"?(z)cos*(z)dx.
0

Pozwala to nam napisac

jus

a, = (n—1) /02 sin™ %(z)(1 — sin®(z))dr =

s

—(n—l)/02

8Ciagi takie nazywamy rekurencyjnymi (patrz np. [12]).

sin"(x)dx + (n — 1) /2 sin™ %(x)dw.
0
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Po uporzadkowaniu dostaniemy

(SIE]

an, =—(n—1)a, + (n— 1)/0 sin™ %(z)dx,

co ostatecznie daje

n—1 2 n—1
n = —1 "2 d - —1 n—2-
a - (n )/O sin™ % (x)dx - (n—1)a,_o

Aby wyznaczy¢ kolejne (dla n > 2) wyrazy tego ciagu postuzymy sie wielo-
krotnie powyzsza zaleznoscia. Dla n = 2 wyglada to prosto, bowiem

1 17w
Ay = —Qg = ——.
272" 99
Dla n > 2 przebiega to tak
n—l( 1) n—1n—-—2-1
a, = n—1)a,—9 = Appd.
n 2 n n—2 4

Rozwazymy teraz dwa przypadki, kiedy n jest parzyste i nieparzyste. W sytuacji
pierwszej, powtarzajac odpowiednia ilos¢ razy powyzszy rachunek, otrzymamy
~n—1n—-3n-5 I n—-1n-3n-5 1

n = n n—2n—4“'§ao_ n n—2n—4"""292

Jesli teraz n jest nieparzyste, to wygladato to bedzie nastepujaco

_n—ln—3n—5 2 _n—ln—3n—5 2
n = n n—2n—4“'3a1— n n—2n—-4" "3

Dalej wygodniej bedzie zapisa¢ oba wzory przedstawiajac liczbe parzysta jako
2n, nieparzysta 2n + 1. Otrzymamy to w wyniku podstawienia w tych wzorach
odpowiednio 2n i 2n 4+ 1. Wtedy wyrazy parzyste ciagu (a,) beda mialy postaé

2n—12n—32n -5 17
Aoy = o=,
2 m m—22n—4""22

natomiast nieparzyste

2n 2n—22n—4 2

Gt = I —12n—3 "3

Dla dalszego rozumowania istotne wydaje sie by¢ zauwazenie, ze ciag (a,)
zachowuje si¢ monotonicznie, czyli

0 < agn+1 < agp < agp—1.

15



Wynika to wprost z jego definicji i wlasnosci funkeji sin dla argumentu z prze-
dziatu [0, 7]. Poniewaz wtedy sin(x) € [0, 1], wigc
sin®" " (z) < sin®*(z) < sin®" (),

co z monotonicznosci catki uzasadnia monotonicznosé ciagu (ay,).

W takim razie mamy

a A9y —
1< 2n<2n1

© Q2p41 Q2p41

Czas wykorzysta¢ uzyskane wyniki. 7 otrzymanych wzoréow na as, i ag,i1,
nierowno$é¢ 1 < -222— wynika, ze
a2n41

1<2n—12n—32n—5 lm 2n+12n—-12n—-3 3
-~ 2n 2n—22n—4"""22 o2n 2n—22n—4 2’

co mozemy zapisaé nastepujaco

2n+12n—-—12n—-12n—-32n—3 5331w

1< e ————.
- 2n 2n 2n—22n—22n—4 442272
Analogicznie, dla ilorazu ZZZ—; mozemy zapisac

agn_l_ag(n,1)+1_2n—22n—42n—6 2'2n+12n—12n—3 3

Aont Ao Mm—12n—32n—5 "3 2n 2m—22n—4 2

co po skroceniu daje
A2pn—1 . 2n+1

A2n+1 2n

Z przedstawionych wyzej rachunkéw wynika, ze

<2n+12n—12n—12n—32n—3 53317r<2n+1

- 2n o 2m—22n—22n—4 44222 = 2

Z twierdzenia o trzech ciagach oznacza to, ze

o 2n+12n—12n—12n—32n —3 5331w
lim ————— =

n—e 2n 20 2n—22n—22n —4 44222 7

co oznacza, po zmianie kolejnosci czynnikéw w iloczynie, ze

T, 22446 -2 2 2n
2 4o 13355 nm—12n—12n+1

Jest to sygnalizowany na wstepie stynny wzor Wallisa, przedstawiajacy liczbe
m w postaci iloczynu nieskonczonego. Co za zaskakujaca regularnosé!
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1.5 Liczba 7 jako nieskonczony ulamek tancuchowy

Ktérz z nas nie styszal o zasadzie podzielnosci. Przeciez o tym byla mowa juz w
szkole podstawowej. Przypomnijmy ja aby tatwiej bylo kontynowowac¢ rozumo-
wanie. W mysl tej zasady, dla dowolnej liczby catkowitej p i naturalnej ¢ istnieja
liczby catkowite w, r, ze

p=wq+r gdzier € {0,1,2,...,q— 1}.

Co wiecej, liczby w,r o podanych wilasnosciach wyznaczone sa jednoznacznie.
Méwimy wtedy, ze r jest resztqg z dzielenia p przez ¢q. Jesli dodatkowo r = 0,
oznacza to, ze q dzieli p.

Zasada ta pozwala zapisa¢ kazda liczbe wymierna w postaci pewnego szczegdl-
nego utamka. Ale po kolei. Przede wszystkim zapiszmy zasade podzielno$ci w
innej, réwnowaznej postaci

D r
-—=w+ -
q q
Wtedy po lewej stronie tej réwnosci mamy liczbe wymierna. Prawa strona
méwi, ze liczbe te mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci frakeji catkowito—
liczbowej w i utamkowej £ € [0,1).
Wezmy ten ulamek, zaktadajac, ze r > 0, i zapiszmy go w postaci

a nastepnie dla liczby

RS

ponownie zastosujmy zasade podzielnosci

B

:wl—i—ﬂ, rpe{0,1,...,r—1}
q

<

Po podstawieniu do utamka g dostaniemy

T 1
q w1+%'

Procedure t¢ mozemy powtarza¢ dopdty, dopoki w i—tym kroku r; > 0, ale co
najwyzej po r krokach, z powodu, ze ciag powstatych reszt (r;) jest malejacym
ciagiem liczb calkowitych nieujemnych. W efekcie zastosowania tej procedury
otrzymamy
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Drugi sktadnik ostatniej sumy nazywamy utamkiem tarnicuchowym. Przesledzmy
to jeszcze raz na przyktadzie liczby ?—3. Dostaniemy kolejno

L L S S S S S S
S S A PP G
14 14 14 2
3 113
1 1
5+ — =5+ :
L+ —— 1+ -
i+ 4+ —
P 13

Czytelnik pewnie zastanawia si¢ czego oczekujemy od pojecia utamka tancu-
chowego. Przeciez postugiwanie sie tym pojeciem jest kltopotliwe—zajmuje sporo
czasu 1 miejsca na kartce papieru. Domyslamy sie, ze powdd jest i jak najszybciej
musimy o nim napisa¢. Przede wszystkim nie chodzi tutaj o liczby wymierne. Je
prosciej jest zapisa¢ w ukladzie pozycyjnym, na przyklad dziesigtnym. Skoro tak,
to bedziemy moéwili o liczbach niewymiernych. Ale kazdy utamek tanicuchowy jest
liczba wymierna, wiec co$ jest nie tak. To tez wyjasnimy, tym razem zaczynajac
od przykltadu, biorac do tego v/2 — 1.

Bezposrednim rachunkiem mozemy sprawdzié¢, ze v/2 — 1 jest jedynym pier-
wiastkiem roéwnania

> +2x—1=0dlaz>0.

Roéwnanie to zapiszemy inaczej

P?+2r—1=0x(r+2)-1=0&2= :
r+2

Z réwnania tego, w wyniku podstawiania w miejsce x po jego prawej stronie
. . 1
wyrazenia ——, otrzymamy

2+

T+ 2
Wyglada to znajomie, przeciez to jest (algebraiczny) utamek taricuchowy. Oznacz-
my prawg strong powyzszej rownosci przez fi(z). Jesli powtérzymy te procedure
dla réwnania z = fi(x), to dostaniemy




Prawa strong otrzymanego réwnania oznaczmy przez fo(x). Poréwnujac dwa
ostatnie rownania latwo zauwazy¢, ze poniewaz

folw) = ().

T+ 2

x:f1<xi2>.

Nietrudno sprawdzi¢, ze jesli procedure te przeprowadzimy n razy, a przez
fn(z) oznaczymy prawa strone otrzymanego réwnania

drugie rownanie ma postac

1
x = :
1
2+
2+ !
24
24w
to
= fpo(x)dlaz>0
oraz

funo) = (=)

Z konstrukcji kolejnych rownan wynika, ze kazde z nich ma to samo rozwiazanie
&, w zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich, mianowicie z, = v/2—1. Z powyzszego

wynika, ze dla z,, ciag < fn(xO)) jest zbiezny do x,. Symbolicznie ostatnie stwier-

dzenie mozemy zapisa¢ nastepujaco

V2-1=

2+
2+

1

24+
i nazywamy ciggtym utamkiem tancuchowym.
W takim razie liczbe niewymierna v/2 mozemy wyrepreztowaé jako

V2 =1+

2+
2+

24 .

Teraz wszystko jest jasne. Ciagly ulamek lanicuchowy pozwalajacy wyrepre-
zentowaé liczbe niewymierna v/2 wykazuje zadziwiajaca regularnosé, w przeci-
wienstwie do efektu zapisu dziesietnego, ktéry w ogole, poprzez skrajna nieregu-
larno$¢, nie jest mozliwy.
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I ogdlnie, mozna udowodni¢, ze kazda liczbe niewymierna i tylko liczbe nie-
wymierng mozna przedstawi¢ w postaci ciaglego utamka tancuchowego (patrz
np. [12]). Mistrzem w reprezentowaniu liczb niewymiernych za pomoca ciaglych
utamkéw tancuchowych byt Euler.

W przypadku liczby m wykazal (szczegdly pominiemy), ze

1

s
4 12
1+

32
52
72
92

2+

2+
2+
2+

24 .

Jest to jednoczesnie jeden z dowodéw na to, ze m jest liczba niewymierna.
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1.6 Liczba m a najpiekniejszy wzor matematyki

Zanim przedstawimy najpickniejszy wzor matematyki, potrzebujemy jeszcze jed-
nej waznej liczby rzeczywistej. Liczba w zwiazana jest z rownie wazng liczba,
zwana liczbg Eulera®, ktéra symbolicznie oznaczamy litera e. Domyélamy sie na
czym polega problem—jest ona liczba niewymierna, co po raz pierwszy pokazat
Euler.'?

Znanych jest kilka sposobéw definiowania liczby e. Wspomnimy tutaj tylko
o tych najbardziej znanych.

1. Liczbe e definiuje sie!! jako granice ciagu rosnacego i ograniczonego z gory

(a,), gdzic
1\n
an = (1 + —) .

n

Wiekszos¢ Czytelnikow tego tekstu zapewne w takich okolicznosciach z ta
liczba zapoznata sie.

2. O wiele mocniejszym wynikiem jest przedstawienie liczby e jako sumy naste-
pujacego szeregu liczbowego'?

Argumentow, ze tak jest jest wiele. Jednym z nich jest szybko$¢ zbieznosci
tego szerego do e, ktéra jest nieporéwnywanie wigksza, anizeli ciagu (ay,).
Kolejny, koronny argument wykorzystuje ten szereg do zdefiniowania jednej

z najwazniejszych funkcji elementarnych, tzw. eksponenty, czyli funkcji
xr - "
Roz —e" = Z o

n=0
3. Niech f oznacza funkcje rzeczywista rézna od stalej i rézniczkowalna, dla
ktorej
f'(z) = f(x) dla wszystkich rzeczywistych z.

Wtedy f musi by¢ eksponenta.
4. Wezmy funkcje f dana wzorem

1
1, 00) 9x—>/ ;dt.
1

Woéwcezas jedynym rozwiazaniem réownania f(x) = 1 jest liczba e.

9Czasami nazywana jest liczbg Nepera. J. Napier (Neper) (1550-1617), szkocki wlasciciel
ziemski jest odkrywca logarytmow naturalnych, ktére w podstawie mialy liczbe e.

10Jest nawet przestgpna, co wykazat Ch. Hermite (1822-1901).Z prac Hermite’a korzystat
pozniej Lindemann dowodzac przestepnosci liczby 7.

1Po raz pierwszy zrobit to J. Bernoulli (1667-1748)

12Wynik ten nalezy do Eulera. Od 1728 1. liczba ta oznaczana jest symbolem e.
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Istnieje $cisty zwiazek pomiedzy tymi dwiema waznymi liczbami. Po raz
pierwszy dostrzegt to A. de Moivre (1667-1754) pokazujac, ze wynik operacji n!
jest asymptotycznie rowny cn”+%e_”, dla pewnej stalej rzeczywistej c. Oznacza,
to ze

n!
— — 1.
cn"taen
Nastepnie J. Stirling (1692-1770) poprawil ten wynik pokazujac, ze stala ¢ we
wzorze de Moivre’a jest rowna v/27. Wynik ten przeszedl do historii jako tzw.

wzor Stirlinga w postaci

albo rownowaznie \
) n!
lim — =1
n—o0 \/2n(2)"
€

Stad juz maty krok do sygnalizowanej zaleznosci pomiedzy liczbami 7 i e,

%)%.

n!

e = lim n(

Po tych dywagacjach na temat liczby Eulera mozemy wroéci¢ do wyjasnienia
co rozumiemy przez najpiekniejszy wzér w matematyce. Zwiazane to jest z ko-
lejnym wielkim odkryciem, sformalizowanym przez Gaussa i W.R. Hamiltona
(1805-1865), a dotyczacym ciala liczb zespolonych®. Jest rzecza zdumiewajaca,
ze Gaussowi braklo wyobrazni i poprzestal na algebraicznym opisie liczb zespo-
lonych, nie zauwazajac potrzeby wykorzystania ich interpretacji geometrycznej,
aczkolwiek w literaturze mowi sie o plaszczyznie Gaussa.'*

Spojrzenie na liczby zespolone z perspektywy geometrii spowodowalto, ze do-
tychczasowy kartezjansk: uktad wspolrzednych nalezalo zastapi¢ uktadem polar-
nym, zwanym tez bieqgunowym. W ukladzie takim kazda liczbe zespolona z rozu-
miana jako punkt plaszczyzny zespolonej mozna jednoznacznie opisaé¢ para liczb:

e p-jej odlegtoscia od ustalonego punktu, zwana modutem |z|

e p-jej azymutem liczonym wzgledem ustalonej polprostej, zwanej argumen-
tem gtownym argz.

Doprowadzito to do postaci wyktadniczej liczby zespolonej, ktéra po raz pierw-
szy metodami czysto analitycznymi uzyskat Euler!?

13Liczby zespolone odkryt o wiele wezegniej Girolamo Cardan (1501-1576), ktéry nie wierzac
w rzeczywiste istnienie odkrytych liczb, liczbie zespolonej ¢ nadat nazwe jednosci urojone;.
14Zauwazyt to po raz pierwszy matematyk norwesko—duriski J.H. Wessel (1745-1818).
B Euler réwniez nigdy nie widzial interpretacji geometrycznej przedstawionej na rys. 2.
W serwisie YouTube http://www.youtube.com/watch?v = zApx1UlkpNs & feature, na
temat tego wzoru zamieszczono film pokazujacy dowdéd wzoru Eulera.
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2= pe'? = p(cos(p) +isin(yp)),
gdzie i oznacza jednos¢ urojong wprowadzong przez G. Cardano (patrz ).

Im‘

| eP=cos¢p+ising

Sin @

Rysunek 2: ilustracja geometryczna wzoru Eulera dla p =1

Podstawmy we wzorze Eulera p = 1, o = m. Dostaniemy wtedy

e +1=0.

Oto najpiekniejszy wzdér matematyki! Urzeka swoja prostota i przejrzystoscia.
Laczy on w sobie wysilek intelektualny wielu pokolen matematykow. Poka-
zuje sile i skuteczno$¢ rozumowania opartego na starej regule arystotelowskiej
postugujacej sie tylko prawdg i fatszem. Kojarzy teorie liczb z zaawansowanymi
metodami teorii funkcji rzeczywistych, geometrie z abstrakcyjna struktura ciala
zespolonego. Zmalazlo sie w nim miejsce na pie¢ najwazniejszych liczb, bowiem
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e liczby 011 stanowia fundament arytmetyki liczb wymiernych, jako elementy
neutralne dwéch dzialan arytmetycznych: dodawania i mnozenia. Bez tych
liczb nie byloby liczb przeciwnych, a wiec 1 ujemnych oraz odwrotnych, czyli
utamkow,

e o roli liczby m wiemy juz dostatecznie duzo i darujemy sobie dodatkowe
komentarze’

e znaczenie liczby Eulera jest przeogromne. WspomnieliSmy o eksponencie,
wzorze Stirlinga. Nalezy réwniez wspomnie¢ np. o logarytmie naturalnym,
czy rozktadzie normalnym jako centralnym w teorii prawdopodobienstwa,

e uzupekienie zbioru {0, 1} liczba i pozwolito wykonaé, jak pokazal to Ha-
milton i Gauss, konstrukcje, ktéra rozszerzyla cialo liczb rzeczywistych do
ciata liczbowego, dla ktérego kazde réwnanie algebraiczne nad tym cialem
ma co najmniej jeden pierwiastek.¢

Na koniec powinnismy wyraznie podkresli¢, ze zbiér ”waznych” liczb w mate-
matyce jest o wiele obszerniejszy. Naleza do nich na pewno liczby: Fibonacciego,
Fermata, Bernoulliego, Catalana, Mersenne’a, Stirlinga, stala Eulera i wiele in-
nych (patrz np. [12]).

16Jest to stynne Podstawowe Twierdzenie Algebry Gaussa, ktére oznacza, ze ciato liczb
zespolonych jest algebraicznie domkniete.
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2 Liczba m w teorii prawdopodobienstwa

W rozdziale 1 explicite pokazaliSmy koneksje liczby m z geometria, teoria liczb
catkowitych i rzeczywistych, algebra abstrakcyjna, teoria liczb zespolonych, teoria
funkcji rzeczywistych. Nalezy stwierdzi¢, ze zwiazki te z powodu natury obiektu,
ktorym interesujemy sie nie powinny nikogo dziwi¢—mozna sie bylo tego spo-
dziewa¢. Natomiast to o czym chcemy napisaé teraz jest juz o wiele mniej intu-
icyjne. Okazuje sie bowiem, ze naturalnym srodowiskiem liczby 7 jest rowniez
teoria prawdopodobienstwa. Sprébujemy pokazaé ten fenomen na przykladzie
czterech probleméw.

2.1 Liczba m a krzywa dzwonowa Gaussa

Wezmy nastepujaca funkcje

ez dlaze R,

f(z) =

1
V2T

ktérej wykres przedstawia rys. 317 .

Rozkiad normalny
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Rysunek 3: funkcja dzwonowa Joufretta

ITW literaturze niestusznie nazywana funkcja dzwonowa Gaussa. Termin ten pochodzi od
francuskiego oficera—artylerzysty, E. Joufretta (1837-7) z 1872 r.
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Okazuje sie,'® Ze dla tej funkcji

+oo 22
/ e 2dr =2,

[e.e]

co oznacza, ze funkcja dzwonowa moze by¢ traktowana jako gestosé ciggtego
rozkladu prawdopodobienstwa (patrz np. [6]). Rozkladem tym jako pierwszy
postugiwal sie de Moivre w 1773 r. Jego oficjalna nazwa, jako rozktadu normal-
nego ukuta zostala w 1875 r. przez CH. S. Peirece’a (1839-1914), F. Galtona
(1822-1911) i W. Lexisa (1837-1914). Tymczasem, jesli zajrzymy do dowolnego
podrecznika z teorii prawdopodobienstwa, zauwazymy, ze synonimem nazwy tego
rozktadu jest rozktad Gaussa. Niektérzy mowia, ze zadzialalo w tym wypadku
jedno z praw Murphy’ego, tzw. prawo Stingera.'® Mysle, ze Czytelnik wyba-
czy, jesli wstrzymamy sie od skomentowania tego przypadku. 7 drugiej strony
powinnismy mie¢ $wiadomosé, ze co jak co, ale Gauss na to sobie zastuzyt!
Zmnaczenie liczby m W2omawianej sytuacji sprowadza sie do roli czynnika nor-

mujgcego dla funkeji e~ 2, bez ktérego funkcja ta nie moze by¢ funkcja gestosci
zadnego rozkladu prawdopodobienstwa. 7 drugiej strony, jak zauwazyli to juz
de Moivre i P.S. Laplace (1749-1827), w przypadku rozkladow dyskretnych, a
uogdlnione zostato na klase dowolnych rozkladéw posiadajacych drugi moment,*
rozktad ten jest rozkladem granicznym dla ciagu usrednionych niezaleznych kopii
danego rozkladu. Jest to fundamentalne twierdzenie klasycznej teorii prawdo-
bodobienistwa tlumaczace konsekwencje stochastycznego (czyli losowego) opisu
zjawisk. Wbrew obawom wynikajacym z intuicyjnego pojmowania zjawiska loso-
wego, natura losowa wykazuje jednak rézne przejawy regularnosci. Jedna z nich
wladnie opisuje stynne CTG.

18Co wecale nie jest takie oczywiste, bowiem funkcja pierwotna funkcji e‘é nie jest funkcjq
elementarng. Oznacza to, ze przy liczeniu tej catki nie mozna korzystac¢ ze standardowego
twierdzenia Riemanna-Newtona—Liebnitza (patrz np. [6])

19Brzmi ono ”Wlaczone do kontaktu, lepiej dziala”.

20Mowa tutaj jest o twierdzeniu Lindenberga-Lévy’ego, zwanym Centralnym Twierdzeniem
Granicznym (CTG) (patrz np. [6]).
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2.2 Problem geometryczny jako zjawisko losowe

Przypuéémy, ze z odcinka [0, 1] losowo wybieramy dwie liczby a,b.?'. Nalezy
rozstrzygnac jakie jest prawdopodobienstwo, ze mozna zbudowac tréjkat rozwar-
tokatny, ktorego odpowiednie boki maja diugosci réwne a, b, 1.

Tak jak zawsze w takim przypadku, analize problemu zaczniemy od skonstru-
owania przestrzeni probabilistycznej, ktora pozwoli nam opisa¢ zjawisko stricte
natury geometrycznej, jezykiem teorii prawdopodobienstwa. 7 punktu widze-
nia obserwacji przedstawionego eksperymentu,?? wynikiem powinny by¢é obie.
Poniewaz dopuszczamy sytuacje, ze moga by¢ one jednakowe, nie mozemy do
tego celu uzy¢ opisu mnogosciowego. Dlatego, aby je od siebie odrézni¢ musimy
ustawi¢ je w ciag, np. (a,b). To z kolei nie powinno oznaczaé, ze w takiej ko-
lejnosci liczby te byly wylosowane. Po wylosowaniu obu i zapamietaniu wyniku
losowania, na pierwszym miejscu odnotowujemy liczbe, ktéra ma nazwe a. Para
ta bedzie zdarzeniem elementarnym konstruowanej przestrzeni probabilistycznej,
czyli

w = (a,b).

W takim razie przestrzen wszystkich zdarzen elementarnych €2 bedzie miala

postac
Q={w=(a,b): a,be|0,1]}.

Zobaczmy jak bedzie wygladalo zdarzenie, opisujace w jezyku teorii prawdo-
podobinstwa, powstanie figury ptaskiej—trojkata rozwartokatnego. Poniewaz w
kazdym trojkacie suma diugosci dwoch dowolnych jego bokéw jest wigksza od
dhugosci boku pozostalego, tréjkat ten (jako rozwartokatny) musi wygladaé¢ tak
jak przedstatwiono to na rys.4.

Z powyzszej uwagi wynika, ze wylosowane liczby a,b € [0, 1] musza by¢ takie,
ze a+b > 1. Niech A oznacza zdarzenie, ze w wyniku wylosowania liczb powstal
tréjkat rozwartokatny. Wtedy

weEA=>w=(a,b) e b>1—a.

Z drugiej strony, jesli z liczb a,b, 1 ma powaté¢ tréjkat jak na rys. 4, to ich
dlugosci musza by¢ takie, ze a +b > 1 oraz

1 =a®+ b* — 2abcos(B),

gdzie [ jest miara kata rozwartego w tym tréjkacie?®. Ale wtedy cos(8) < 0
i dlatego
a®+b* < 1.

2ILosowo oznacza, ze ich wybér nie jest konsekwencja zadnego planu. Wazne natomiast
jest to, czy wybieramy je w kolejnosci jena po drugiej, czy obie na raz, bowiem to drugie
oznacza, ze implicite zakladamy, ze wybrane liczby sa rézne. Uméwimy sie, ze obowiazuje
pierwszy wariant wyboru, ale nie jest wazna kolejnos¢ tak wylosowanych liczb.

22Tak nazwaliémy losowanie dwéch liczb z odcinka.

23 Jest to zmame twierdzenie cosinusow.
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Rysunek 4: tréjkat rozwartokatny o bokach a, b, 1

PokazaliSmy tym samym, ze
A={weQ: b>1—-aiad®+b <1}

Oznacza to, ze zdarzenie A jest podzbiorem borelowskim iloczynu kartezjan-
skiego [0, 1] x [0, 1] i dlatego o—cialo wszystkich zdarzen jest rodzinag wszystkich
podzbioréw borelowskich. Mamy wiec do czynienia z modelem geometrycznym
plaskim przestrzeni probabilistycznej. W szczegdlnosci oznacza to, ze P(A)-
prawdopodobienstwo zdarzenia A liczymy wedlug reguly

Al
P(A) = Tor
2]
gdzie symbolem | | oznaczyliémy pole odpowiedniej figury plaskiej. Nietrudno
zauwazy¢, ze |A] = T — 1 i dlatego P(A) = Z — 1.

To, ze liczba m pojawita sie akurat w rozwianiu tego problemu nie powinno
by¢ zaskoczeniem—przeciez byt to problem zwiazany z geometria plaszczyzny. Jak
zobaczymy, kolejny problem bedzie juz mniej intuicyjny i wymaga wigekszej uwagi.
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a’+b’=1

a+b=1

Rysunek 5: interpretacja geometryczna zdarzenia dla problemu tréjkata

2.3 Igla Buffona tez potrzebuje liczby 7w

Wyobrazmy sobie, ze mamy do dyspozycji plaszczyzne, na ktorej usytuowano w
odlegtosci d proste réwnolegte. Eksperyment polega na tym, ze opuszczamy na
te plaszczyzne igte tej samej diugosci co d. Doswiadczenie przebiega prawidiowo,
jesli igla na skutek upadku bedzie lezata na powierzchni plaszczyzny.

Problem igly Buffona®* sprowadza sie do nastepujacego pytania:
z jakim prawdopodobienstwem igla po upadku przetnie prosta na tej

plaszczyznie?

Zanim przejdziemy do opisu modelu probabilistycznego tego doswiadczenia,
zwrocimy uwage jeszcze Kilka szczegdtow.

1. Termin ,,przetnie” wyklucza zjawisko dotknie, zatem igla moze przeciaé¢ co
najwyzej jedna taka linie.

24Wiasciwie George-Louis Leclerc hrabia Buffon. Problem ten Leclerc sformulowal po raz
pierwszy w 1773 r., rozwiazal dopiero cztery lata pézniej.
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2. Uméwimy sie, ze eksperymentator wykonujacy rzuty igla i odczytujacy jej
potozenie po upadku zajmuje stata orientacje wzgledem lini na plaszczyznie.
Zalézmy, ze jego wzrok przecina te linie prostopadle.

3. Jesliigta upadnie, to w przypadku kiedy nie jest prostopadia do lini, bedziemy
wyrozniali jej lewy koniec, w przeciwnym razie jej dolny koniec.

Mozemy teraz okresli¢ uktad odniesienia, ktéry pozwoli nam na opis lezacej
po upadku igly na plaszczyznie.

Ukladem tym bedzie ta (jedyna) prosta, ktéra znajduje si¢ ponizej wyroz-
nionego korica naszej igly. Sam opis polozenia igly bedzie polegal na podaniu
wartosci dwoch liczb (z, o), gdzie

x oznacza odlegtos¢ konca igly od tej prostej,

« jest miara konta skierowanego liczonego od tej prostej, w kierunku

przeciwnym do wskazowek zegara, do prostej wyznaczonej przez igle.

Taki opis polozenia igly, czyli opis wyniku doswiadczenia bedzie zdarzeniem
elementarnym. Zatem
2 ={w=(z,a): z€(0,d), a€[0,7)}.
Niech A opisuje sytuacje, kiedy w wyniku poprawnie przeprowadzonego ekspery-
mentu igta przetnie jedna z lini.

Zauwazmy, ze

weEAsr+dsina>d, dlaae (0,7),

czyli

A={(z,a): € (0,7), z =2(a) € (d(1 —sina), d)}.

Zbiér ten jest podzbiorem borelowskim plaszczyzny i mamy do czynienia, jak
w poprzednim ppodrozdziale, z dwuwymiarowym modelem geometrycznym.

Z drugiej strony z teorii calki dobrze wiadomo, ze jest to tzw. trapez krzy-
woliniowy (rys. 6), a jego wielko$é¢, czyli pole, mozna obliczy¢ za pomoca calki,
dlatego

1" d [* 2
P(A):%/O (d—d(l—sina))da:%/o sin ada = —.

™
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Rysunek 6: interpretacja geometryczna zdarzenia dla problemu Buffona

Teraz wszystko jest jasne i nikogo nie powinno dziwi¢, ze liczba  pojawia si¢
w rozwiazaniu problemu Buffona. Opis probabilistyczny podkresla zwiazek rzutu
igla z geometrig—obrotem igly zauwazanym z punktu widzenia lini horyzontalnych
pokrywajacych plaszczyzne.
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2.4 Losowanie liczb wzglednie pierwszych a liczba =

Zaczniemy od definicji. Powiemy, ze dwie liczby calkowite p, ¢ sa wzglednie pierw-
sze, jesli ich najwigkszym wspolnym dzielnikiem jest liczba 1. Na przykiad 4 i
8 nie sa wzglednie pierwsze, natomiast —7 i 9 sa wzglednie pierwsze. Wprost
z definicji kazde dwie liczby pierwsze musza by¢ wzglednie pierwsze. Ponadto,
latwo uzasadni¢?®, ze dwie kolejne liczby naturalne tez sa wzglednie pierwsze.
Mimo, ze nie kazde dwie liczby naturalne p, ¢ sa wzglednie pierwsze, to zawsze
dzielac obie przez ich najwiekszy wspdlny dzielnik, dostaniemy dwie liczby p’, ¢/,
ktore juz wzglednie pierwsze sa. Ponadto, jesli kazda z liczb nie dzieli si¢ przez
liczbe pierwsza, to tak wybrane liczby musza by¢ wzglednie pierwsze. Dalej sko-
rzystamy z tej praktycznej uwagi. Umoéwimy sie, ze ograniczymy sie tylko do
zbioru liczb naturalnych.

Zalézmy, ze wyboér pary liczb bedziemy traktowali jako zdarzenie elementarne.
Poniewaz interesuja nas tylo rézne wylosowane liczby oraz nie ma powodéw aby
sposréd wylosowanych wyrézni¢ jedna z nich, przyjmiemy, ze w = {a, b}. Niech A
oznacza zdarzenie, ze wylosowana para liczb jest wzglednia pierwsza. Postawmy
formalne pytanie

jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia A?

Jesli chcemy odnies¢ sie¢ do tego pytania, to musimy ustali¢ model probabi-
listyczny opisujacy omawiane zjawisko. Wiemy juz, ze €2 jest zbiorem wszyst-
kich dwu—elementowych podzbioréw {n, m}, rodzina wszystkich mozliwych zda-
rzen jest rodzina wszystkich podzbioréw €. Pozostaje problem funkcji praw-
dopodobienstwa P. Poniewaz nie ma powodu aby jakas wylosowana para byla
wyrézniona, nalezy przyja¢, ze w tym modelu dla kazdej w € Q, P({w}) jest
jednakowe?®. Poniewaz ) nie jest zbiorem skoniczonym, wige gdyby P({w}) > 0,
P(Q2) > 1, co jak dobrze wiemy jest niemozliwe. Oznacza to, ze nie mamy zadnych
teoretycznych podstaw twierdzi¢ a priori, ze wybér pary liczb mozna opisa¢ mo-
delem probabilistycznym i na tej podstawie odpowiedzi¢ na postawione pytanie.
Jak wykazaliSmy wyzej, takiego modelu po prostu nie ma, bowiem nie istnieje
nieskonczony model jednorodny.

Mozna jednak pozosta¢ przy opisie probabilistycznym dyskutowanego zjawi-
ska, o ile zalozymy, ze wybdr pary liczb bedzie odbywal si¢ ze skoniczonego pod-
zbioru zbioru liczb naturalnych. 7 formalnego punktu widzenia bedziemy mieli
wtedy do czynienia z ciggiem przestrzeni probabilistycznych (£2,,%,, P,) oraz
ciggiem zdarzenn A, € ¥, gdzie A, = ANQ,, JA, = Aiciag P,(4,) — p
dla pewnej liczby p € (0,1). Wtedy liczbe p tak skonstruowana mozemy na-
zwaé asymptotycznym prawdopodobienstwem zdarzenia A. Powinnismy jednak
pamigtac, ze liczba ta nie jest prawdopodbienstwem w rozumieniu teorii praw-
dopodbienstwa. Tak tez bedziemy rozumieli postawiony na wstepie problem.

25Wystarczy skorzystaé z zasady podzielnosci.
26Taki model probabilistyczny nazywamy dyskretnym, jednorodnym (patrz np. [13]).
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Ponizej w szczegdtach podamy sposéb wyliczenia wyrazéw ciagu P,(A,) i jego
granicy p, ktora jak domyslamy sie, zwiazana jest z liczba .
Ustalmy w tym celu liczbe naturalna n > 2 i wezmy pod uwage ciag zbioréw

Q,, —rodzina wszystkich dwu—elementowych podzbioréw {1,2,...,n}

z o—cialem zdarzen X, zlozonym ze wszystkich podzbioréw 2, i prawdopodo-
bienstwem klasycznym P,. Przez P, oznaczmy zbioér wszystkich liczb pierwszych
mniejszych od n. Dla ustalonej liczby pierwszej p € P, niech A, , oznacza zda-
rzenie w 3, ztozone z tych zdarzen elementarnych w = {m, k} € Q,, ze liczba p
nie dzieli m i k. Dalej, celem uproszczenia obliczen zalozymy, ze

n c {plpZappop?n e ’}7

gdzie przez p; oznaczyliSmy kolejne liczby pierwsze.
Ustalmy takie n i liczbe pierwsza p; < n. Z definicji liczb wzglednie pierwszych
(pisali$my o tym na wstepie) wynika, ze

ﬂ Anp, = {w € Q1 w={m,k} oraz p; nie dzieli Zadnej z nich}.

Dlatego

ANQ, =Ay = () Any,
Obliczymy najpierw P, (A,,). W tym celu obliczymy prawdopodobieristwo
zdarzenia przeciwnego. Ze wzoru na prawdopodobienstwo klasyczne mamy
A5,

(A ,,) = o

Z opisu zdarzen elementarnych wynika, ze €2, jest zbiorem wszystkich dwu—
elementowych kombinacji zbioru n—elementowego, dlatego |Q2,,| = (Z) Zliczymy
elementy zbioru Afwj. 7 definicji elementy te sa postaci

w = {m, k}, gdzie p; dzieli obie liczby m, k.
Dla wygody zalézmy, ze m > k (wiemy, ze zawsze sg rézne). Oznacza to, ze
jesli
m € {p;,2p;,...,sp;} C{1,2,...,n},

gdzie z zalozenia o wyborze n, n = sp; dla pewnej liczby s. Jesli teraz wybierzemy
m =lIp; (I =1,2,...,s), to takiemu wyborowi odpowiada wybér liczby k tez
podzielnej przez p; na [ — 1 sposobéw. Oznacza to, ze

S
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5(s—1)
Pn(Afz, ) =2 n Y
" ()
co po uproszczeniu daje
. s(s—1) s(s—1)
P,(A; p]) = skad P,(Any,) =1— —/——2.

n(n —2)’ n(n — 2)
Poréwnamy teraz wyliczone prawdopodobienstwo zdarzenia A, ,; z iloczynem

IL cp, <1 — I%) Mozna pokazaé,?” ze obowiazuje oszacowanie
J J

1o Py(A5, ) <1- (%)%(pj),

7 P
co po przemnozeniu stronami dla kolejnych liczb pierwszych p; € P, oznacza, ze
H(l——> I P.(A <H<1——>H%py
P;€Pn P;€Pn P;€Pn P;€Pn

gdzie ciag Hpj cp, Tn(pj) jest zbiezny do jednodci.

Domyélamy sie co wydarzy sie teraz. Mozna udowodni¢, ze?8

Pu(ANQ) = Po(A) = Pu( [ Aup) = [ Pu(A,).
p;€Pn piE€Pn
Ostatecznie pozwala to nam napisa¢ nastepujace przyblizenie
1
P (ANQ,) p];[j (1 p])
Musimy sobie teraz przypomnie¢ wynik z podrozdziatlu 1.3, stwierdzajacy, ze
iloczyn [, cp, (1 — pi? zbiezny jest do ﬁ = 5. W takim razie dostaniemy

albo precyzyjniej

Przyznaé trzeba, ze wyniki ten jest zdumiewajacy z punktu widzenia obecnosci
liczby . Z drugiej strony nalezy tez stwierdzi¢, ze droga jaka do niego prowadzi
wcale nie jest latwa. PomingliSmy przeciez sporo szczegoléw w przedstawionym
rozumowaniu oraz skorzystaliSmy z wielu faktow Taka jest wlasnie matematykal

2TSzczegdly tego elementarnego rachunku pomingliémy.  Czytelnika zachecamy mimo
wszystko do jego powtérzenia.

28Wzér ten ma swoja interpretacje probabilistyczna. Réwno$é ta oznacza, ze wystepujace w
niej zdarzenia sa stochastycznie niezalezne.
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3 Zakonczenie

Zamiarem naszym bylo pokazanie, w miar¢ w przestepny sposob, podstawowych
faktéw zwiazanych z liczba w. Zalezalo nam na tym, aby w miare zrobi¢ to
wszechstronnie, zaréwno uwzgledniajac strone merytoryczna zagadnienia jak i
nie mniej wazny aspekt historyczny. Zdajemy sobie doskonale sprawe, ze o wielu
problemach nie napisali$émy, ze pomineliémy inne wazne?’, wklad innych nie wy-
mienionych tutaj uczonych. Jasne jest, ze na czterdziestu paru stronach jest to
niemozliwe. Oczywiscie literatura przedmiotu zwiazana badz po$wiecona oma-
wianej tematyce jest bardzo obszerna. Czytelnika bardzo zachecamy do dalszego
studiowania. Mamy nadzieje, ze artykut ten speli swoja role—po jego lekturze
Czytelnik zauwazy pigkno matematyki oraz jej moc. Zrozumie, ze jej studiowanie
wymaga, owszem sporego zaangazowania i wysitku intelektualnego, ale warto to
robi¢. Zauwazy tez fenomen, ktéry dobrze jest widoczny z perspektywy historii
matematyki i nie tylko, polegajacy na tym, ze byty kilkanastu ludzkich pokolen
potrafi polaczy¢ produkt ludzkiego rozumu. Ta, nazwijmy ja, zasada cigglosci
jest kluczowa dla Czlowieka. Jest gwarancja, ze wklad jednostki ma charakter
ponad czasowy i z tego punktu widzenia jest uniwersalny.

Dlatego uznalismy, ze tym najwickszym winni jesteSmy pamie¢, zamieszczajac
w ostatnim rozdziale co$ w rodzaju galerii ich portretéw. Czytelnika zachecamy
do lektury pozycji o charakterze historycznym cytowanych w tym artykule celem
wzbogacenia wiedzy o naszych bohaterach.

29Chociazby stynna zasade nieoznaczosci Heisenberga, czy tez réwnanie pola grawitacyjnego
ogdlnej teorii wzglednosci Einsteina (patrz np. [15])
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4 Galeria matematykow zwiazanych z liczba w

Rysunek 8: G. Cardano (1501-1576) L. van Ceulen (1540-1610)
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Rysunek 9: P. Fermat (1601-1665) J. Wallis (1616-1703)

Rysunek 10: I. Newton (1643-1727) G.W. Leibniz (1646-1716)
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Rysunek 11: J. Bernoulli (1667-1748) A. de Moivre (1667-1754)

Rysunek 12: W. Jones (1675-1749) B. Taylor (1685-1731)
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Rysunek 13: L. Euler (1707-1783) J.H. Lambert (1728-1777)

Rysunek 14: P. Laplace (1749-1827) J.B.J. Fourier (1768-1830)
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A.L. Cauchy (1789-1857)

Rysunek 16: W.R. Hamilton (1805-1865) Ch. Hermite (1822-1901)
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Rysunek 17: B. Riemann (1826-1866) F. von Lindemann (1852-1939)

Rysunek 18: J. Hadamard (1865-1963) S. Ramanujan (1887-1920)
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