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W artykule ”3,14–czyli imieniny liczby π” ([11]) sygnalizowalísmy, że w ko-
lejnej pracy pokażemy szczegó�lowo zacytowane tam wyniki. Oczywíscie każdy z
nich jest dobrze znany i czȩsto cytowany w literaturze przedmiotu. Dlaczego w
takim razie robimy to po raz kolejny? Argumentów ”za” jest co najmniej kilka.

1. Pokazuja̧c uzasadnienia tych wyników chcemy wyraźnie podkreślić zasy-
gnalizowane w [11] zjawisko g�lȩbokiego ”usadowienia” liczby πππ w wielu
wspó�lczesnych teoriach matematycznych.

2. Poruszany przez nas wa̧tek ma charakter interdyscyplinarny. Zapoznanie
siȩ z nim wymaga�loby od Czytelnika znajomości obszernej i specjalistycznej
wiedzy.

3. Studiowanie literatury poświȩconej takiej tematyce dla nie wtajemniczo-
nego w arkana matematyki Czytelnika jest na ogó�l k�lopotliwe, żeby nie
powiedzić trudne. Przedstawione dalej problemy wymagaja̧ bowiem za-
awansowanej wiedzy i sprawności technicznej, a wszystko to odbywa siȩ
kosztem zaangażowanego czasu. Ida̧c naprzeciw oczekiwaniom Czytelnika
chcielísmy ca�ly ten proces uprościć i maksymalnie skrócić.

4. Wreszcie chcielísmy osia̧gna̧ć cel podstawowy–spopularyzować ten aspekt
wiedzy, bowiem co jak co, ale liczba πππ na pewno na to zas�luguje.
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Liczbȩ πππ czȩsto nazywa siȩ sta�la̧ Archimedesa, aczkolwiek jej pochodzenie
jest o wiele starsze1 Na pewno pos�lugiwa�l siȩ nia̧ twórca geometrii euklidesowej–
Euklides (365–300 B.C.) Niewa̧tpliwie Archimedes (287–212 BC) by�l jednym z
pierwszych, który zacza̧�l badać liczbȩ πππ naukowo. Stosuja̧c metody geometrii
uda�lo mu siȩ oszacować jej wartość z dok�ladnościa̧ do drugiego miejsca po prze-
cinku. Nie ma natomiast żadnego dowodu na to, że oznacza�l i nazywa�l tȩ liczbȩ
tak jak wspó�lcześni, czyli πππ–ludolfina. Symbol πππ wprowadzono do literatury
przedmiotu dopiero w 1706 r. Uznaje siȩ, że zawdziȩczamy to Williamowi Jone-
sowi (1675–1749), który zaproponowa�l używania greckiej litery pipipi dla oznaczenia
sta�lej Archimedesa. Zrobi�l to w swoim dziele Synopsis Palmariorum Mathesos.
Dla podkreślenia geometrycznego pochodzenia tej liczby, czyli obowodu, uży�l
pierwszej litery s�lowa perimetron) (z greckiego περιμετρσυ. Spotka�lo siȩ to ze zro-
zumieniem ówczesnego świata nauki, a kropkȩ nad ”i” postawi�l Euler wyrażaja̧c
swoja̧ aprobatȩ. Z kolei termin ludolfina odnosi siȩ do matematyka niemieckiego
Ludolpha van Ceulena (1540–1610), który jako jeden z pierwszych nowożytnych
uczonych zajmowa�l siȩ obliczeniem wartości liczby πππ. Dopiero w 1761 r., Johan
Heinrich Lambert (1728–1777), matematyk szwajcarski francuskiego pochodze-
nia, udowodni�l, że liczby tej nie można przedstawić w postaci ilorazu dwóch liczb
ca�lkowitych. Tym samym pokaza�l, że jest liczba̧ niewymierna̧. Sta�lo siȩ wiȩc ja-
sne, dlaczego ani Archimedesowi, ani Ceulenowi i innym nie uda�lo siȩ ustalić jej
wartości. Co wiȩcej, okaza�lo siȩ, co pokaza�l w 1882 r. Ferdinand Lindemann
(1852–1939), że jest ona liczba̧ przestȩpna̧, czyli nie może być pierwiastkiem
równania algebraicznego o wspó�lczynnikach ca�lkowitych2. Ma to swoje konse-
kwencje w postaci nawet nie możliwości zapisania πππ za pomoca̧ skończonego za-
pisu z�lożonego z liczb ca�lkowitych, dzia�lań arytmetycznych, u�lamków oraz potȩg
i pierwiastków. Z geometrycznego punktu widzenia odkrycie to ostatecznie roz-
strzyga, że niemożliwa jest klasyczna konstrukcja (przy pomocy linijki i cyrkla)
kwadratu o powierzchni równej powierzchni danego ko�la. Problem ten nazywany
jest w literaturze przedmiotu kwadratura̧ ko�la.

Wszystkie fakty historyczne zaczerpnȩlísmy z cytowanej literatury. Na szcze-
gólna̧ uwagȩ zas�luguja̧ wydawnictwa: [2], [3], [4], [5], [10], [16] i [18]. Czytelnika
zachȩcamy również do lektury [1], [8] oraz do skorzystania z zasobów źród�la in-
ternetowego [9]. Przedstawione w rozdziale 2 zdjȩcia uczonych pobrano z repo-
zytorium wolnych zasobów Wikimedia Commons.

1Znane sa̧ dowody świadcza̧ce o korzystaniu z w�lasności liczby π już w starożytnym Babilo-
nie. Odkryto, że na jednej z kamiennych tablic, datowanej na lata 1900-1680 BC pojawia
siȩ opis wartości obwodu ko�la o średnicy 1, przybliżony przez wartość 3, 125.

2Równania, które powstaje z przyrównania wielomianu do zera.
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1 Liczba π w teorii funkcji rzeczywistych

πππ jest liczba̧ niewymierna̧, o czym wiadomo co najmniej od 1761 r. To w�laśnie
dlatego trudno jest pos�lugiwać siȩ πππ w obliczeniach numerycznych czy w technice.
Wymaga to bowiem używania jej wartości przybliżonej, np. 3, 14159 ale również
czasami rozwiniȩciem postaci

πππ = 3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 58209

74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679 82148 08651 32823 06647

09384 46095 50582 23172 53594 08128 48111 74502 84102 70193 85211 05559 . . . ,

a w konsekwencji kontroli dok�ladności takiego rachunku. Dla matematyki taka
aproksymacja jest niedostateczna, co sta�lo siȩ wyzwaniem dla wielu pokoleń ma-
tematyków. Dociekliwego Czytelnika odsy�lamy w tym miejscu do lektury bardzo
znanej w literaturze przedmiotu ksia̧żki E. Couranta i H. Robbinsa ”Co to jest
MATEMATYKA” ([4]) oraz do [9].

Skoro liczby πππ nie można zapisać w notacji pozycyjnej3 zaczȩto poszukiwać
metod i technik rachunkowych pozwalaja̧cych tȩ trudność obej́sć. Sta�lo siȩ to za
sprawa̧ wielu matematyków, wśród nich na uwagȩ na pewno zas�luguja̧: P. Fer-
mat (1601–1665), I. Newton (1643–1727), G.W. Leibnitz (1646–1716), B.Taylor
(1685–1731), L. Euler (1707–1783), J.B.J. Fourier (1768–1830), C.F. Gauss (1777-
1855), A. Cauchy (1789–1857), B. Riemann (1826–1866), J.Hadamard (1865–
1963), S. Ramadujan (1887–1920) i inni. Prze�lomem sta�lo siȩ zdefiniowanie
pojȩcia zbieżności cia̧gu liczbowego oraz jego uogólnienie na przypadek funk-
cji rzeczywistych. Pozwoli�lo to spośród wszystkich funkcji rzeczywistych wy-
brać te ”dobre”, czyli funkcje cia̧g�le. Sta̧d by�l już ma�ly krok, chociaż w hi-
storii matematyki okaza�l siȩ on krokiem milowym, w kierunku funkcji g�ladkich,
czyli różniczkowalnych. Mariaż teorii szeregów z uzyskanymi wynikami rachunku
różniczkowego oraz teorii ca�lki zaowocowa�l zaistnieniem potȩżnego narzȩdzia–
teorii szeregów funkcyjnych, w tym szeregów potȩgowych i szeregów Fouriera.
O możliwościach tej teorii w badaniu zagadnień teorio–liczbowych napiszemy da-
lej.

1.1 Rozwiniȩcie funkcji arctg i wzór Leibniza na πππ

Weźmy funkcjȩ

R � x −→ arctg(x) ∈
(
− π

2
,
π

2

)
.

3Wcale to nie oznacza, że zaprzestano zajmować siȩ tym problemem. Dość sugestywnie
przedstawiono to np. w filmie zatytu�lowanym ”πππ” Darrena Aronofskiego z 1998 r. Ponadto
dalej trwaja̧ poszukiwania dok�ladniejszych rozwiniȩć πππ (patrz np. [9]).
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Przypomnijmy, że funkcja ta powstaje w wyniku wziȩcia funkcji odwrotnej do
pierwszej ga�lȩzi funkcji trygonometrycznej tangens. Oznacza to, że jej wykres
wygla̧da tak jak na rysunku 1. Z podstaw rachunku różniczkowego wiadomo, że

(
arctg(x)

)′
=

1

1 + x2
, dla wszystkich rzeczywistych x.

Wynik tego różniczkowania należy skojarzyć z postȩpem geometrycznym, dok�ladniej
z jego skończona̧ suma̧. Z matematyki elementarnej wiadomo, że dla postȩpu

1, q, q2, . . . , qn−1,

dla q �= 1, Sn–suma jego wyrazów ma postać

Sn =
1 − qn

1 − q
,

co po prostym przekszta�lceniu daje

1

1 − q
= 1 + q + . . . + qn−1 +

qn

1 − q
.

Rysunek 1: wykres funkcji arctg
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Stosuja̧c powszechnie używana̧ konwencjȩ sumowania, ostatni wzór zapiszemy
nastȩpuja̧co

1

1 − q
=

n−1∑
j=0

qj +
qn

1 − q
.

Jeśli teraz dokonamy podstawienia q = −x2, to otrzymamy pochodna̧ funkcji
arctg (q zawsze jest różne od jedności dla każdego x), czyli

(
arctg(x)

)′
=

n−1∑
j=0

(−x2)j +
(−x2)n

1 + x2

lub równoważnie

(
arctg(x)

)′
=

n−1∑
j=0

(−1)jx2j +
(−1)nx2n

1 + x2
dla x ∈ R.

Sca�lkujmy tȩ równość obustronnie po przedziale jednostkowym [0, 1]. Z pod-
stawowego twierdzenia rachunku ca�lkowego Riemanna–Newtona–Leibniza, linio-
wości ca�lki i faktu, że

∫ 1

0
1
xk dx = 1

k+1
dla wszystkich naturalnych k, dostaniemy

arctg1 − arctg0 = 1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
+ . . . + (−1)n−1 1

2n − 1
+ (−1)n

∫ 1

0

x2n

1 + x2
dx.

Ponieważ arctg1 = π
4
, arctg0 = 0, wiȩc ostatnia równość, po zastosowaniu kon-

wencji sumacyjnej, oznacza, że

π

4
=

n∑
j=1

(−1)j−1

2j − 1
+ (−1)n

∫ 1

0

x2n

1 + x2
dx.

Daje to nam przybliżenie liczby π
4

suma̧
∑n

j=1
(−1)j−1

2j−1
z dok�ladnościa̧ εn, gdzie

εn = |(−1)n

∫ 1

0

x2n

1 + x2
dx| =

∫ 1

0

x2n

1 + x2
dx.

Pozostaje zbadać zbieżność cia̧gu (εn). Z definicji εn ≥ 0 dla każdego n.
Z drugiej strony, jeśli spojrzymy na funkcjȩ

f(x) =
x2n

1 + x2
, x ∈ [0, 1],

to ponieważ 1 + x2 > 0 oraz x2n ≥ 0,

f(x) ≤ x2n, x ∈ [0, 1].
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Z interpretacji geometrycznej ca�lki wynika, że
∫ 1

0
f(x)dx ≤ ∫ 1

0
x2ndx i dlatego

εn ≤
∫ 1

0

x2ndx =
1

2n + 1
.

Ponieważ wyrazy cia̧gu (εn) sa̧ nieujemne, wiȩc powyższa nierówności pozwala
wykorzystać znane kryterium zbieżności cia̧gu–twierdzenie o trzech cia̧gach. Ozna-
cza to, że εn −→ 0. W takim razie z twierdzenia o granicy sumy dwóch cia̧gów
dostaniemy

π

4
= lim

n→∞

n∑
j=1

(−1)j−1

2j − 1
.

Wykorzystuja̧c pojȩcie szeregu liczbowego i jego sumy, ostatnia̧ równość może-
my zapisać nastȩpuja̧co

π

4
=

∞∑
j=1

(−1)j−1

2j − 1
,

co oznacza, że liczba π jest równa czterokrotnej sumie naprzemiennego szeregu od-
wrotności kolejnych liczb nieparzystych. W literaturze powyższa równość znana
jest jako wzór Liebniza. By�lo to pierwsze takie przedstawienie liczby πππ.

1.2 Szeregi harmoniczne a liczba πππ

Wśród szeregów liczbowych o wyrazach dodatnich ważna̧ rolȩ odgrywaja̧ tzw.
szeregi α–harmoniczne, czyli

∞∑
n=1

1

nα
, gdzie α > 0.

Dobrze wiadomo, że dla α ∈ (0, 1) szeregi te sa̧ rozbieżne, natomiast dla α > 1
już sa̧ zbieżne. Pozwala to, jak zauważy�l Riemann zdefiniować funkcjȩ, nazywana̧
funkcja̧ ζ Riemanna 4, czyli

ζ(α) =
∞∑

n=1

1

nα
, α > 1.

Przyk�ladem rozbieżnego szeregu α–harmonicznego jest szereg
∑∞

n=1
1
n
, na-

zywany szeregiem harmonicznym. Zjawiska opisane szeregiem harmonicznym
znane by�ly w jakimś sensie już starożytnym. Pojawia�ly siȩ jako paradoks Ze-
nona z Elei (490 rok BC). Zanim zajmiemy siȩ zwia̧zkiem pomiȩdzy szeregami
α–harmonicznymi a liczba̧ πππ, podamy przyk�lad jednej z wersji takiego paradoksu.

Mówi on o Archimedesie, który ściga poda̧żaja̧cego przed nim żó�lwia. Spre-
cyzujmy warunki w jakich odbywa siȩ ta rywalizacja.

4Z funkcja̧ ta̧, a tak naprawdȩ z jej zespolonym rozszerzeniem zwia̧zana jest s�lynna, bowiem
nie rozsztrzygniȩta do tej pory hipoteza Riemanna. Jej znaczenie jest ważne w teorii liczb
pierwszych.
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1. Archimedes jak i żó�lw poruszaja̧ siȩ ruchem jednostajnym prostoliniowym.

2. W chwili zero Archimedes znajduje siȩ w punkcie A odleg�lym od punktu
Z, w którym znajduje siȩ żó�lw.

3. Odleg�lość punktu A od Z wynosi do.

4. Jeśli vA i vZ oznaczaja̧ odpowiednio prȩdkość Archimedesa i żó�lwia, to
vA = βvZ dla β > 1 (przecież Archmedes nie porusza�l siȩ w żó�lwim tempie).

Zajmijmy siȩ najpierw analiza̧ logiczna̧ zjawiska tego pościgu. W chwili zero
obaj ruszaja̧ przed siebie, ruchem jednostajnym prostoliniowym.5 Po pewnej
chwili, powiedzmy t1 Archimedes dotrze do punktu Z. W tym czasie żó�lw
przebȩdzie drogȩ, która zaprowadzi go do punktu Z1, różnego od Z. W kolejnym
kroku analizy, Archimedes po kolejnej chwili t2 dotrze do punktu Z1, z kolei żó�lw
oddali siȩ do nowego punktu Z2, itd. Ponieważ nie ma powodu aby twierdzić, że
iteracje tego zjawiska kiedyś zakończa̧ siȩ, przecież oboje, Archimedes jak i żó�lw
poruszaja̧ siȩ zgodnie ze sformu�lowanymi zasadami, nie ma podstaw twierdzić, że
Archimedes kiedykolwiek dogoni żó�lwia. Z drugiej strony, chociażby z autopsji
wiemy, że taki pościg zakończy siȩ zawsze sukcesem i jest to tylko kwestia̧ czasu.
W takim razie przedstawione wyżej rozumowanie wyklucza istnienie ruchu! O co
tutaj chodzi?

Aby definitywnie rozstrzygna̧ć kwestiȩ przedstawionego pościgu przeprowa-
dzimy jego analizȩ numeryczna̧, czyli ilościowa̧. W tym celu wprowadźmy nastȩpu-
ja̧ce oznaczenia:

• dn dla n = 0, 1, 2, . . . niech oznacza d�lugości odcinków AZ, ZZ1, Z1Z2, . . .;

• tn dla n = 0, 1, 2, . . . czas jaki potrzebuje Archimedes i żó�lw na przebycie
kolejnych odcinków.

Z za�lożenia vA = βvZ i do = VAto oraz d1 = vZto, bowiem odcinki AZ i ZZ1

oboje pokonuja̧ w czasie to. Ponieważ wtedy to = do

vA
, wiȩc

d1 = vZ
do

vA
=

vA

β

do

vA
=

do

β
.

Podobnie, ponieważ d1 = vAt1 i vAt1 = vZto (Archimedes i żó�lw przebywaja̧
odcinek ZZ1), wiȩc t1 = vZ

vA
to i dlatego

d2 = vZt1 = vZ
vZ

vA

to =
(vA

β

)2 1

vA

do

vA

=
do

β2
.

5Umówmy siȩ, że dla uproszczenia pomijamy wstȩpna̧ fazȩ ruchu, kiedy to wystȩpuja̧
przyspieszenia.
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I ogólnie, powtarzaja̧c powyższe rozumowanie otrzymamy, że dn = do

βn dla
wszystkich naturalnych n. Dostalísmy wiȩc szereg liczbowy o wyrazie ogólnym
dn, który jest zbieżny. Jeśli przez S oznaczymy jego sumȩ, to

S =
∞∑

n=1

dn = do

∞∑
n=1

1

βn
= do

1

β − 1
.

Wtedy S jest ca�lkowita̧ droga̧ przebyta̧ przez żó�lwia w tej wȩdrówce. W tym
samym czasie Archimedes pokona drogȩ równa̧

S + do = do
1

β − 1
+ do = do

β

β − 1
,

na końcu której dogoni żó�lwia! Zatem nie jest tak jak t�lumaczy to logika, która
w swoim rozumowaniu nie uwzglȩdnia efektu zbieżności, a tylko nieskończone
pojawianie siȩ wartości dodatnich. Ruch w takim razie jednak istnieje!

Wracamy do naszego g�lównego problemu tego rozdzia�lu–zwia̧zku pomiȩdzy
liczba̧ πππ a szeregami α–harmonicznymi. Weźmy jeszcze raz wzór na pochodna̧
funkcji arctg otrzymany w podrozdziale 1.1

(
arctg(x)

)′
=

n−1∑
j=0

(−1)jx2j +
(−1)nx2n

1 + x2
dla x ∈ R.

Ustalmy t ∈ (0, 1] i sca�lkujmy tȩ równość obustronnie po przedziale [0, t]

∫ t

0

(
arctg(x)

)′
dx =

n−1∑
j=0

(−1)j

∫ t

0

x2jdx + (−1)n

∫ t

0

x2n

1 + x2
dx.

Licza̧c każda̧ z ca�lek otrzymamy

arctg(t) =

n−1∑
j=0

(−1)j t2j

2j + 1
+ (−1)n

∫ t

0

x2n

1 + x2
dx.

Szykujemy siȩ do wykonania przj́scia granicznego przy n −→ ∞. W tym celu
skorzystamy z oszacowania, które w podobnej wersji pojawi�lo siȩ w podrozdziale
1.1

|arctg(t) −
n−1∑
j=0

(−1)j t2j

2j + 1
| =

∫ t

0

x2n

1 + x2
dx ≤

∫ t

0

x2ndx =
t2n+1

2n + 1
≤ 1

2n + 1
,

co pokazuje, że dla x ∈ [0, 1]

arctg(x) =
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

2n + 1
.
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Jest to tzw. rozwiniȩcie w szereg potȩgowy, zwany też szeregiem Taylora–Maclaurina,
funkcji arctg.

Euler zauważy�l, że szereg ten (jak i wiele mu podobnych) można poddać
pewnemu przekszta�lceniu6 w wyniku czego dostaniemy

arctg(x) =
x

1 + x2

∞∑
n=0

(2n)!!

(2n + 1)!!

( x2

1 + x2

)n

,

gdzie symbolem (2n)!! (odpowiednio (2n + 1)!!) oznaczylísmy iloczyn kolejnych
liczb parzystych (nieparzystych) od 2 do 2n (od 1 do 2n + 1). Na przyk�lad
7!! = 1 · 3 · 5 · 7 = 105, 6!! = 2 · 4 · 6 = 48.

Powyższa̧ równość przekszta�lcamy dalej. Zaczniemy od zamiany zmiennych
podstawiaja̧c x = t√

1−t2
dla t ∈ [0,

√
2

2
]. Niech liczba s ∈ (−π

2
, π

2
) bȩdzie takie, że

arctg
t√

1 − t2
= s.

Wtedy, z definicji funkcji arctg i tg oraz uwagi, że cos(s) > 0 dla wybranego s,
dostaniemy kolejno

t√
1 − t2

= tg(s) =
sin(s)

cos(s)
=

sin(s)√
cos2(s)

=
sin(s)√

1 − sin2(s)
.

Rozwia̧zuja̧c tȩ proporcjȩ otrzymamy t2 = sin2(s), ska̧d t = sin(s), bowiem t
oraz sin(s) jest nieujemne. Oznacza to, że s = arcsin(t) i dlatego

arctg
t√

1 − t2
= arcsin(t).

Aby dokonać zamiany zmiennych we wzorze na arctg musimy jeszcze wyrazić
x

1+x2 oraz x2

1+x2 za pomoca̧ t. Wygla̧da to nastȩpuja̧co

x

1 + x2
=

t√
1−t2

1 + t2

1−t2

=
t(1 − t2)√

1 − t2
= t

√
1 − t2,

x2

1 + x2
=

t2

1 − t2
(1 − t2) = t2.

Po zamianie zmiennych we wzorze na arctg dostaniemy

arcsin(t) = t
√

1 − t2
∞∑

n=0

(2n)!!

(2n + 1)!!
t2n,

6Mowa tutaj o przekszta�lceniu Eulera (patrz np. [7]). Niestety ale zaprezentowanie jego
treści wykracza poza ramy tego artyku�lu.
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albo po przekszta�lceniu

arcsin(t)√
1 − t2

=
∞∑

n=0

(2n)!!

(2n + 1)!!
t2n+1, dla t ∈

[
0,

√
2

2

]
.

Niestety, ale to nie koniec na tym. Już z dotychaczowych wyników widać, że
Euler by�l wirtuozem techniki rachunkowej. Zobaczmy, co uczyni�l dalej. Zacza̧�l
od obustronnego sca�lkowania po przedziale [0, s], gdzie s ≤

√
2

2
, ca�lkuja̧c prawa̧

stronȩ wyraz po wyrazie7, czyli

∫ s

0

arcsin(t)√
1 − t2

dt =
∞∑

n=0

(2n)!!

(2n + 1)!!

∫ s

0

t2n+1dt.

Dla pierwszej ca�lki wystarczy zauważyć, że funkcja pierwotna jest równa 1
2

(
arcsin(t)

)2

i dlatego
1

2

(
arcsin(s)

)2

=

∞∑
n=0

(2n)!!

(2n + 1)!!

s2n+2

2n + 2
.

Na szeregu wystȩpuja̧cym po prawej stronie wzoru dokonamy kolejnego przekszta�l-
cenia–zamienimy zmienne, podstawiaja̧c 2k = 2n+ 2. Wtedy wartości wskaźnika
sumacyjnego bȩda̧ zmienia�ly siȩ od 1 do ∞ i dlatego

1

2

(
arcsin(s)

)2

=
∞∑

k=1

(2k − 2)!!

(2k − 1)!!

s2k

2k
.

Świate�lko w tunelu zobaczymy, jeśli zauważymy, że cia̧g (2k−2)!!
(2k−1)!!

1
2k

można za-
pisać za pomoca̧ silni. Istotnie, z definicji operacji !! mamy

(2k − 2)!!

(2k − 1)!!

1

2k
=

2 · 4 · 6 · 8 · . . . · (2k − 2)

1 · 3 · 5 · 7 · . . . · (2k − 1) · 2k
.

Ale

2·4·6·8·. . .·(2k−2) = 2(2·2)(2·3)(2·4) . . .2(k−1) = 2k−11·2·3·4·. . .·(k−1) = 2k−1(k−1)!

Podobnie

1 · 3 · 5 · 7 · . . . · (2k − 1) · 2k =
1 · 2 · 3 · 4 · . . . · (2k − 1)2k

2 · 4 · 6 · 8 · . . . · (2k − 2)
=

(2k)!

2k(k − 1)!
.

Dlatego
(2k − 2)!!

(2k − 1)!!

1

2k
=

[(k − 1)!]2

(2k)!
22k−2.

7Oczywíscie Euler wcześniej wykaza�l, że tak można (patrz np. [7]).
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Wracaja̧c do g�lównego rachunku otrzymamy

1

2

(
arcsin(s)

)2

=
∞∑

k=1

[(k − 1)!]2

(2k)!
(2s)2k−2

lub równoważnie

2
(
arcsin(s)

)2

=

∞∑
k=1

[(k − 1)!]2

(2k)!
(2s)2k dla s ∈

[
0,

√
2

2

]
.

Przyjmuja̧c w ostatnim wzorze s = 1
2
, ponieważ sinπ

6
= 1

2
, dostaniemy

π2

18
=

∞∑
k=1

[(k − 1)!]2

(2k)!
.

Zaraz, zaraz, przecież mia�l być szereg α–harmoniczny. Domyślamy siȩ co
chcemy napisać–Euler wykaza�l, że

∞∑
n=1

1

n2
= 3

∞∑
k=1

[(k − 1)!]2

(2k)!
,

co pozwala nam ostatecznie podać treść s�lynnego wzoru Eulera

ζ(2) =

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

W rozdziale 2 wzór ten pozwoli nam rozwia̧zać ciekawy problem liczb wzglȩdnie
pierwszych.

11



1.3 Liczba πππ a liczby pierwsze

Czas aby dok�ladniej przyjrzeć siȩ funkcji dzeta Riemanna. Euler jako pierw-
szy zauważy�l, że istnieje zwia̧zek pomiȩdzy ta̧ funkcja̧ a zbiorem liczb pierw-
szych. Przypomnijmy, że liczby pierwsze to takie liczby naturalne p > 1, których
rozk�lad na czynniki pierwsze jest trywialny, czyli ma postć p = 1 · p. Dlatego na
przyk�lad liczby 2, 3, 5, 7, 11 sa̧ liczbami pierwszymi. Oznaczny zbór wszystkich
liczb pierwszych przez P. Już Euklides zauważy�l, że zbiór liczb pierwszych nie
może być skończony. Euklides rozumowa�l nastȩpuja̧co: gdyby tak nie by�lo, to
P = {p1, p2, . . . , pn}. W takim razie liczba n = p1p2 . . . pn + 1 na pewno nie
mog�laby być pierwsza, bowiem nie należy do zbioru P. Z drugiej strony, przy
dzieleniu przez każda̧ liczbȩ pierwsza̧ pj daje resztȩ 1, sta̧d jej rozk�lad na czyn-
niki pierwsze ma postać n = 1 · n. W takim razie musi być liczba̧ pierwsza̧,
co przeczy temu, że zbiór P jest skończony. Dlatego zbiór liczb pierwszych nie
jest skończony. Euklides zauważy�l wiȩcej, co przesz�lo do historii literatury przed-
miotu pod nazwa̧ twierdzenia o faktoryzacji (patrz np. [14]). Udowodni�l bowiem,
że każda̧ liczbȩ naturalna̧ n > 1 można przedstawić w postaci n = p1p2 . . . pk,
gdzie pj ∈ P, k ≥ 1 i rozk�lad ten jest jedyny.

Po tym wstȩpie wróćmy do funkcji dzeta. Ustalmy liczbȩ pierwsza̧ p. Wtedy
dla każdego s > 1, 1 < 1

ps < 1 i dlatego dla nieskończonego postȩpu geometrycz-

nego
(

1
pks

)
k≥1

mamy

1 +
1

ps
+

1

p2s
+ . . . =

1

1 − 1
ps

.

Przypuśćmy, że czynność tȩ powtórzylísmy dla n kolejnych liczb pierwszych
p1, p2, . . . , pn (pamiȩtamy, że P jest zbiorem nieskończonym). Pomnóżmy stro-
nami otrzymane równania przez siebie, czyli

( ∞∑
k1=0

1

pk1s
1

)( ∞∑
k2=0

1

pk2s
2

)
. . .

( ∞∑
kn=0

1

pkns
n

)
=

1

1 − 1
ps
1

1

1 − 1
ps
2

. . .
1

1 − 1
ps

n

.

Spójrzmy na lewa̧ stronȩ ostatniej równości. Z zasady rozdzielności mnożenia
wzglȩdem dodawania i twierdzenia o granicy iloczynu, po lewej stronie dostaniemy
sumȩ wyrażeń postaci

1

pj1s
1

1

pj2s
2

. . .
1

pjrs
r

=
1

(pj1
1 pj2

2 . . . pjr
r )s

.

Z twierdzenia Euklidesa o faktoryzacji wynika, że iloczyny pj1
1 pj2

2 . . . pjr
r gene-

ruja̧ zbiór liczb naturalnych wiȩkszych od jedności. Ponieważ w sumie po lewej
stronie jest również sk�ladnik równy 1, wiȩc lewa strona dla dostatecznie dużego
n bȩdzie mia�la postać

1 +
1

2s
+

1

3s
+ . . . +

1

ks
.
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W takim razie, przechodza̧ do granicy przy n −→ ∞ dostaniemy

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
= lim

n→∞

n∏
j=1

1

1 − 1
ps

j

.

W matematyce ostatnia̧ granicȩ nazywa siȩ iloczynem nieskończonym, co za-
pisuje siȩ symbolicznie

∏∞
j=1. Dlatego dla funkcji dzeta Riemanna mamy równość

ζ(s) =

∞∏
j=1

1

1 − 1
ps

j

dla s > 1.

W takim razie, ponieważ wiemy, że ζ(2) = π2

6
, mamy kolejna̧, należa̧ca̧ również

do Eulera, reprezentacjȩ liczby πππ, tym razem zwia̧zana̧ z liczbami pierwszymi

π2

6
=

∞∏
j=1

1

1 − 1
ps

j

.
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1.4 Iloczyn Wallisa jako reprezentacja πππ

Do tej pory g�lównie pokazywalísmy metody prowadza̧ce do wyreprezentowania li-
czy πππ za pomoca̧ szeregów liczbowych. Nie ulega wa̧tpliwości, że w zdecydowanej
wiȩkszości przypadków sta�lo siȩ to za sprawa̧ wielkiego Eulera. Nie tylko jednak
on przeszed�l do historii matematyki jako odkrywca takich zależności. Na uwagȩ
zas�luguje również oryginalny wynik J. Wallisa (1616–1703), którym w�laśnie teraz
zajmiemy siȩ. Istnieje wiele sposobów uzyskania wyniku Wallisa. Jak zwykle
prym wiedzie tutaj Euler. Metoda, która̧ zaprezentujemy wydaje siȩ być naj-
prostsza, bowiem technicznie najmniej wymagaja̧ca i trochȩ zapomniana. Tym
bardziej warta jest odświeżenia.

Pomys�l polega na tym aby skonstruować pewien regularny cia̧g liczbowy8

biora̧cy siȩ z sca�lkowania funkcji sinn. Dok�ladniej, niech

an =

∫ π
2

0

sinn(x)dx, dla n ≥ 0.

Nie ma wiȩkszego problemu z pierwszymi dwoma wyrazami tego cia̧gu, bo-
wiem a0 = π

2
oraz

a1 =

∫ π
2

0

sin(x)dx = −cos(x)]
π
2
0 = 1.

Zapamiȩtajmy te wyniki, dalej bȩda̧ nam potrzebne. W takim razie weźmy teraz
n ≥ 2. Ponieważ sinn(x) = sinn−1(x)sin(x), wiȩc mamy do czynienia z klasyczna̧
sytuacja̧–funkcja podca�lkowa jest iloczynem i możemy próbować zastosować me-
todȩ ca�lkowania przez czȩści (patrz np. [7]).

Postȩpuja̧c zgodnie z procedura̧ bierzemy rozk�lad

u = sinn−1(x), dv = sin(x)dx

du = (n − 1)sinn−2(x)cos(x), v = −cos(x).

Ze wzoru na ca�lkowanie ”przez czȩści” dostaniemy teraz

an = −cos(x)sinn−1]
π
2
0 + (n − 1)

∫ π
2

0

sinn−2(x)cos2(x)dx.

Pozwala to nam napisać

an = (n − 1)

∫ π
2

0

sinn−2(x)(1 − sin2(x))dx =

−(n − 1)

∫ π
2

0

sinn(x)dx + (n − 1)

∫ π
2

0

sinn−2(x)dx.

8Cia̧gi takie nazywamy rekurencyjnymi (patrz np. [12]).
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Po uporza̧dkowaniu dostaniemy

an = −(n − 1)an + (n − 1)

∫ π
2

0

sinn−2(x)dx,

co ostatecznie daje

an =
n − 1

n
(n − 1)

∫ π
2

0

sinn−2(x)dx =
n − 1

n
(n − 1)an−2.

Aby wyznaczyć kolejne (dla n ≥ 2) wyrazy tego cia̧gu pos�lużymy siȩ wielo-
krotnie powyższa̧ zależnościa̧. Dla n = 2 wygla̧da to prosto, bowiem

a2 =
1

2
a0 =

1

2

π

2
.

Dla n > 2 przebiega to tak

an =
n − 1

n
(n − 1)an−2 =

n − 1

n

n − 2 − 1

n − 2
an−4.

Rozważymy teraz dwa przypadki, kiedy n jest parzyste i nieparzyste. W sytuacji
pierwszej, powtarzaja̧c odpowiednia̧ ilość razy powyższy rachunek, otrzymamy

an =
n − 1

n

n − 3

n − 2

n − 5

n − 4
. . .

1

2
ao =

n − 1

n

n − 3

n − 2

n − 5

n − 4
. . .

1

2

π

2
.

Jeśli teraz n jest nieparzyste, to wygla̧da�lo to bȩdzie nastȩpuja̧co

an =
n − 1

n

n − 3

n − 2

n − 5

n − 4
. . .

2

3
a1 =

n − 1

n

n − 3

n − 2

n − 5

n − 4
. . .

2

3
.

Dalej wygodniej bȩdzie zapisać oba wzory przedstawiaja̧c liczbȩ parzysta̧ jako
2n, nieparzysta̧ 2n + 1. Otrzymamy to w wyniku podstawienia w tych wzorach
odpowiednio 2n i 2n + 1. Wtedy wyrazy parzyste cia̧gu (an) bȩda̧ mia�ly postać

a2n =
2n − 1

2n

2n − 3

2n − 2

2n − 5

2n − 4
. . .

1

2

π

2
,

natomiast nieparzyste

a2n+1 =
2n

2n + 1

2n − 2

2n − 1

2n − 4

2n − 3
. . .

2

3
.

Dla dalszego rozumowania istotne wydaje siȩ być zauważenie, że cia̧g (an)
zachowuje siȩ monotonicznie, czyli

0 < a2n+1 ≤ a2n ≤ a2n−1.
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Wynika to wprost z jego definicji i w�lasności funkcji sin dla argumentu z prze-
dzia�lu [0, π

2
]. Ponieważ wtedy sin(x) ∈ [0, 1], wiȩc

sin2n+1(x) ≤ sin2n(x) ≤ sin2n−1(x),

co z monotoniczności ca�lki uzasadnia monotoniczność cia̧gu (an).
W takim razie mamy

1 ≤ a2n

a2n+1
≤ a2n−1

a2n+1
.

Czas wykorzystać uzyskane wyniki. Z otrzymanych wzorów na a2n i a2n+1,
nierówność 1 ≤ a2n

a2n+1
wynika, że

1 ≤ 2n − 1

2n

2n − 3

2n − 2

2n − 5

2n − 4
. . .

1

2

π

2
· 2n + 1

2n

2n − 1

2n − 2

2n − 3

2n − 4
· 3

2
,

co możemy zapisać nastȩpuja̧co

1 ≤ 2n + 1

2n

2n − 1

2n

2n − 1

2n − 2

2n − 3

2n − 2

2n − 3

2n − 4
. . .

5

4

3

4

3

2

1

2

π

2
.

Analogicznie, dla ilorazu a2n−1

a2n+1
możemy zapisać

a2n−1

a2n+1

=
a2(n−1)+1

a2n+1

=
2n − 2

2n − 1

2n − 4

2n − 3

2n − 6

2n − 5
. . .

2

3
· 2n + 1

2n

2n − 1

2n − 2

2n − 3

2n − 4
. . .

3

2
,

co po skróceniu daje
a2n−1

a2n+1
=

2n + 1

2n
.

Z przedstawionych wyżej rachunków wynika, że

1 ≤ 2n + 1

2n

2n − 1

2n

2n − 1

2n − 2

2n − 3

2n − 2

2n − 3

2n − 4
. . .

5

4

3

4

3

2

1

2

π

2
≤ 2n + 1

2n
.

Z twierdzenia o trzech cia̧gach oznacza to, że

lim
n→∞

2n + 1

2n

2n − 1

2n

2n − 1

2n − 2

2n − 3

2n − 2

2n − 3

2n − 4
. . .

5

4

3

4

3

2

1

2

π

2
= 1,

co oznacza, po zmianie kolejności czynników w iloczynie, że

π

2
= lim

n→∞
2

1

2

3

4

3

4

5

6

5
. . .

2n − 2

2n − 1

2n

2n − 1

2n

2n + 1
.

Jest to sygnalizowany na wstȩpie s�lynny wzór Wallisa, przedstawiaja̧cy liczbȩ
πππ w postaci iloczynu nieskończonego. Co za zaskakuja̧ca regularność!
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1.5 Liczba πππ jako nieskończony u�lamek �lańcuchowy

Którz z nas nie s�lysza�l o zasadzie podzielności. Przecież o tym by�la mowa już w
szkole podstawowej. Przypomnijmy ja̧ aby �latwiej by�lo kontynowować rozumo-
wanie. W myśl tej zasady, dla dowolnej liczby ca�lkowitej p i naturalnej q istnieja̧
liczby ca�lkowite w, r, że

p = wq + r, gdzie r ∈ {0, 1, 2, . . . , q − 1}.

Co wiȩcej, liczby w, r o podanych w�lasnościach wyznaczone sa̧ jednoznacznie.
Mówimy wtedy, że r jest reszta̧ z dzielenia p przez q. Jeśli dodatkowo r = 0,
oznacza to, że q dzieli p.

Zasada ta pozwala zapisać każda̧ liczbȩ wymierna̧ w postaci pewnego szczegól-
nego u�lamka. Ale po kolei. Przede wszystkim zapiszmy zasadȩ podzielności w
innej, równoważnej postaci

p

q
= w +

r

q
.

Wtedy po lewej stronie tej równości mamy liczbȩ wymierna̧. Prawa strona
mówi, że liczbȩ tȩ można jednoznacznie przedstawić w postaci frakcji ca�lkowito–
liczbowej w i u�lamkowej r

q
∈ [0, 1).

Weźmy ten u�lamek, zak�ladaja̧c, że r > 0, i zapiszmy go w postaci

r

q
=

1
q
r

,

a nastȩpnie dla liczby q
r

ponownie zastosujmy zasadȩ podzielności

q

r
= w1 +

r1

q
, r1 ∈ {0, 1, . . . , r − 1}.

Po podstawieniu do u�lamka r
q

dostaniemy

r

q
=

1

w1 + r1

q

.

Procedurȩ tȩ możemy powtarzać dopóty, dopóki w i–tym kroku ri > 0, ale co
najwyżej po r krokach, z powodu, że cia̧g powsta�lych reszt (ri) jest maleja̧cym
cia̧giem liczb ca�lkowitych nieujemnych. W efekcie zastosowania tej procedury
otrzymamy

p

q
= w +

1

w1 +
1

w2 +
1

w3 + . . .
1

wj
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Drugi sk�ladnik ostatniej sumy nazywamy u�lamkiem �lańcuchowym. Prześledźmy
to jeszcze raz na przyk�ladzie liczby 99

17
. Dostaniemy kolejno

99

17
= 5 +

14

17
= 5 +

1

17

14

= 5 +
1

1 +
3

14

= 5 +
1

1 +
1

14

3

= 5 +
1

1 +
1

4 +
2

3

=

5 +
1

1 +
1

4 +
1

3

2

= 5 +
1

1 +
1

4 +
1

1 +
1

2

.

Czytelnik pewnie zastanawia siȩ czego oczekujemy od pojȩcia u�lamka �lańcu-
chowego. Przecież pos�lugiwanie siȩ tym pojȩciem jest k�lopotliwe–zajmuje sporo
czasu i miejsca na kartce papieru. Domyślamy siȩ, że powód jest i jak najszybciej
musimy o nim napisać. Przede wszystkim nie chodzi tutaj o liczby wymierne. Je
prościej jest zapisać w uk�ladzie pozycyjnym, na przyk�lad dziesiȩtnym. Skoro tak,
to bȩdziemy mówili o liczbach niewymiernych. Ale każdy u�lamek �lańcuchowy jest
liczba̧ wymierna̧, wiȩc coś jest nie tak. To też wyjaśnimy, tym razem zaczynaja̧c
od przyk�ladu, biora̧c do tego

√
2 − 1.

Bezpośrednim rachunkiem możemy sprawdzić, że
√

2 − 1 jest jedynym pier-
wiastkiem równania

x2 + 2x − 1 = 0 dla x > 0.

Równanie to zapiszemy inaczej

x2 + 2x − 1 = 0 ⇔ x(x + 2) − 1 = 0 ⇔ x =
1

x + 2
.

Z równania tego, w wyniku podstawiania w miejsce x po jego prawej stronie
wyrażenia 1

x+2
, otrzymamy

x =
1

2 +
1

x + 2

.

Wygla̧da to znajomie, przecież to jest (algebraiczny) u�lamek �lańcuchowy. Oznacz-
my prawa̧ stronȩ powyższej równości przez f1(x). Jeśli powtórzymy tȩ procedurȩ
dla równania x = f1(x), to dostaniemy

x =
1

2 +
1

2 +
1

2 + x

.
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Prawa̧ stronȩ otrzymanego równania oznaczmy przez f2(x). Porównuja̧c dwa
ostatnie równania �latwo zauważyć, że ponieważ

f2(x) = f1

( 1

x + 2

)
,

drugie równanie ma postać

x = f1

( 1

x + 2

)
.

Nietrudno sprawdzić, że jeśli procedurȩ tȩ przeprowadzimy n razy, a przez
fn(x) oznaczymy prawa̧ stronȩ otrzymanego równania

x =
1

2 +
1

2 +
1

2 +
.. .

1

2 + x

,

to
x = fn(x) dla x > 0

oraz

fn+1(x) = fn

( 1

x + 2

)

Z konstrukcji kolejnych równań wynika, że każde z nich ma to samo rozwia̧zanie
xo w zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich, mianowicie xo =

√
2−1. Z powyższego

wynika, że dla xo, cia̧g
(
fn(xo)

)
jest zbieżny do xo. Symbolicznie ostatnie stwier-

dzenie możemy zapisać nastȩpuja̧co

√
2 − 1 =

1

2 +
1

2 +
1

2 +
. . .

i nazywamy cia̧g�lym u�lamkiem �lańcuchowym.
W takim razie liczbȩ niewymierna̧

√
2 możemy wyrepreztować jako

√
2 = 1 +

1

2 +
1

2 +
1

2 +
.. .

.

Teraz wszystko jest jasne. Cia̧g�ly u�lamek �lańcuchowy pozwalaja̧cy wyrepre-
zentować liczbȩ niewymierna̧

√
2 wykazuje zadziwiaja̧ca̧ regularność, w przeci-

wieństwie do efektu zapisu dziesiȩtnego, który w ogóle, poprzez skrajna̧ nieregu-
larność, nie jest możliwy.
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I ogólnie, można udowodnić, że każda̧ liczbȩ niewymierna̧ i tylko liczbȩ nie-
wymierna̧ można przedstawić w postaci cia̧g�lego u�lamka �lańcuchowego (patrz
np. [12]). Mistrzem w reprezentowaniu liczb niewymiernych za pomoca̧ cia̧g�lych
u�lamków �lańcuchowych by�l Euler.

W przypadku liczby πππ wykaza�l (szczegó�ly pominiemy), że

π

4
=

1

1 +
12

2 +
32

2 +
52

2 +
72

2 +
92

2 +
. . .

.

Jest to jednocześnie jeden z dowodów na to, że πππ jest liczba̧ niewymierna̧.
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1.6 Liczba πππ a najpiȩkniejszy wzór matematyki

Zanim przedstawimy najpiȩkniejszy wzór matematyki, potrzebujemy jeszcze jed-
nej ważnej liczby rzeczywistej. Liczba πππ zwia̧zana jest z równie ważna̧ liczba̧,
zwana̧ liczba̧ Eulera9, która̧ symbolicznie oznaczamy litera̧ e. Domyślamy siȩ na
czym polega problem–jest ona liczba̧ niewymierna̧, co po raz pierwszy pokaza�l
Euler.10

Znanych jest kilka sposobów definiowania liczby e. Wspomnimy tutaj tylko
o tych najbardziej znanych.

1. Liczbȩ e definiuje siȩ11 jako granicȩ cia̧gu rosna̧cego i ograniczonego z góry
(an), gdzie

an =
(

1 +
1

n

)n

.

Wiȩkszość Czytelników tego tekstu zapewne w takich okolicznościach z ta̧
liczba̧ zapozna�la siȩ.

2. O wiele mocniejszym wynikiem jest przedstawienie liczby e jako sumy nastȩ-
puja̧cego szeregu liczbowego12

e =
∞∑

n=0

1

n!
.

Argumentów, że tak jest jest wiele. Jednym z nich jest szybkość zbieżności
tego szerego do e, która jest nieporównywanie wiȩksza, aniżeli cia̧gu (an).
Kolejny, koronny argument wykorzystuje ten szereg do zdefiniowania jednej
z najważniejszych funkcji elementarnych, tzw. eksponenty, czyli funkcji

R � x −→ ex =
∞∑

n=0

xn

n!
.

3. Niech f oznacza funkcjȩ rzeczywista̧ różna̧ od sta�lej i różniczkowalna̧, dla
której

f ′(x) = f(x) dla wszystkich rzeczywistych x.

Wtedy f musi być eksponenta̧.

4. Weźmy funkcjȩ f dana̧ wzorem

[1,∞) � x −→
∫ x

1

1

t
dt.

Wówczas jedynym rozwia̧zaniem równania f(x) = 1 jest liczba e.

9Czasami nazywana jest liczba̧ Nepera. J. Napier (Neper) (1550–1617), szkocki w�laściciel
ziemski jest odkrywca̧ logarytmów naturalnych, które w podstawie mia�ly liczbȩ e.

10Jest nawet przestȩpna, co wykaza�l Ch. Hermite (1822–1901).Z prac Hermite’a korzysta�l
później Lindemann dowodza̧c przestȩpności liczby πππ.

11Po raz pierwszy zrobi�l to J. Bernoulli (1667-1748)
12Wynik ten należy do Eulera. Od 1728 r. liczba ta oznaczana jest symbolem e.
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Istnieje ścis�ly zwia̧zek pomiȩdzy tymi dwiema ważnymi liczbami. Po raz
pierwszy dostrzeg�l to A. de Moivre (1667–1754) pokazuja̧c, że wynik operacji n!

jest asymptotycznie równy cnn+ 1
2 e−n, dla pewnej sta�lej rzeczywistej c. Oznacza,

to że
n!

cnn+ 1
2 e−n

−→ 1.

Nastȩpnie J. Stirling (1692–1770) poprawi�l ten wynik pokazuja̧c, ze sta�la c we
wzorze de Moivre’a jest równa

√
2π. Wynik ten przeszed�l do historii jako tzw.

wzór Stirlinga w postaci

n! ≈
(n

e

)n√
2πn

albo równoważnie

lim
n→∞

n!√
2πn(n

e
)n

= 1.

Sta̧d już ma�ly krok do sygnalizowanej zależności pomiȩdzy liczbami πππ i e,

e = lim
n→∞

n
(√2πn

n!

) 1
n
.

Po tych dywagacjach na temat liczby Eulera możemy wrócić do wyjaśnienia
co rozumiemy przez najpiȩkniejszy wzór w matematyce. Zwia̧zane to jest z ko-
lejnym wielkim odkryciem, sformalizowanym przez Gaussa i W.R. Hamiltona
(1805–1865), a dotycza̧cym cia�la liczb zespolonych13. Jest rzecza̧ zdumiewaja̧ca̧,
że Gaussowi brak�lo wyobraźni i poprzesta�l na algebraicznym opisie liczb zespo-
lonych, nie zauważaja̧c potrzeby wykorzystania ich interpretacji geometrycznej,
aczkolwiek w literaturze mówi siȩ o p�laszczyźnie Gaussa.14

Spojrzenie na liczby zespolone z perspektywy geometrii spowodowa�lo, że do-
tychczasowy kartezjański uk�lad wspó�lrzȩdnych należa�lo zasta̧pić uk�ladem polar-
nym, zwanym też biegunowym. W uk�ladzie takim każda̧ liczbȩ zespolona̧ z rozu-
miana̧ jako punkt p�laszczyzny zespolonej można jednoznacznie opisać para̧ liczb:

• ρ–jej odleg�lościa̧ od ustalonego punktu, zwana̧ modu�lem |z|
• ϕ–jej azymutem liczonym wzglȩdem ustalonej pó�lprostej, zwanej argumen-

tem g�lównym argz.

Doprowadzi�lo to do postaci wyk�ladniczej liczby zespolonej, która̧ po raz pierw-
szy metodami czysto analitycznymi uzyska�l Euler15

13Liczby zespolone odkry�l o wiele wcześniej Girolamo Cardan (1501–1576), który nie wierza̧c
w rzeczywiste istnienie odkrytych liczb, liczbie zespolonej i nada�l nazwȩ jedności urojonej.

14Zauważy�l to po raz pierwszy matematyk norwesko–duński J.H. Wessel (1745–1818).
15Euler również nigdy nie widzia�l interpretacji geometrycznej przedstawionej na rys. 2.

W serwisie YouTube http://www.youtube.com/watch?v = zApx1UlkpNs & feature, na
temat tego wzoru zamieszczono film pokazuja̧cy dowód wzoru Eulera.
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z = ρeiϕ = ρ(cos(ϕ) + isin(ϕ)),

gdzie i oznacza jedność urojona̧ wprowadzona̧ przez G. Cardano (patrz 11).

Rysunek 2: ilustracja geometryczna wzoru Eulera dla ρ = 1

Podstawmy we wzorze Eulera ρ = 1, ϕ = π. Dostaniemy wtedy

eiπππ + 1 = 0.

Oto najpiȩkniejszy wzór matematyki! Urzeka swoja̧ prostota̧ i przejrzystościa̧.
�La̧czy on w sobie wysi�lek intelektualny wielu pokoleń matematyków. Poka-
zuje si�lȩ i skuteczność rozumowania opartego na starej regule arystotelowskiej
pos�luguja̧cej siȩ tylko prawda̧ i fa�lszem. Kojarzy teoriȩ liczb z zaawansowanymi
metodami teorii funkcji rzeczywistych, geometriȩ z abstrakcyjna̧ struktura̧ cia�la
zespolonego. Znalaz�lo siȩ w nim miejsce na piȩć najważniejszych liczb, bowiem
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• liczby 0 i 1 stanowia̧ fundament arytmetyki liczb wymiernych, jako elementy
neutralne dwóch dzia�lań arytmetycznych: dodawania i mnożenia. Bez tych
liczb nie by�loby liczb przeciwnych, a wiȩc i ujemnych oraz odwrotnych, czyli
u�lamków,

• o roli liczby πππ wiemy już dostatecznie dużo i darujemy sobie dodatkowe
komentarze’

• znaczenie liczby Eulera jest przeogromne. Wspomnielísmy o eksponencie,
wzorze Stirlinga. Należy również wspomnieć np. o logarytmie naturalnym,
czy rozk�ladzie normalnym jako centralnym w teorii prawdopodobieństwa,

• uzupe�lnienie zbioru {0, 1} liczba̧ i pozwoli�lo wykonać, jak pokaza�l to Ha-
milton i Gauss, konstrukcjȩ, która rozszerzy�la cia�lo liczb rzeczywistych do
cia�la liczbowego, dla którego każde równanie algebraiczne nad tym cia�lem
ma co najmniej jeden pierwiastek.16

Na koniec powinnísmy wyraźnie podkreślić, że zbiór ”ważnych” liczb w mate-
matyce jest o wiele obszerniejszy. Należa̧ do nich na pewno liczby: Fibonacciego,
Fermata, Bernoulliego, Catalana, Mersenne’a, Stirlinga, sta�la Eulera i wiele in-
nych (patrz np. [12]).

16Jest to s�lynne Podstawowe Twierdzenie Algebry Gaussa, które oznacza, że cia�lo liczb
zespolonych jest algebraicznie domkniȩte.
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2 Liczba πππ w teorii prawdopodobieństwa

W rozdzia�le 1 explicite pokazalísmy koneksje liczby πππ z geometria̧, teoria̧ liczb
ca�lkowitych i rzeczywistych, algebra̧ abstrakcyjna̧, teoria̧ liczb zespolonych, teoria̧
funkcji rzeczywistych. Należy stwierdzić, że zwia̧zki te z powodu natury obiektu,
którym interesujemy siȩ nie powinny nikogo dziwić–można siȩ by�lo tego spo-
dziewać. Natomiast to o czym chcemy napisać teraz jest już o wiele mniej intu-
icyjne. Okazuje siȩ bowiem, że naturalnym środowiskiem liczby πππ jest również
teoria prawdopodobieństwa. Spróbujemy pokazać ten fenomen na przyk�ladzie
czterech problemów.

2.1 Liczba πππ a krzywa dzwonowa Gaussa

Weźmy nastȩpuja̧ca̧ funkcjȩ

f(x) =
1√
2π

e−
x2

2 dla x ∈ R,

której wykres przedstawia rys. 317 .

Rysunek 3: funkcja dzwonowa Joufretta

17W literaturze nies�lusznie nazywana funkcja̧ dzwonowa̧ Gaussa. Termin ten pochodzi od
francuskiego oficera–artylerzysty, E. Joufretta (1837–?) z 1872 r.
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Okazuje siȩ,18 że dla tej funkcji

∫ +∞

−∞
e−

x2

2 dx =
√

2π,

co oznacza, że funkcja dzwonowa może być traktowana jako gȩstość cia̧g�lego
rozk�ladu prawdopodobieństwa (patrz np. [6]). Rozk�ladem tym jako pierwszy
pos�lugiwa�l siȩ de Moivre w 1773 r. Jego oficjalna nazwa, jako rozk�ladu normal-
nego ukuta zosta�la w 1875 r. przez CH. S. Peirece’a (1839–1914), F. Galtona
(1822–1911) i W. Lexisa (1837–1914). Tymczasem, jeśli zajrzymy do dowolnego
podrȩcznika z teorii prawdopodobieństwa, zauważymy, że synonimem nazwy tego
rozk�ladu jest rozk�lad Gaussa. Niektórzy mówia̧, że zadzia�la�lo w tym wypadku
jedno z praw Murphy’ego, tzw. prawo Stingera.19 Myślȩ, że Czytelnik wyba-
czy, jeśli wstrzymamy siȩ od skomentowania tego przypadku. Z drugiej strony
powinnísmy mieć świadomość, że co jak co, ale Gauss na to sobie zas�luży�l!

Znaczenie liczby πππ w omawianej sytuacji sprowadza siȩ do roli czynnika nor-

muja̧cego dla funkcji e−
x2

2 , bez którego funkcja ta nie może być funkcja̧ gȩstości
żadnego rozk�ladu prawdopodobieństwa. Z drugiej strony, jak zauważyli to już
de Moivre i P.S. Laplace (1749–1827), w przypadku rozk�ladów dyskretnych, a
uogólnione zosta�lo na klasȩ dowolnych rozk�ladów posiadaja̧cych drugi moment,20

rozk�lad ten jest rozk�ladem granicznym dla cia̧gu uśrednionych niezależnych kopii
danego rozk�ladu. Jest to fundamentalne twierdzenie klasycznej teorii prawdo-
bodobieństwa t�lumacza̧ce konsekwencje stochastycznego (czyli losowego) opisu
zjawisk. Wbrew obawom wynikaja̧cym z intuicyjnego pojmowania zjawiska loso-
wego, natura losowa wykazuje jednak różne przejawy regularności. Jedna̧ z nich
w�laśnie opisuje s�lynne CTG.

18Co wcale nie jest takie oczywiste, bowiem funkcja pierwotna funkcji e−
x2
2 nie jest funkcja̧

elementarna̧. Oznacza to, że przy liczeniu tej ca�lki nie można korzystać ze standardowego
twierdzenia Riemanna-Newtona–Liebnitza (patrz np. [6])

19Brzmi ono ”W�la̧czone do kontaktu, lepiej dzia�la”.
20Mowa tutaj jest o twierdzeniu Lindenberga–Lévy’ego, zwanym Centralnym Twierdzeniem

Granicznym (CTG) (patrz np. [6]).
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2.2 Problem geometryczny jako zjawisko losowe

Przypuśćmy, że z odcinka [0, 1] losowo wybieramy dwie liczby a, b.21. Należy
rozstrzygna̧ć jakie jest prawdopodobieństwo, że można zbudować trójka̧t rozwar-
toka̧tny, którego odpowiednie boki maja̧ d�lugości równe a, b, 1.

Tak jak zawsze w takim przypadku, analizȩ problemu zaczniemy od skonstru-
owania przestrzeni probabilistycznej, która pozwoli nam opisać zjawisko stricte
natury geometrycznej, jȩzykiem teorii prawdopodobieństwa. Z punktu widze-
nia obserwacji przedstawionego eksperymentu,22 wynikiem powinny być obie.
Ponieważ dopuszczamy sytuacjȩ, że moga̧ być one jednakowe, nie możemy do
tego celu użyć opisu mnogościowego. Dlatego, aby je od siebie odróżnić musimy
ustawić je w cia̧g, np. (a, b). To z kolei nie powinno oznaczać, że w takiej ko-
lejności liczby te by�ly wylosowane. Po wylosowaniu obu i zapamiȩtaniu wyniku
losowania, na pierwszym miejscu odnotowujemy liczbȩ, która ma nazwȩ a. Para
ta bȩdzie zdarzeniem elementarnym konstruowanej przestrzeni probabilistycznej,
czyli

ω = (a, b).

W takim razie przestrzeń wszystkich zdarzeń elementarnych Ω bȩdzie mia�la
postać

Ω = {ω = (a, b) : a, b ∈ [0, 1]}.
Zobaczmy jak bȩdzie wygla̧da�lo zdarzenie, opisuja̧ce w jȩzyku teorii prawdo-

podobiństwa, powstanie figury p�laskiej–trójka̧ta rozwartoka̧tnego. Ponieważ w
każdym trójka̧cie suma d�lugości dwóch dowolnych jego boków jest wiȩksza od
d�lugości boku pozosta�lego, trójka̧t ten (jako rozwartoka̧tny) musi wygla̧dać tak
jak przedstatwiono to na rys.4.

Z powyższej uwagi wynika, że wylosowane liczby a, b ∈ [0, 1] musza̧ być takie,
że a + b > 1. Niech A oznacza zdarzenie, że w wyniku wylosowania liczb powsta�l
trójka̧t rozwartoka̧tny. Wtedy

ω ∈ A ⇒ ω = (a, b) ∈ Ω: b > 1 − a.

Z drugiej strony, jeśli z liczb a, b, 1 ma powatć trójka̧t jak na rys. 4, to ich
d�lugości musza̧ być takie, że a + b > 1 oraz

1 = a2 + b2 − 2ab cos(β),

gdzie β jest miara̧ ka̧ta rozwartego w tym trójka̧cie23. Ale wtedy cos(β) < 0
i dlatego

a2 + b2 < 1.

21Losowo oznacza, że ich wybór nie jest konsekwencja̧ żadnego planu. Ważne natomiast
jest to, czy wybieramy je w kolejności jena̧ po drugiej, czy obie na raz, bowiem to drugie
oznacza, że implicite zak�ladamy, że wybrane liczby sa̧ różne. Umówimy siȩ, że obowia̧zuje
pierwszy wariant wyboru, ale nie jest ważna kolejność tak wylosowanych liczb.

22Tak nazwalísmy losowanie dwóch liczb z odcinka.
23Jest to zmame twierdzenie cosinusów.
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A B
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Rysunek 4: trójka̧t rozwartoka̧tny o bokach a, b, 1

Pokazalísmy tym samym, że

A = {ω ∈ Ω: b > 1 − a i a2 + b2 < 1}.

Oznacza to, że zdarzenie A jest podzbiorem borelowskim iloczynu kartezjań-
skiego [0, 1] × [0, 1] i dlatego σ–cia�lo wszystkich zdarzeń jest rodzina̧ wszystkich
podzbiorów borelowskich. Mamy wiȩc do czynienia z modelem geometrycznym
p�laskim przestrzeni probabilistycznej. W szczególności oznacza to, że P (A)–
prawdopodobieństwo zdarzenia A liczymy wed�lug regu�ly

P (A) =
|A|
|Ω| ,

gdzie symbolem | | oznaczylísmy pole odpowiedniej figury p�laskiej. Nietrudno
zauważyć, że |A| = π

4
− 1

2
i dlatego P (A) = π

4
− 1

2
.

To, że liczba πππ pojawi�la siȩ akurat w rozwia̧niu tego problemu nie powinno
być zaskoczeniem–przecież by�l to problem zwia̧zany z geometria̧ p�laszczyzny. Jak
zobaczymy, kolejny problem bȩdzie już mniej intuicyjny i wymaga wiȩkszej uwagi.
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Rysunek 5: interpretacja geometryczna zdarzenia dla problemu trójka̧ta

2.3 Ig�la Buffona też potrzebuje liczby πππ

Wyobraźmy sobie, że mamy do dyspozycji p�laszczyznȩ, na której usytuowano w
odleg�lości d proste równoleg�le. Eksperyment polega na tym, że opuszczamy na
tȩ p�laszczyznȩ ig�lȩ tej samej d�lugości co d. Doświadczenie przebiega prawid�lowo,
jeśli ig�la na skutek upadku bȩdzie leża�la na powierzchni p�laszczyzny.

Problem ig�ly Buffona24 sprowadza siȩ do nastȩpuja̧cego pytania:

z jakim prawdopodobieństwem ig�la po upadku przetnie prosta̧ na tej
p�laszczyźnie?

Zanim przejdziemy do opisu modelu probabilistycznego tego doświadczenia,
zwrócimy uwagȩ jeszcze kilka szczegó�lów.

1. Termin ,,przetnie” wyklucza zjawisko dotknie, zatem ig�la może przecia̧ć co
najwyżej jedna̧ taka̧ liniȩ.

24W�laściwie George–Louis Leclerc hrabia Buffon. Problem ten Leclerc sformu�lowa�l po raz
pierwszy w 1773 r., rozwia̧za�l dopiero cztery lata później.
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2. Umówimy siȩ, że eksperymentator wykonuja̧cy rzuty ig�la̧ i odczytuja̧cy jej
po�lożenie po upadku zajmuje sta�la̧ orientacjȩ wzglȩdem lini na p�laszczyźnie.
Za�lóżmy, że jego wzrok przecina te linie prostopadle.

3. Jeśli ig�la upadnie, to w przypadku kiedy nie jest prostopad�la do lini, bȩdziemy
wyróżniali jej lewy koniec, w przeciwnym razie jej dolny koniec.

Możemy teraz określić uk�lad odniesienia, który pozwoli nam na opis leża̧cej
po upadku ig�ly na p�laszczyźnie.

Uk�ladem tym bȩdzie ta (jedyna) prosta, która znajduje siȩ poniżej wyróż-
nionego końca naszej ig�ly. Sam opis po�lożenia ig�ly bȩdzie polega�l na podaniu
wartości dwóch liczb (x, α), gdzie

x oznacza odleg�lość końca ig�ly od tej prostej,

α jest miara̧ konta skierowanego liczonego od tej prostej, w kierunku

przeciwnym do wskazówek zegara, do prostej wyznaczonej przez ig�lȩ.

Taki opis po�lożenia ig�ly, czyli opis wyniku doświadczenia bȩdzie zdarzeniem
elementarnym. Zatem

Ω = {ω = (x, α) : x ∈ (0, d), α ∈ [0, π)}.
Niech A opisuje sytuacjȩ, kiedy w wyniku poprawnie przeprowadzonego ekspery-
mentu ig�la przetnie jedna̧ z lini.

Zauważmy, że

ω ∈ A ⇔ x + d sin α > d, dla α ∈ (0, π),

czyli

A = {(x, α) : α ∈ (0, π), x = x(α) ∈ (d(1 − sin α), d)}.

Zbiór ten jest podzbiorem borelowskim p�laszczyzny i mamy do czynienia, jak
w poprzednim ppodrozdziale, z dwuwymiarowym modelem geometrycznym.

Z drugiej strony z teorii ca�lki dobrze wiadomo, że jest to tzw. trapez krzy-
woliniowy (rys. 6), a jego wielkość, czyli pole, można obliczyć za pomoca̧ ca�lki,
dlatego

P (A) =
1

πd

∫ π

0

(d − d(1 − sin α))dα =
d

πd

∫ d

0

sin αdα =
2

π
.
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Rysunek 6: interpretacja geometryczna zdarzenia dla problemu Buffona

Teraz wszystko jest jasne i nikogo nie powinno dziwić, że liczba πππ pojawia siȩ
w rozwia̧zaniu problemu Buffona. Opis probabilistyczny podkreśla zwia̧zek rzutu
ig�la̧ z geometria̧–obrotem ig�ly zauważanym z punktu widzenia lini horyzontalnych
pokrywaja̧cych p�laszczyznȩ.
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2.4 Losowanie liczb wzglȩdnie pierwszych a liczba π

Zaczniemy od definicji. Powiemy, że dwie liczby ca�lkowite p, q sa̧ wzglȩdnie pierw-
sze, jeśli ich najwiȩkszym wspólnym dzielnikiem jest liczba 1. Na przyk�lad 4 i
8 nie sa̧ wzglȩdnie pierwsze, natomiast −7 i 9 sa̧ wzglȩdnie pierwsze. Wprost
z definicji każde dwie liczby pierwsze musza̧ być wzglȩdnie pierwsze. Ponadto,
�latwo uzasadnić25, że dwie kolejne liczby naturalne też sa̧ wzglȩdnie pierwsze.
Mimo, że nie każde dwie liczby naturalne p, q sa̧ wzglȩdnie pierwsze, to zawsze
dziela̧c obie przez ich najwiȩkszy wspólny dzielnik, dostaniemy dwie liczby p′, q′,
które już wzglȩdnie pierwsze sa̧. Ponadto, jeśli każda z liczb nie dzieli siȩ przez
liczbȩ pierwsza̧, to tak wybrane liczby musza̧ być wzglȩdnie pierwsze. Dalej sko-
rzystamy z tej praktycznej uwagi. Umówimy siȩ, że ograniczymy siȩ tylko do
zbioru liczb naturalnych.

Za�lóżmy, że wybór pary liczb bȩdziemy traktowali jako zdarzenie elementarne.
Ponieważ interesuja̧ nas tylo różne wylosowane liczby oraz nie ma powodów aby
spośród wylosowanych wyróżnić jedna̧ z nich, przyjmiemy, że ω = {a, b}. Niech A
oznacza zdarzenie, że wylosowana para liczb jest wzglȩdnia pierwsza. Postawmy
formalne pytanie

jakie jest prawdopodobieństwo zdarzenia A?

Jeśli chcemy odnieść siȩ do tego pytania, to musimy ustalić model probabi-
listyczny opisuja̧cy omawiane zjawisko. Wiemy już, że Ω jest zbiorem wszyst-
kich dwu–elementowych podzbiorów {n, m}, rodzina wszystkich możliwych zda-
rzeń jest rodzina̧ wszystkich podzbiorów Ω. Pozostaje problem funkcji praw-
dopodobieństwa P . Ponieważ nie ma powodu aby jakaś wylosowana para by�la
wyróżniona, należy przyja̧ć, że w tym modelu dla każdej ω ∈ Ω, P ({ω}) jest
jednakowe26. Ponieważ Ω nie jest zbiorem skończonym, wiȩc gdyby P ({ω}) > 0,
P (Ω) > 1, co jak dobrze wiemy jest niemożliwe. Oznacza to, że nie mamy żadnych
teoretycznych podstaw twierdzić a priori, że wybór pary liczb można opisać mo-
delem probabilistycznym i na tej podstawie odpowiedzić na postawione pytanie.
Jak wykazalísmy wyżej, takiego modelu po prostu nie ma, bowiem nie istnieje
nieskończony model jednorodny.

Można jednak pozostać przy opisie probabilistycznym dyskutowanego zjawi-
ska, o ile za�lożymy, że wybór pary liczb bȩdzie odbywa�l siȩ ze skończonego pod-
zbioru zbioru liczb naturalnych. Z formalnego punktu widzenia bȩdziemy mieli
wtedy do czynienia z cia̧giem przestrzeni probabilistycznych (Ωn, Σn, Pn) oraz
cia̧giem zdarzeń An ∈ Σn, gdzie An = A ∩ Ωn,

⋃
An = A i cia̧g Pn(An) −→ p

dla pewnej liczby p ∈ (0, 1). Wtedy liczbȩ p tak skonstruowana̧ możemy na-
zwać asymptotycznym prawdopodobieństwem zdarzenia A. Powinnísmy jednak
pamiȩtać, że liczba ta nie jest prawdopodbieństwem w rozumieniu teorii praw-
dopodbieństwa. Tak też bȩdziemy rozumieli postawiony na wstȩpie problem.

25Wystarczy skorzystać z zasady podzielności.
26Taki model probabilistyczny nazywamy dyskretnym, jednorodnym (patrz np. [13]).
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Poniżej w szczegó�lach podamy sposób wyliczenia wyrazów cia̧gu Pn(An) i jego
granicy p, która jak domyślamy siȩ, zwia̧zana jest z liczba̧ πππ.

Ustalmy w tym celu liczbȩ naturalna̧ n ≥ 2 i weźmy pod uwagȩ cia̧g zbiorów

Ωn –rodzina wszystkich dwu–elementowych podzbiorów {1, 2, . . . , n}
z σ–cia�lem zdarzeń Σn z�lożonym ze wszystkich podzbiorów Ωn i prawdopodo-
bieństwem klasycznym Pn. Przez Pn oznaczmy zbiór wszystkich liczb pierwszych
mniejszych od n. Dla ustalonej liczby pierwszej p ∈ Pn, niech Ap,n oznacza zda-
rzenie w Σn z�lożone z tych zdarzeń elementarnych ω = {m, k} ∈ Ωn, że liczba p
nie dzieli m i k. Dalej, celem uproszczenia obliczeń za�lożymy, że

n ∈ {p1p2, p1p2p3, . . .},
gdzie przez pj oznaczylísmy kolejne liczby pierwsze.

Ustalmy takie n i liczbȩ pierwsza̧ pj < n. Z definicji liczb wzglȩdnie pierwszych
(pisalísmy o tym na wstȩpie) wynika, że

⋂
pj∈Pn

An,pj
= {ω ∈ Ωn : ω = {m, k} oraz pj nie dzieli żadnej z nich}.

Dlatego

A ∩ Ωn = An =
⋂

pj∈Pn

An,pj
.

Obliczymy najpierw Pn(An,p). W tym celu obliczymy prawdopodobieństwo
zdarzenia przeciwnego. Ze wzoru na prawdopodobieństwo klasyczne mamy

Pn(Ac
n,pj

) =
|Ac

n,pj
|

|Ωn| .

Z opisu zdarzeń elementarnych wynika, że Ωn jest zbiorem wszystkich dwu–
elementowych kombinacji zbioru n–elementowego, dlatego |Ωn| =

(
n
2

)
. Zliczymy

elementy zbioru Ac
n,pj

. Z definicji elementy te sa̧ postaci

ω = {m, k}, gdzie pj dzieli obie liczby m, k.

Dla wygody za�lóżmy, że m > k (wiemy, że zawsze sa̧ różne). Oznacza to, że
jeśli

m ∈ {pj , 2pj, . . . , spj} ⊂ {1, 2, . . . , n},
gdzie z za�lożenia o wyborze n, n = spj dla pewnej liczby s. Jeśli teraz wybierzemy
m = lpj (l = 1, 2, . . . , s), to takiemu wyborowi odpowiada wybór liczby k też
podzielnej przez pj na l − 1 sposobów. Oznacza to, że

|Ac
n,pj

| = 0 + 1 + 2 + . . . + s − 1 =
s

2
(s − 1).
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Sta̧d

Pn(Ac
n,pj

) =
s
2
(s − 1)(

n
2

) ,

co po uproszczeniu daje

Pn(Ac
n,pj

) =
s(s − 1)

n(n − 2)
, ska̧d Pn(An,pj

) = 1 − s(s − 1)

n(n − 2)
.

Porównamy teraz wyliczone prawdopodobieństwo zdarzenia An,pj
z iloczynem∏

pj∈Pn

(
1 − 1

p2
j

)
. Można pokazać,27 że obowia̧zuje oszacowanie

1 − 1

p2
j

≤ Pn(Ac
n,pj

) ≤ 1 −
( 1

p2
j

)
γn(pj),

co po przemnożeniu stronami dla kolejnych liczb pierwszych pj ∈ Pn oznacza, że

∏
pj∈Pn

(
1 − 1

p2
j

)
≤

∏
pj∈Pn

Pn(Ac
n,pj

) ≤
∏

pj∈Pn

(
1 − 1

p2
j

) ∏
pj∈Pn

γn(pj),

gdzie cia̧g
∏

pj∈Pn
γn(pj) jest zbieżny do jedności.

Domyślamy siȩ co wydarzy siȩ teraz. Można udowodnić, że28

Pn(A ∩ Ωn) = Pn(An) = Pn(
⋂

pj∈Pn

An,pj
) =

∏
pj∈Pn

Pn(Ac
n,pj

).

Ostatecznie pozwala to nam napisać nastȩpuja̧ce przybliżenie

Pn(A ∩ Ωn) ≈
∏

pj∈Pn

(
1 − 1

p2
j

)
.

Musimy sobie teraz przypomnieć wynik z podrozdzia�lu 1.3, stwierdzaja̧cy, że

iloczyn
∏

pj∈Pn

(
1 − 1

p2
j

)
zbieżny jest do 1

ζ(2)
= 6

π2 . W takim razie dostaniemy

Pn(A ∩ Ωn) ≈ p =
6

π2
,

albo precyzyjniej

Pn(A ∩ Ωn) −→ p =
6

π2
.

Przyznać trzeba, że wyniki ten jest zdumiewaja̧cy z punktu widzenia obecności
liczby πππ. Z drugiej strony należy też stwierdzić, że droga jaka do niego prowadzi
wcale nie jest �latwa. Pominȩlísmy przecież sporo szczegó�lów w przedstawionym
rozumowaniu oraz skorzystalísmy z wielu faktów Taka jest w�laśnie matematyka!

27Szczegó�ly tego elementarnego rachunku pominȩlísmy. Czytelnika zachȩcamy mimo
wszystko do jego powtórzenia.

28Wzór ten ma swoja̧ interpretacjȩ probabilistyczna̧. Równość ta oznacza, że wystȩpuja̧ce w
niej zdarzenia sa̧ stochastycznie niezależne.
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3 Zakończenie

Zamiarem naszym by�lo pokazanie, w miarȩ w przestȩpny sposób, podstawowych
faktów zwia̧zanych z liczba̧ πππ. Zależa�lo nam na tym, aby w miarȩ zrobić to
wszechstronnie, zarówno uwzglȩdniaja̧c stronȩ merytoryczna̧ zagadnienia jak i
nie mniej ważny aspekt historyczny. Zdajemy sobie doskonale sprawȩ, że o wielu
problemach nie napisalísmy, że pominȩlísmy inne ważne29, wk�lad innych nie wy-
mienionych tutaj uczonych. Jasne jest, że na czterdziestu paru stronach jest to
niemożliwe. Oczywíscie literatura przedmiotu zwia̧zana ba̧dź poświȩcona oma-
wianej tematyce jest bardzo obszerna. Czytelnika bardzo zachȩcamy do dalszego
studiowania. Mamy nadziejȩ, że artyku�l ten spe�lni swoja̧ rolȩ–po jego lekturze
Czytelnik zauważy piȩkno matematyki oraz jej moc. Zrozumie, że jej studiowanie
wymaga, owszem sporego zaangażowania i wysi�lku intelektualnego, ale warto to
robić. Zauważy też fenomen, który dobrze jest widoczny z perspektywy historii
matematyki i nie tylko, polegaja̧cy na tym, że byty kilkanastu ludzkich pokoleń
potrafi po�la̧czyć produkt ludzkiego rozumu. Ta, nazwijmy ja̧, zasada cia̧g�lości
jest kluczowa dla Cz�lowieka. Jest gwarancja̧, że wk�lad jednostki ma charakter
ponad czasowy i z tego punktu widzenia jest uniwersalny.

Dlatego uznalísmy, że tym najwiȩkszym winni jesteśmy pamiȩć, zamieszczaja̧c
w ostatnim rozdziale coś w rodzaju galerii ich portretów. Czytelnika zachȩcamy
do lektury pozycji o charakterze historycznym cytowanych w tym artykule celem
wzbogacenia wiedzy o naszych bohaterach.

29Chociażby s�lynna̧ zasadȩ nieoznaczości Heisenberga, czy też równanie pola grawitacyjnego
ogólnej teorii wzglȩdności Einsteina (patrz np. [15])
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4 Galeria matematyków zwia̧zanych z liczba̧ πππ

Rysunek 7: Euklides (365–300 BC) Archimedes (287–212 BC)

Rysunek 8: G. Cardano (1501–1576) L. van Ceulen (1540–1610)
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Rysunek 9: P. Fermat (1601–1665) J.Wallis (1616–1703)

Rysunek 10: I. Newton (1643–1727) G.W. Leibniz (1646–1716)
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Rysunek 11: J. Bernoulli (1667–1748) A. de Moivre (1667–1754)

Rysunek 12: W. Jones (1675–1749) B. Taylor (1685–1731)
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Rysunek 13: L. Euler (1707–1783) J.H. Lambert (1728–1777)

Rysunek 14: P. Laplace (1749–1827) J.B.J. Fourier (1768–1830)
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Rysunek 15: C.F. Gauss (1777–1855) A.L. Cauchy (1789–1857)

Rysunek 16: W.R. Hamilton (1805–1865) Ch. Hermite (1822–1901)
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Rysunek 17: B. Riemann (1826–1866) F. von Lindemann (1852–1939)

Rysunek 18: J. Hadamard (1865–1963) S. Ramanujan (1887–1920)
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