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1  Wstep

Zbior liczb rzeczywistych R ma wazng w zastosowaniach, dobrze znana wtasnosé
— kazde dwie liczby rzeczywiste r1, 7o € R mozna ze sobg poréwnaé¢, bowiem?

albo r; = ry, albo r; < ry, albo ry < rq.

Konsekwencja tej wlasnosci jest jego liniowa struktura znana jako prosta rzeczy-
wista przedstawiana jak na rysunku 1.

Rysunek 1: ilustracja prostej rzeczywistej

Okazuje sie, o czym przekonamy sie dalej, ze w strukture te wpisany jest
powazny defekt, ktory dobrze opisany jest ponizszym réwnaniem

?+1=0, z€R. (1)

Roéwnanie (1) nie ma rozwiazania w zbiorze R, nie dlatego, ze nie jest znana me-
toda jego rozwiazania, ale dlatego, ze zbior z ktoérego to rozwiazanie ma pochodzié
sie jest za maly!

1Jest to znana zasada trichotomii.
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Dalej pokzemy w jaki sposob ten defekt mozna wyeliminowaé. Doprowadzi to
do nowej jakosci, ktorej poswiecone jest to opracowanie — pojecia ciata algebra-
icznego.?

2 Cialo algebraiczne

Aby osiagnaé¢ efekt powiekszenia zbioru liczb rzeczywistych oraz korzysci wy-
nikajace z tego, na problem powiekszenia zbioru R musimy spojrze¢ z szerszej
perspektywy. W przypadku zbioru R wazna jest nie tylko sama mnogosé, ale
i cos, co w matematyce nazywane jest strukturqg algebraiczng. Na te strukture
sktadaja sie:

1. dwa dziatania® oznaczane symbolami ,,+” oraz ,,-” ze swoimi wlasnosciami,
2. dwie wyrdznione liczby: 01 1,

co przedstawiono w tabeli 1.

wtasnosé +
przemiennosé a+b=b+a ab = ba
tacznosé (a+b)+c=a+(b+c) (ab)c = a(bc)
przeciwnosé a+b=0&b=—a
b jako przeciwny do a
odwrotnosé ab=1sb=a""
b jako odwrotny do a # 0

Tablica 1: Wlasnosci dziatan

Biorac teraz (R, +,-,0,1) jako calosé, o wtasnosciach przedstawionych w ta-
beli 1, wraz z wtasnoscia rozdzielania dziatania ,,-” wzgledem ,,+", méwimy, ze
mamy do czynienia ze strukturg algebraiczng typo ciato, doktadniej, jest to ciato
liczb rzeczywistych.

2Réwnanie (1) nie bylo jedyna przyczyna poszukiwait mozliwosci rozszerzenia zbioru liczb
rzeczywistych. Pierwsze proby jego rozwiazania przy uzyciu nowych liczb, zwanych wtedy ,fik-
cyjnymi” zapoczatkowane zostaly jeszcze w XVI wieku przez wloskiego matematyka Girolamo
Cardano. Potrzeba ich znajomosci w sposob nieoczekiwany pojawila sie w pracach ,0jca” sil-
nika spalinowego Nicolasa Léonarda Sadi Carnota (1796-1832) — tworcy podstaw wspolczesnej
termodynamiki. Carnot zauwazyl, ze jesli w obliczeniach na chwile przyjmie, ze liczba /—1
istnieje, to przeprowadzone przez niego obliczenia upraszczaja sig, i co najwazniejsze daja po-
prawny wynik. Formalna definicja podana w tym opracowaniu nalezy do Williama Rowana
Hamiltona (1805-1865) i Carla Friedrich Gaussa (1777-1855). Wspolczesnie liczby zespolone
maja szerokie zastosowania w fizyce czy w technice (np. w elektrotechnice). W dalszym ciagu
sa bardzo wazne dla wspoélczesnej matematyki.

3Nazywane arytmetycznymi.
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3 Cialo liczb zespolonych

Skonstruujemy teraz nowe ciato algebraiczne, wedtug zasady (X, @, ®, 0, 1), gdzie
X bedzie nowym zbiorem, na ktérym zdefiniowane zostana nowe dziatania &, ®
bedace odpowiednikami dotychczasowych +, -, z wyréznionymi nowymsi elemen-
tami zbioru X — nowym zerem 0 i nowq jedynkq 1.

Bierzemy X = R X R, czyli zbiér wszystkich uporzqdkowanych par postaci
(a,b) dla a,b € R. Z geometrycznego punktu widzenia jest to zbior wszystkich
punktow P plaszczyzny, ktore w ustalonym uktadzie wspotrzednych identyfiko-
wane sa przez swoje wspotrzedne, co przedstawiono na rysunku 2.

a (a,b)

Rysunek 2: ptaszczyzna zespolona

Przyjmujemy, ze 0 = (0,0) oraz 1 = (1,0). Dzialania @, ® definiujemy naste-
pujaco: dla (a,b), (a',b) € R x R,

(a,0)® (a',b)=(a+da ,b+0b), (a,b)®(a,b)=(aa —bb,ab +a'b). (2)

Nietrudno jest sprawdzi¢, ze oba zdefiniowane w (2) dzialania spelniaja wszystkie
wlasnosci przedstawione w tabeli 1. Prowadzi to do nastepujacego stwierdzenia.

Twierdzenie 1
(RxR,®,©,0,1) jest ciatem algebraicznym.

Dalej ciato to bedziemy oznaczali krotko przez C i nazywali ciatem liczb ze-
spolonych.

Przyklad 1
Wyznaczyé liczbe odwrotng do z = (1,1).

Rozwigzanie. Poniewaz z # 0 = (0,0), z wlasnosci ciala C istnieje liczba zespo-
lona w, ktora jest odwrotna do z. Jako taka spelnia warunek wz = 1 = (1,0).

3
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Niech w = (z,y), gdzie x,y sa szukanymi liczbami rzeczywistymi. Wtedy z defi-
nicji mnozenia dostaniemy

wz=(x,y) ©(L,1)=(x—y,z+y)=(1,0) @x—y=1lorazz+y=0.

Poniewaz wtedy y = —1, = = 3, liczba odwrotna do z, w = (3, —3).

Przyktad 2 Obliczyé iloczyn liczby (0,1) przez siebie.
Rozwigzanie. 7 definicji mnozenia

Zatrzymamy sie na chwile na ostatnim wyniku. Aby wtasciwie go zinterpre-
towaé, musimy zauwazy¢ pewien dodatkowy fakt. W tym celu spdjrzmy jeszcze
raz na rysunek 2. Kazdy punkt znajdujacy sie na osi poziomej mozemy zinter-
pretowa¢ na dwa sposoby: jako liczbe r € R, ale tez jako punkt ptaszczyzny,
czyli (r,0). Dalej, zauwazmy, ze liczby zespolone postaci (r,0), jako podzbiér C
stanowia uktad zamkniety: ich suma jak i iloczyn dalej maja taka postaé¢. Co
wiecej, dodawanie i mnozenie po stronie ciala R bezposrednio przektada sie na
dodawanie i mnozenie po stronie ciala C z zachowaniem wszystkich wtasnosci
podanych w tabeli 1. Na przyktad, dla liczb ri,79 € R ich suma r; + ro bierze
sie sie z sumy (r1,0) @ (12, 0), ktora jest rowna (11 +172,0) i na odwrdt. Podobnie
jest z mnozeniem. Wreszcie mamy odpowiednio$¢ dla wyréznionych liczb 0,1 po
stronie R oraz 0, 1 po stronie C:

0—0=(0,0), 1—1=(1,0).

Z tego powodu méwimy, ze cialo C jest powiekszeniem ciata R.* Dlatego tez
dalej, ze wzgledu na odpowiednios¢é r — (r,0) bedziemy pisali na przykltad
5 oraz mowili, ze ,jest to liczba zespolona piec¢”, czyli (5,0). Prowadzi to do
nastepujacego wniosku.

Whiosek 1

Z algebraicznego punktu widzenia mamy efekt zanurzenia ciata R w ciele C.
W tym sensie mowimy, ze ciato liczb zespolonych jest rozszerzeniem ciata liczb
rzeczywistych. Co wiecej, pozwala to stosowaé uproszczong notacje dla liczb ze-
spolonych postaci (r,0), jako r.

Wr6émy do rownosei (3). Oznaczajac w niej liczbe (0, 1) przez i, rownosé ta,
zgodnie z przyjetymi wyzej ustaleniami bedzie miata postaé
ioi=i*= -1,
co oznacza, ze w ciele liczb zespolonych odpowiednik zespolony réwnania rzeczy-
wistego 22 + 1 = 0, réwnanie 22> ® 1 = 0 ma co najmniej jedno rozwigzanie — jest

nim liczba zespolona i. Oznacza to, ze ciato liczb zespolonych spetnito stawiane
przed nim oczekiwanie.

4Lepiej jest powiedzieé, ze ciato R jest zanuzone w ciele C.

4
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4 Posta¢ algebraiczna

Obowiazujacy do tej pory format zapisu liczby zespolonej w postaci pary uporzad-
kowanej nazywa sie jej postacig kanoniczng. Nie podlega dyskusji spostrzezenie,
ze jest on niewygodny, szczegolnie kiedy wykonujemy dziatania na liczbach zespo-
lonych. Pokazemy w jaki sposob zapis ten mozna uproscié¢, przynajmniej z punktu
widzenia dodawania. Zauwazmy wpierw, ze dla z = (a,b) mozemy napisac:

z = (a,b) = (a,0) ® (0,b) = (a,0) & (b,0) ®1i, gdziei=(0,1).

Powyzsza reprezentacja liczby zespolonej pokazuje, ze do dwoch wybranych
wezesniej liczb zespolonych 0 oraz 1 nalezy dotaczyé trzecia, czyli i = (0,1),
nazywang jednoscig urojong.® Stosujac teraz zasade uproszczonego zapisu wpro-
wadzong w poprzednim rozdziale, ostatnia rowno$¢ mozemy zapisaé prosciej:

z=a®bOi,
albo po prostu jako
z=a+b-i,
nazywajac ,,+  dodawaniem zespolonym, .,-” mnozeniem zespolonym. Ostatecznie

przyjeta sie nastepujaca forma nazywana postaciq algebraiczng liczby zespolonej:
z = a+ bi. (4)
Mamy zatem kolejne stwierdzenie.

Fakt 1
Kazda liczba zespolona z = (a,b) ma doktadnie jedng postac algebraiczng a + bi.
Na odwrdt, postaci algebraicznej a+bi odpowiada doktadnie jedna liczba zespolona,
co zapisujemy symbolicznie

(a,b) = a+ bi.

W takim razie liczba zespolona 1 = (1,0) w postaci algebraicznej ma postac
1+ 0i, ale piszemy 1, podobnie dla 0 = (0,0) mamy 0+ 0i piszac 0, dlai= (0,1)
mamy 0+ 1i, a piszemy i. Natomiast na przyktad zapis 2 — 3i oznacza, ze mamy
2 + (—3)i, czyli liczbe (2, —3).

Czas na najwazniejsze, uzasadnienie nazwy tej postaci. Dla dowolnych liczb
rzeczywistych ¢, d oraz symbolu x rozwazmy wyrazenie a+bx. W algebrze przyjeto
sie nazywac¢ je wyrazeniem algebraicznym. Czym jest takie wyrazenie? Przede
wszystkim patrzymy na nie jako na jeden obiekt, nie wyrézniajac w nim zadnego
z uzytych symboli. Po drugie, jesli symbol = nie ma znaczenia liczbowego, nie
jest ono liczba, jest obiektem o znaczeniu abstrakcyjnym. A pomimo tego na tak

®Nazwe te zaproponowal Gauss od imaginarius (z tac. znaczy zmyslony).
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zdefiniowanych obiektach mozna uprawiaé¢ arytmetyke, co robi sie juz w szkole.
Dobrze wiadomo, ze

(c+dx)+ (¢ +dx)=(c+c)+(d+d)z,

co oznacza, ze sumqg wyrazen algebraicznych jest wyrazenie algebraiczne. W przy-
padku iloczynu sytuacja nieco komplikuje sie, bowiem mozemy co najwyzej na-
pisacé, ze

(c+dx)-(c +dz)=cc + (cd 4 dc)x + dd 2°, gdzie x - x zapisalismy jako 2.

Widzimy teraz, ze postac¢ algebraiczna liczby zespolonej jest wartoscia wyrazenia
algebraicznego dla x = i. Co wiecej zasada dodawania wyrazen algebraicznych
jest identyczna z trescig definicji dodawania liczb zespolonych. Poniewaz i = —1,
ostatnia réwnos$¢ odnoszaca sie do mnozenia wyrazen algebraicznych oznacza, ze
po podstawieniu x = i dostaniemy:

(c+di)- (¢ +di) = (cc —dd)+ (cd +cdi,

co daje zasade mnozenia liczb zespolonych.

Ostatnie zwiazki pomiedzy dziataniami na wyrazeniach algebraicznych, a dzia-
taniami na liczbach zespolonych w postaci algebraicznej, stanowia o najwiekszej
zalecie postaci algebraicznej i dlatego jest ona wazna w zastosowaniach.

Dalej przyjmiemy pewne oznaczenia: dla z = (a,b) = a + bi, bedziemy pisali
a =fRez, b = Tmz i czytali odpowiednio czes¢ rzeczywista i cze$é urojona liczby
z. Kazda z osi z rysunku 2 oznaczymy tez jako: pozioma Re — 0§ rzeczywista oraz
pionowa Jm — 0s urojona.

Z Faktu 1 wynika bardzo przydatna zasada — zasada porownywania liczb ze-
spolonych (ZPLZ), ktorej tres¢ podajemy ponize;j.

z1 = 2y < Rez; = Rezy oraz Jmz; = Jmzy,

a wiec czesci rzeczywiste i urojone poréwnywanych liczb musza by¢ sobie réwne.
Zilustrujemy to kolejnym przyktadem.

Przyktad 3 W cicle C rozwigzaé réwnanie z*+1 = 0.

Rozwigzanie. Poszukujemy liczb zespolonych z, danych w postaci algebraiczne;j
oraz spetniajacych powyzsze rownanie. Dlatego przyjmiemy, ze z = x + yi, gdzie
x,y sa poszukiwanymi liczbami rzeczywistymi. Ale wtedy z zatozenia

(x+yi)’+1=0« (22 —y* + 1) + 22yi = 0 + 0i.
Dlatego na mocy ZPLZ liczby x,y musza spelnia¢ warunki:
2 —y*4+1=0, 22y = 0.

Metoda elementarng taki uktad mozna rozwigzac, skad dostajemy dwa rozwiaza-
nia (0, —1), (0,1). Oznacza to, ze rozwazane rownanie ma dokladnie dwa rozwia-
zania {—i,1i}.
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5 Inne dzialania w C

To, ze cialo C powstalo w pewnym sensie z powiekszenia ciata R (pamietamy
o zjawisku zanurzenia) stanowi o ,bogactwie” C. Wida¢ to bardzo dobrze z po-
wyzszego przyktadu (rozwiazanie w R nie istnieje). Zobaczymy to rowniez przy
okazji omawiania pewnego dodatkowego dziatania — sprzezenia.

Dla z € C, symbolem Z oznaczymy taka liczbe zespolona, ze

MRe(Z) = Rez oraz Im(Z) = —TJmz.

Wtedy liczbe Z bedziemy nazywali liczbg sprzezong do z. Na przyktad:

I=1,i=—i, 1+i=1+(-1)i
Zauwazmy, ze z ZPLZ wynika, ze
z=7Z<%< Jmz=—Omz,

czyli Jmz = 0. To wlasnie z tego powodu w ciele R dziatanie to nie jest "widoczne”
— ciato to jest zbyt ,,ubogie”.
Wprost z definicji operacji sprzezenia wynikaja kolejne wtasnosci:

Z=z ntn=a+% nn=(7)(A) (5)
W szczegolnosci dla z = a + bi dostaniemy
2Z = (a+ bi)(a + (=b)i) = a® + V*. (6)

Wzor (6) prowadzi do definicji kolejnego dziatania — modutu liczby zespolonej
2|, gdzie z definicji® |z|* = a® + b%. Z podstaw geometrii plaszczyzny Czytelnik
powinien wiedzie¢, ze liczba v/a? + b? jest miara odleglosci dwoch punktow (0, 0)
oraz (a, b) na ptaszczyznie. Z tego powodu uzupetnimy dotychczasows interpreta-
cje geometryczna liczby zespolonej o stwierdzenie, ze bedzie nia wektor zaczepiony
w punkcie (0,0) o konicu w punkcie z = (a,b) = a + bi jak przedstawiono to na
rysunku 3.

Wtedy miara dtugosci tego wektora jest modut liczby z, czyli |z|. Poniewaz
liczby zespolone —z oraz Z powstaja w wyniku symetrii punktowej i osiowej, a te

przeksztalcenia plaszezyzny zachowuja odlegtosé, mamy rownosé |—z| = |z] = |Z|.
Podobnie jak w przypadku arytmetki w ciele R, z dziataniami ,,+” i ,,-” mo-
zemy stowarzyszy¢ odpowiadajace im dziatania: ,—" oraz ,,:” zwane odpowiednio

odejmowaniem zespolonym i dzieleniem zespolonym. Doktadniej, z definicji przyj-
mujemy, ze:

def . .
21— 2 = 21+ (—29), (gdzie — 2, oznacza 1. przeciwng do 2o, )

d _ .
210 29 lef 2125 %, (gdzie z; ' oznacza 1. odwrotna do 2 # 0.)

SMozna tez pisaé |z| = Va2 + b2.
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b .(a,b)

Rysunek 3: wektorowa interpretacja liczby zespolonej

Przyktad 4
Podzieli¢ 1 przez liczbe i.

Rozwigzanie. Wynikiem dzialania bedzie liczba odwrotna do i. Szukamy zatem
takiej liczby zespolonej, powiedzmy w, ze wi = 1. Znajdziemy ja w postaci alge-
braicznej w = x 4 yi dla pewnych rzeczywistych x,y. Poniewaz

(r+ylli=1le —y+zi=1< —y=1oraz z =0,

widzimy, ze x =0, y = —1, czyli i = —i.

Z przebiegu ostatniego rachunku widaé, ze zaprezentowana metoda dzielenia
liczb zespolonych odwotujaca sie bezposrednio do definicji jest uciazliwa. Warto
ja uprosci¢, co uczynimy ponizej. Przede wszystkim nalezy zauwazy¢, ze podob-
nie jak w przypadku rzeczywistym, dziatanie dzielenia zespolonego ma wtasnosé
utamka, czyli podlega zasadzie rozszerzenia-skracania, co oznacza, ze
21 AN

= —— o ile zow # 0.
Z9 ZoW

21 - R9 =

W szczegdlnosci mozemy napisac

Z1 Z129 2129

Z9 222_2 a |22|2.
Ale |29]? jest liczba zespolong o czesci rzeczywistej rownej zero, dlatego

21 21z Re(2172)  Tm(n73).
Z2 | 2|2 |z Es

Przyklad 5
142i

Wykon¢ dzielenie <= .
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Rozwigzanie. Zgodnie z powyzsza zasada mozemy napisac:

1+2i  (1+42))(1+i) —1+3i 1 3 V2 3V2,

= : = =——F=+—Fi= +
1—i |1 —i|? V2 V2 V2 2 2

Niestety, ale postac¢ algebraiczna liczby zespolonej nie jest bez wad. Ujawniaja
sie one przy okazji wykonywania mnozenia i jego pochodnych: potegowania, czy
pierwiastkowania. Oznacza to, ze warto szuka¢ bardziej adekwatnej do wymie-
nionych przed chwilg sytuacji postaci. Oczywiscie taka istnieje — jest nig postaé
trygonometryczna, a w efekcie, po jej drobnej modyfikacji, postaé¢ wyktadnicza.

6 Posta¢ trygonometryczna

Zaczniemy od podania podstawowych faktow zwiazanych z pewnym nowym ukta-
dem odniesienia. W przypadku postaci algebraicznej wykorzystywaliSmy pojecie
tzw. uktadu wspotrzednych kartezjanskich. Punkty na plaszczyznie mozna opisy-
waé przy uzyciu innego uktadu. Wykorzystamy do tego celu tzw. uktad wspot-
rzednych biegunowych. Uklad ten przedstawiony zostat na rysunku 4.

Rysunek 4: punkt w uktadzie wspotrzednych biegunowych

Uktad wspotrzednych biegunowych sktada sie z ustalonego punktu, np. O oraz
polprostej o poczatku w tym punkcie. Potozenie dowolnego punktu P # O opisuje
sie para liczb: p — dlugoscia odcinka o koncach w punktach O, P, zatem p > 0 oraz
miarg kqta skierowanego, gdzie 0 < o < 2m." Wezmy teraz plaszczyzne zespolong
i naniedmy na nia uktad wspotrzednych biegunowych, jak przedstawiono to na
rysunku 5.

"Kat taki odmierzany jest od poétprostej w kierunku przeciwnym do wskazowek zegara.
Moéwimy wtedy, ze ma orientacje dodatnia i a > 0. Zmiana kierunku odmierzania daje orientacje
przeciwng, co oznacza, ze miara jego wynosi —a.
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a z=(a,b)

Rysunek 5: liczba zespolona w uktadzie biegunowym

Wtedy liczbe z = (a,b) = a + bi mozemy wyreprezentowa¢ za pomoca pary
liczb (p, ), gdzie p = |z|, a ¢ jest katem skierowany o mierze 0 < ¢ < 27.
Prowadzi to do nastepujacych stwierdzen:

1.

kazdej liczbie zespolonej z = a + bi, z # 0 mozna przyporzadkowaé
dokladnie jedna pare liczb (g, ), gdzie o >0, ¢ € [0,27),

wtedy o = |z|, ¢ = argz — nazywamy argumentem gltownym liczby z,

dla argumentu gtéwnego ¢ liczby zespolonej z definiujemy zbidr argumen-
tow liczby zespolonej Argz, gdzie

Argz={a e R: a=p+2kr k€ Z},

gdzie Z oznacza zbior liczb catkowitych. Wtedy dla kazdej wartosci kata
a € Argz, (o,p) oraz (p,a) reprezentuja te sama liczbe zespolona (ten
sam punkt na ptaszczyznie zespolonej),

. pojecia: modutu, argumentu gléwnego oraz zbioru argumentéw pozwalaja

zapisaC kazda liczbe zespolona z = a + bi, z # 0 w tzw. postaci trygono-
metryczney], czyli

z=a+ b= p(cosp+isiny) = p(cosa + isina), gdzie o € Argz,

co jest prosta konsekwencja trygonometrii,

. na odwrot, majac posta¢ trygonometryczng liczby zespolonej, czytajac po-

wyzszy wzOr z prawej na lewg, otrzymamy jej postac¢ algebraiczna,

10
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6. dla postaci trygonometrycznej obowiazuje nastepujaca zasada porownywa-
nia liczb: niech dane beda dwie liczby zespolone

21 = o1(cos aj+isinay), zo = p9(cos as+isinay), gdzie ay € Argzy, s € Argzs.
Wtedy

Z1 = 29 & 01 = 0o oraz o — g = 2km dla pewnej catkowitej wartosci k.

6.1 Wlasnos$ci postaci trygonometrycznej

Zaczniemy od prostego przyktadu pokazujacego roznica pomiedzy pojeciami argz
i Argz

Przyklad 6

Znalezé postac trygonometryczng liczby —i.

Rozwigzanie. Poniewaz | —i| =1 oraz arg(—i) = %7?, mozemy napisac

i 1< S o isin s >
= COS —T S1in —7 ).
5 5

Z drugiej strony, jednym z argumentéw a liczby —i jest wartos¢ —7 € Arg(—i),
dlatego

i= 1<cos(—g) + isin(—z)>.

2
Zauwazmy, ze (zgodnie z zasadg poréwnywania) mamy
3 7r
—a=-m—(-7)=2
poa=gm ( 2) s

Kolejny przyktad pokazuje, ze przy identyfikacji postaci trygonometrycznej
nalezy mie¢ sie na bacznosci!
Przyktad 7
Dane jest wyrazenie —cosf +isin3, gdzie (3 € (0,%). Czy jest to postac
trygonometryczna liczby zespolonej?
Rozwigzanie. Przyjmuac 2z = —cosf3 + isin 3, mamy Rez = —cosf, Imz =
sin 3, co oznacza, ze na pewno mamy do czynienia z liczba zespolong dang w
postaci algebraicznej. Jej posta¢ trygonometryczna (istnieje, bowiem z # 0) musi
wygladaé¢ nastepujaco

z = |z <cosa + isin a>, gdzie « jest jednym z argumentéow z.
Poniewaz z trygonometrii |z| = 1, oznacza to, ze warto$¢ « musi by¢ taka, ze
—cosf+1isin 3 = cosa + isin a,

i z tego powodu wyrazenie to nie jest postacia trygonometryczna (5 # 5 nie jest
argumentem). Aby ja wyznaczy¢ nalezy znalezé wartos¢ «. Jest to podstawowe
zadanie z trygonometrii, co zostawiamy Czytelnikowi.
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6.2 Zasada mnozenia 6 POSTAC TRYGONOMETRYCZNA

6.2 Zasada mnozenia

Wprowadzajac pojecie postaci trygonometrycznej wyraznie zaakcentowalismy jedna
kwestie — ma ona shuzy¢ uproszczeniu dziatania mnozenia, a wiec potegowania
oraz dzielenia. Niech 2z = z129, gdzie obie liczby z1, 25 sa rézne od zera. Wtedy
z # 0 1 dlatego mozemy zapisac

z = |z (cosa + isin&), gdzie a € Argz.

Z wtasnosci modutu wiemy, ze |z| = |z122| = |21]|22|. Pozostaje nam wyznaczy¢
tylko warto$¢ argumentu. Z zasad trygonometrii wynika (szczegoty rachunku po-
mijamy), ze wtedy

argzy + argze € Argz,

co pozwala nam napisa¢ tres¢ zasady mnozenia.

Fakt 2 (Zasada Mnozenia)
Dla dowolnych roznych od zera liczb zespolonych zy, zo mamy

2129 = |zl|<cosoz1 + isina1)|22|<cosoz2 + isinozg) =

= |z1|| 2] (cos (0q + ag) +1isin (o + 042)).

Uwaga 1
W tym miejscu nalezy wyraznie podkreslic, ze z powyzej zasady nie wynika, zZe
zawsze

arg(z122) = argz + argzy,

bowiem miara kqta po prawej stronie powyzszej rownosci moze byé wieksza od 2!
Dlatego powyzsza réwnosé wymaga korekty (patrz zadanie na konicu dokumentu),

arg(zi1ze) = argz, + argzs + 2k, dla pewnej catkowitej wartosci k.
7 zasady mnozenia tatwo wyprowadzi¢ kolejna zasade - zasade potegowania.
Fakt 3 (Zasada Potegowania)

Niech w = z" dla n > 2, z # 0. Wtedy |w| = |z|" oraz na € Argw dla
kazdego oo € Argz, co oznacza, Ze

{|z| (cosa +isin a)]n = |Z|”<cos (na)) +1isin (noz)).

Ostatni wzor w literaturze przedmiotu nosi nazwe wzoru de Moivre a.

12
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Przyktad 8
Obliczyé (1 +1)2015.

Rozwigzanie. Oczywiscie mozna sprobowaé rachunku bezposredniego - szczerze
nie polecam tego! Tymczasem ze wzoru de Moivre’a wynika, ze

(1+1)20%5 = (\/5)2015((:% 2015% +isin 2015%),
co po prostych przeksztatceniach (prosze to zrobic!) daje
(14 1)2005 = _92018/2 4 92013/2;

Przyklad 9
Obliczyé¢ w = (2v/3 — 2i)%.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze w = 2%°(v/3 —i)%. Oznaczmy przez w, = v/3 — i.
Zamieniajac w, na posta¢ trygonometryczng (uzasadni¢ to!) otrzymamy

11 .. 11
W, = 2<cos—7r+151n—7r),
6 6

dlatego ze wzoru de Moivre’a dostaniemy (prosze sprawdzi¢ szczegoty rachunku!)

11 11
w = 23023°(cos €307r + isin F307r) = 260(cosn + isin 7r) = 9260,

6.3 Zasada sprzezenia, odwracania, dzielenia

Z interpretacji geometrycznej operacji sprzezenia liczby zespolonej z (réznej od
zera) wynika, ze —argz € Argz. Poniewaz dla modutu mamy |Z| = |z|, mamy
kolejna zasade.

Fakt 4 (Zasada Sprzezenia)

z = |z <cos(—cp) + isin (—(p)), gdzie p = argz.

Zajmiemy sie teraz przypadkiem liczby odwrotnej. Z zasady dzielenia wiemy;,
ze _
z
1= "= oile 2z #0,
|22

skad wynika, ze (dlaczego?) |z7'] = é Ponadto z powyzszego wzoru —argz €

Arg(z~1). Laczac ostanie dwie uwagi otrzymamy:
Fakt 5 (Zasada Odwracania)

2t =2 (cos (—p) + isin (—@)), gdzie o = argz.

13
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Ostatni Fakt zilustrujemy przyktadem.

Przyktad 10
Obliczyé liczbe odwrotng do z = 1 +1i.

Rozwigzanie. Metode bezposredniag — wykorzystanie postaci algebraicznej zosta-
wiamy Czytelnikowi. My postuzymy sie zasadq odwracania. Poniewaz |z| = V2
oraz argz = 7, z ostatniego wzoru otrzymamy (uzasadni¢ szczegoly!)

(14+1)" = g(cos(g) _ isin(%)) _ % _ %i.

Zauwazmy, ze (1+i)(%—%i) = 1, co potwierdza poprawno$¢ otrzymanego wyniku.

Niech wreszcie dane beda liczby 21, 29, gdzie 2o # 0. Jak wiem, wtedy

21 1 29 = 2125 L. Dlatego z zasady mnozenia i zasady odwracania oraz uwagi, ze
|21

|%‘ = |5, Otrzymamy kolejna zasade.

Fakt 6 (Zasada Dzielenia)
Dla dowolnych liczb zespolonych z1, z3, z9 # 0 mamy

a_lal

= - isi — .
- |Z2|(cos(oz1 ag) +isin(ay ag))

Przyktad 11

Obliczyé z = %

Rozwigzanie. Poniewaz
|z| =1, Z =arg(l+1), —% € Arg(1 —1),

z zasady dzielenia dostaniemy z = cos 5 +isin § = i, co fatwo potwierdzi¢ (jak?).

6.4 Inne przykltady

Pokazemy teraz przyktady, ktore jeszcze raz podkresla zalety postaci trygonome-
trycznej.

Przyktad 12

Rozwigzaé rownanie argz = >

4T

Rozwigzanie. Jesli przez A oznaczymy zbior rozwigzan powyzszego rownania,
to zauwazmy (z interpretacji argumentu gléwnego), ze warunek z € A oznacza
doktadnie, ze:

1. modut takiej liczby jest dowolna liczba dodatnia (dlaczego?);

14



2.2 Zasada sprzezenia 6 POSTAC TRYGONOMETRYCZNA

2. kazda taka liczba lezy na poétprostej nachylonej do osi rzeczywistej pod

katem 27?.

Dlatego wspomniana polprosta bez poczatku jest rozwigzaniem naszego réwna-
nia.

Przyktad 13
Narysowaé zbior A={z€ C: 7w <arg(iz)}.

Rozwigzanie. Przede wszystkim zauwazmy, ze z definicji argumentu gléwnego
wynika, ze

z€ Aem<arg(iz) < 27

Zastosujemy teraz Uwage 1: arg(iz) = argi+argz+2kn dla pewnych catkowitych
wartosci k. Jak znalezé¢ te warto$ci? Wstawmy otrzymana réwnosé do wniosku
uzyskanego z Uwagi 1, czyli napiszmy

ﬁ<g+<p+2k7r<27r,

gdzie jak zwykle ¢ = argz. Po elementarnych przeksztalceniach otrzymamy

g—le<cp< gﬂ'—Ql{?ﬂ'.
To jest ten szukany warunek, ktory pozwoli wyznaczy¢ nam te ,pewne” wartosci,
bowiem nalezy je dobra¢ tak, aby ¢ € [0,27). Zauwazmy, ze w tym przypadku
tylko k = 0. Czytelnikowi zostawiamy zadanie ilustracji graficznej otrzymanego
rozwigzania.

Kolej na przyktad typowo algebraiczny.

Przyktad 14

Rozwiqzaé réwnanie z* = 2%|2%|.

Wynik przedstawié graficznie.

Rozwigzanie. Zbior rozwigzan rownania oznaczymy przez A. Poniewaz wykorzy-
stamy postaé¢ trygonometryczna, indywidualnie musimy sprawdzi¢, czy zdanie
0 € A jest prawdziwe. Wprost z postaci rownania otrzymujemy odpowiedz twier-
dzaca. Dlatego dalej zalozymy, ze z # 0. Oznacza to, ze z = p(cos @ + isin @),
gdzie kolejno o = |z|,¢ = argz € [0,2m). Jak zobaczymy ostatni warunek jest
bardzo istotny! JesteSmy gotowi, aby oryginalne réwnanie zapisa¢ w postaci try-
gonometrycznej - po podstawieniu ostatniej rownosci do réwnania dostaniemy
(bedziemy korzystali z kilku zasad, jakich?)

o! ( cos (—4¢) + isin (—4@)) = g4<cos (2¢) + isin (2(,0)).

15
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Skorzystamy teraz z zasady porownywania, skad otrzymamy nastepujacy uktad:
o' =0'i —4p =2p+ 2kn, dla pewnych k € Z.
Oczywiscie uktad ten jest rownowazny
0> 016p = —2km, dla pewnych k € Z.
Bezposrednim rachunkiem wynika stad, ze (prosze to zrobi¢!)
0>01ip= —%/{Pﬂ', dla k =0,-1,-2,-3,—4, —5.

Sporzadzenie odpowiedniego rysunku zostawiam Czytelnikowi.
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6.5 Pierwiastkowanie zespolone

Niech z # 0 oraz n > 2. Kazda liczbe zespolona w, taka ze w™ = z bedziemy
nazywali zespolonym pierwiastkiem stopnia n z liczby z.

Przyklad 15
Obliczyé wszystkie pierwiastki zespolone stopnia 2 z liczby zespolonej 4.

Rozwigzanie. 7 definicji szukamy takich liczb zespolonych w = x + yi, ze w? = 4,
czyli (2% — y?) + 2zyi = 4. Dlatego z? — y* = 4, 2xy = 0, co oznacza, ze y = 0,
x € {—2,2}. Dlatego sa to dwie liczby w; = —2, wy = 2.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze operacja pierwiastkowania zespolonego nie
jest dziataniem (wynik nie jest jednoznaczny), a wiec r6zni sie od dobrze znanego
pojecia pierwiastka rzeczywistego.

Przyklad 16
Obliczyé wszystkie pierwiastki zespolone stopnia dwa z liczby —1.

Rozwigzanie. Powtarzajac rozumowanie z powyzszego przykladu dostaniemy zbior
{—i,1i}.

Wezmy teraz n > 2. Stosowanie postaci algebraicznej, tak jak zrobiono to
w obu ostatnich przyktadach, staje sie uciazliwe. Dlatego siegniemy po postaé
trygonometryczng.

Przyktad 17
Obliczyé pierwiastki zespolone stopnia n =5 z liczby zespolonej 1.

Rozwigzanie. Réwnanie w® = 1 rozwigzemy metoda postaci trygonometryczne;.
W tym celu niech w = p(cos p + isinyp), gdzie p = |w|, p = argw €< 0,27).8
Stosujac wzor de Moivre’a dostaniemy:

w® =1 p°(cos5p +isin5p) = 1(cos0 + isin0).

7 zasady poréwnywania liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej oznacza
to, ze
p° =1, 5p = 2kn dla pewnych k € Z.
Dlatego
2
p=1 ="k k=01234,
bowiem tylko wtedy ¢ €< 0,27). Mamy zatem 5 réznych pierwiastkow zespolo-
nych z liczby 1: wq, wy, . . ., wy, gdzie
2 2
wk:cos%kjtisin%k,k:O,l,Q,...,4. (7)

Czas na uogolnienie wzoru (7).

8Taka postaé istnieje poniewaz w # 0.
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Fakt 7 (I zasada pierwiastkowania zespolonego)
Dla kazdej liczby zespolonej z # 0, n > 1 istnieje doktadnie n réznych pierwiast-
kow zespolonych z liczby z. Piszemy wtedy

C/EC = {wmwl, ce ,wn—1}7

gdzie wp =z dlak =0,1,2,...,n—1 oraz liczby wy znajdujemy technikq zapre-
zentowanqg w przyktadzie 17. Dlatego mozemy napisac:

n

o+2kmr . p+2km
wy, = ‘Z|R<C087+1S1n7>,

n
gdzie symbol {/-g oznacza pierwiastek rzeczywisty stopnia n, ¢ = argz.

Podstawiajac w ostatnim wzorze z = 1 i oznaczajac przez €, = wy otrzymamy

2k 2k
C/IC:{60,61,...,%,1}:{cos—ﬁ—i—isin—ﬁ, k=0,1,2,...,n—1}. (8)
n n

Stad, z zasady mnozenia oraz z I zasady pierwiastkowania otrzymujemy kolejng,
zasade.

Fakt 8 (1] zasada pierwiastkowania)

Wy = Weeg, k=0,1,2,....,n—1.
Zastosowanie II zasady pierwiastkowania wyjasnia kolejny przyktad.
Przyklad 18 Rozwigzaé réwnanie z° = 32.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze 32 = 2°. Dlatego jednym z rozwigzari rownania jest
liczba 2. 7 definicji jest ona pierwiastkiem zespolonym stopnia 5 z liczby 32.
Oznaczmy ja jako w,. II zasada méwi, ze wtedy kolejne pierwiastki sa postaci:

2k 2k
wy, = 26, = 2(cosT7T +isinT”), k=123, 4.
Istotnie, ze wzoru de Moivre’a

wp = 2° < cos 2km + isin 2k7r> = 32,

oraz liczby zespolone wy, sa parami rozne dla k =0, 1,2, 3,4 (dlaczego?).
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7 Zadania

Zadanie 1

Dane sq dwie liczby zespolone w postaci kanonicznej zy = (—1,2), z9 = (3,—4).
Obliczyé ich iloczyn. Sprawdzié, czy istnieje liczba zespolona w spetniajgca waru-
nek zy © W = 29.

Zadanie 2

Sprawdzié, ze dla liczb zespolonych z, z1, zo zachodzg nastepujgce rownosci:
ntan=m+% an= () (=), 2= |-z =z =7

Zadanie 3

Rozwigzaé rownania:

P =47, 2 —42+13=0, (2422 =Z+2)% z+i—2+i=0.
Zadanie 4
Rozwigzaé nierownosci:

Re(z+1) <0, [i—2| <3, 2<|z+1i] <4, Im[(1+2i)z—3i] <0.
Zadanie 5
Wyznaczyé argz, jesh

z=—1, z=1—1, z:\/g—z', z="T7+T.

Zadanie 6
Na ptaszczyinie zespolonej narysowac zbiory spetniajgce warunki:

5
argz = Zﬂ; m < arg(iz) < 2m, Wg(z(a) =m.

Zadanie 7
Podane liczby zespolone zapisaé w postaci trygonometryczney:

V3+i, i, —5+5V5i.

Zadanie 8
Zapisac w postaci trygonometrycznej liczby: 1 +itga, sina +icosa, gdzie o €

(0,2)-

Zadanie 9
Doprecyzowaé nastepujgce formuty:

arg(z122) = ...
Z1 .

arg(ZQ) =...

arg(—z) = ...

arg(z) = ...
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Zadanie 10 N
i (1)
Obliczyc 1oV

Zadanie 11

Wykonaé podane dziatania (wyniki podaé w postaci trygonometrycznej):

2016 a0 (L+8)®
(14 1)1 (2¢/3 — 20)%, =i

Zadanie 12
Narysowaé rozwigzanie réwnania arg(z%) = .

Zadanie 13
Rozwiqzaé réwnania: z° =1, (2)%2%= 4.
z

Zadanie 14
Obliczyé, a nastepnie zinterpretowaé wynik operacji v/1c.

Zadanie 15
Uzasadnié, ze pierwiastki zespolone stopnia n z jednosci tworzq cig geometryczny.
Wyznaczyé ich sume.

Zadanie 16

Korzystajgc z 11 zasady pierwiastkowania zespolonego oraz z wyniku poprzedniego
zadania uzasadnic, ze suma wszystkich pierwiastkow zespolonych stopnia n z do-
wolnej niezerowey] liczby zespolonej jest rowna 0.
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