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Uwaga 2.3.3 Prawdopodobieństwo P (A|B) nazywa siȩ też prawdopodo-
bieństwem a posteriori, czyli bȩda̧cym nastȩpstwem faktu, który w tym przypadku
jest warunkiem w postaci zdarzenia B. Wtedy P (A) nazywamy prawdopodo-
bieństwem a priori, czyli maja̧cym znaczenie pierwotne.

Przyk�lad 2.3.5 Rzucamy dwukrotnie kostka̧ do gry. Niech A oznacza zdarzenie,
że w pierwszym rzucie pojawi�la siȩ szóstka, B–zdarzenie, że w drugim rzucie
wypad�la jedynka. Zbadać stochastyczna̧ niezależność tych zdarzeń.

Zdefiniujemy najpierw przestrzeń probabilistyczna̧. Ponieważ musimy reje-
strować wyniki kolejnych rzutów przyjmiemy, że

ω = (k1, k2),

gdzie k1, k2 oznaczaja̧ wyniki zarejestrowane na kostce pierwszej i drugiej, czyli
k1, k2 ∈ {1, 2, . . . , 6}. W takim razie Ω jest zbiorem wszystkich cia̧gów d�lugości
dwa o wartościach w zbiorze {1, 2, . . . , 6}, czyli zbiorem dwu elementowych wa-
riacji z powtórzeniami zbioru sześcio elementowego. Dlatego |Ω| = 62 = 36. Ze
wzglȩdu na przyjmowana̧ domyślnie symetriȩ kostki należy przyja̧ć, że P ({ω}) =
1
36

dla każdego ω ∈ Ω. Oznacza to, że mamy do czynienia z modelem skończonym
jednorodnym.

Zauważmy, że z definicji zdarzenia A i B możemy zapisać nastȩpuja̧co:

A = {6} × {1, 2, . . . , 6}, B = {1, 2, . . . , 6} × {1}.

Ponieważ

|A| = |B| = 6,

wiȩc

P (A)P (B) =
( 6

36

)2

.

Z definicji iloczynu kartezjańskiego wynika, że wtedy

A ∩ B = {6} × {1} = (6, 1),

dlatego |A ∩ B| = 1 i P (A ∩ B) = 1
36

= P (A)P (B). Oznacza to, że zdarzenia te
nie sa̧ stochastycznie niezależne.

Kolejny przyk�lad pokazuje klasyczne zastosowanie wzoru Bayesa.
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Przyk�lad 2.3.6 Dwóch strzelców celuje do wspólnej tarczy i oddaje strza�ly.
Wiadomo, że w określonym czasie pierwszy z nich jest w stanie średnio oddać
n1 strza�lów, drugi–n2. Z obserwacji celności oddanych strza�lów wynika, że sku-
teczność pierwszego jest na poziomie p1%, drugiego–p2%. Podczas sesji strzelec-
kiej trafiono w tarczȩ. Obliczyć prawdopodobieństwo, że uczyni�l to strzelec drugi.

Oznaczmy przez C1 i C2 zdarzenia polegaja̧ce na tym, że strzelec pierwszy
i odpowiednio drugi wystrzeli�l do tarczy. Z trści zadania wynika, że możemy
przyja̧ć:

P (C1)

P (C2)
=

n1

n2
.

Niech B oznacza zdarzenie, że wystrzelony pocisk trafi�l w tarczȩ. Z za�lożenia

P (B|C1) =
p1

100
, P (B|C2) =

p2

100
.

Interesuje nas prawdopodobieństwo a posteriori P (C2|B), które wyliczymy ze
wzoru Bayesa

P (C2|B) =
P (B|C2)P (C2)

P (B)
,

gdzie prawdopodobieństwo a priori obliczymy ze wzoru na prawdopodobieństwo
ca�lkowite

P (B) = P (B|C1)P (C1) + P (B|C2)P (C2).

Dlatego

P (C2|B) =
P (B|C2)P (C2)

P (B|C1)P (C1) + P (B|C2)P (C2)
=

p2
n2

n1
P (C1)

p1P (C1) + p2
n2

n1
P (C1)

,

co po uporza̧dkowaniu daje

P (C2|B) =
n2p2

n1p1 + n2p2
.

Przypuśćmy teraz, że mamy co najmniej trzy zdarzenia, czyli n–elementowa̧
podrodzinȩ {A1, A2, . . . , An} rodziny Σ.

Definicja 2.3.3 Powiemy, że {A1, A2, . . . , An} jest rodzina̧ zdarzeń stocha-
stycznie niezależnych, jeśli dla dowolnego wyboru elementów tej rodziny
Ai1 , Ai2 . . . , Aik , 2 ≤ k ≤ n, zachodzi równość

P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik) = P (Ai1)P (Ai2) . . . P (Aik).


