
Rozdzia�l 2

Model probabilistyczny
Ko�lmogorowa

2.1 Pojȩcie σ-cia�la zbiorów

Rozdzia�l ten zaczniemy od podania przyk�ladu, który w podrozdziale 2.4
omówiony zostanie jeszcze raz z uwzglȩdnieniem wszystkich szczegó�lów. W tej
chwili zwrócimy uwagȩ tylko na istotȩ zagadnienia, która doprowadzi nas do
pojȩcia modelu probabilistycznego–podstawowego pojȩcia tego rozdzia�lu.

Przyk�lad 2.1.1 Wyobraźmy sobie, dla uproszczenia zagadnienia, że obserwu-
jemy pojedynczy rzut moneta̧. Rzut uznamy za wykonany, jeśli moneta upadnie
do góry or�lem lub reszka̧. O tej monecie wiemy, że jest symetryczna co ozna-
cza, że w wyniku jej rzutu nie mamy prawa oczekiwać wyniku w postaci: czȩściej
wypadnie orze�l aniżeli reszka lub na odwrót. Z punktu widzenia przebiegu tego
zjawiska możemy wyróżnić dwie chwile: moment wyrzutu monety i moment jej
upadku. Zastanowimy siȩ nad nastȩpuja̧cym problemem:

w jaki sposób w chwili wyrzutu monety opisać wynik jej upadku?

Rozwia̧zanie problemu nr 1

O wyniku eksperymentu decyduja̧ prawa fizyki. Wyrzucenie monety jest ob-
jawem podzia�lania wypadkowej si�l: si�ly przy�lożenia, si�ly grawitacji i innych si�l
zewnȩtrznych (np. si�l tarcia). Si�la ta wykona pewna̧ pracȩ, efektem której ba̧dzie
to, że moneta wykonuja̧c ruch rotacyjny wzd�luż swojej osi symetrii pokona drogȩ
wznosza̧c siȩ na pewna̧ wysokość. W pewnym momencie osia̧gnie wysokość mak-
symalna̧ i dalej wykonuja̧c ruch rotacyjny, pod wp�lywem si�ly wypadkowej si�l gra-
witacji i zewnȩtrznych zacznie spadać, aż osia̧gnie swój cel, co objawi siȩ wyni-
kiem eksperymentu. Z teoretycznego punktu widzenia wynik takiego eksperymentu
można przewidzieć, o ile:
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1. w chwili pocza̧tkowej bȩdziemy dysponowali wszystkimi danymi,

2. przetworzymy te dane za pomoca̧ równania ruchu opisuja̧cego to zjawisko.

Fizyka pokazuje, że z teoretycznego punktu widzenia jest to możliwe. Z prak-
tycznego punktu widzenia, ogrom czynników wspó�ldecyduja̧cych o zachowaniu siȩ
monety w chwili wyrzutu i w trakcie drogi jaka̧ pokonuje w krótkim czasie stwarza
określone problemy natury technicznej. Z tego wzglȩdu taka metoda wydaje siȩ
być ma�lo skuteczna.

Rozwia̧zanie problemu nr 2

Odpowiedź na pytanie co stanie siȩ z moneta̧ w chwili jej upadku oprzemy
na zjawisku przewidywania. Zak�ladaja̧c, że moneta jest symetryczna, a rzut ta̧
moneta̧ nie jest skalkulowany na z góry określony wynik, a wiȩc eksperymentator
umyślnie nie wp�lywa na wynik rzutu, należy przyja̧ć, że szanse wypadnie reszki
jak i or�la sa̧ jednakowe, czyli 50 do 50. Spróbujmy doprecyzować to stwierdzenie.
W tym celu opiszemy najpierw wyniki naszego eksperymentu, nazywaja̧c je roboczo
stanami. Na pewno mamy takie dwa stany i sa̧ nimi: ”orze�l”i ”reszka”. Z takich
stanów skonstruujemy zbiór W , czyli

W = {orze�l, reszka}.
Nie sa̧ to jednak wszystkie stany zwia̧zane z naszym eksperymentem. Musimy
bowiem wzia̧ć pod uwagȩ jeszcze dwie sytuacje:

1. stan, który oznacza, że eksperyment nie uda�l siȩ. Zgodnie z poczynionymi
za�lożeniami stan taki nigdy nie pojawi siȩ. Dla celów opisu ilościowego musi
być jednak brany pod uwagȩ,

2. stan, który jest konsekwencja̧ stwierdzenia, że eksperyment uda�l siȩ, bez
wskazywania jak moneta upad�la: or�lem czy reszka̧.

Ponieważ stany, o których mowa jest powyżej sa̧ roz�la̧czne oraz wzajemnie
uzupe�lniaja̧ siȩ, pierwszy z nich reprezentuje zbiór pusty, drugi zbiór W . W takim
razie zbiór wszystkich stanów naszego eksperymentu jest rodzina̧ zbiorów

{∅, W, {orze�l}, {reszka}},
która̧ oznaczalísmy przez P(W ).

Należy teraz ”zmierzyć” każdy z tych stanów, a wiȩc zaproponować funkcjȩ,
która każdemu stanowi z rodziny P(W ) przyporza̧dkuje wed�lug przyjȩtych zasad
jedyna̧ liczbȩ rzeczywista̧. Sformu�lujemy najpierw te zasady.

1. Ponieważ zaproponowany opis ma być uniwersalny, zbiór wartości takiej
funkcji powinien być zawsze jednakowy. W takim razie możemy przyja̧ć, że
jest to przedzia�l liczbowy [a, b].
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2. W zbiorze stanów mamy naturalny porza̧dek oparty na zjawisku inkluzji
zbiorów. Jeśli dla dwóch stanów s1, s2 mamy s1 ⊂ s2, to musi to ozna-
czać, że stan s1 nie jest wiȩcej przewidywalny aniżeli s2. Dlatego dla liczb
p1, p2 bȩda̧cych wynikiem zmierzenia takich stanów powinnísmy odnotować,
że p1 ≤ p2.

3. Wśród stanów, stan ∅ jest osobliwy–pojawia siȩ w wykazie stanów, ale ni-
gdy nie zostanie zaobserwowany. W takim razie efektem jego pomiaru po-
winna być liczba najmniejsza z przedzia�lu [a, b], czyli a. Z drugiej strony
stan W jest najwiȩkszy, wiȩc efektem jego zmierzenia bȩdzie liczba b, jako
najwiȩksza. Ale oba te stany tworza̧ ca�lość, bowiem ∅ ∪ W = W . Dlatego
powinno być

b = b − a ⇔ a = 0.

Oznaczaja̧c funkcjȩ, która mierzy stany przez P dostaniemy

∀s P (∅) ≤ P (s) ≤ b.

Ponadto, z za�lożenia, że moneta jest symetryczna powinna zachodzić równość

P ({orze�l}) = P ({reszka}) = p, 2p = b.

Pozostaje ustalić wartość liczbowa̧ b. Z empirycznego punktu widzenia ustalenie
wyniku pomiaru stanu s powinno sprowadzać siȩ do wielokrotnego rzutu taka̧ mo-
neta̧ i na rejestrowaniu liczby |s| zaobserwowania stanu s w n rzutach i wziȩcia

frekwencji |s|
n

. W szczególności, jeśli tym stanem bȩdzie W , to |W | = n i fre-
kwencja wyniesie jeden. Dlatego przyjmiemy, że b = 1 i dlatego p = 1

2
.

Na koniec spróbujmy podsumować dotychczasowe rozważania. Opis ekspery-
mentu polegaja̧cego na rzucie moneta̧ symetryczna̧, z punktu widzenia wyników
tego doświadczenia, oparty na metodzie przewidywań sprowadza siȩ do trzech kwe-
stii:

• zdefiniowania zbiorów obserwowanych wyników eksperymentu. W naszym
przypadku jest to zbiór W = {orze�l, reszka},

• zdefiniowania rodziny wszystkich moźliwych stanów zwia̧zanych z tym
doświadczeniem, co prowadzi do rodziny zbiorów {∅, W, {orze�l}, {reszka }},

• zmierzenia każdego stanu funkcja̧ P , gdzie

s −→ P (s) ∈ [0, 1]

oraz

P (∅) = 0, P (W ) = 1, P ({orze�l}) = P ({reszka}) =
1

2
.
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Historia nauki (nie tylko matematyki!) pokaza�la, że druga koncepcja przyjȩ�la
siȩ i z powodzeniem pozwala rozstrzygna̧ć kwestie poruszane w powyższym
przyk�ladzie w przypadku innych, bardziej z�lożonych zagadnień (piszemy o tym
wiȩcej w podrozdziale 2.4).

Zajmiemy siȩ teraz opisem zasygnalizowanego w powyższym przyk�ladzie mo-
delu. W podrozdziale 1.2 omówilísmy podstawowe pojȩcia zwia̧zane z rodzina̧
zbiorów. Teraz bȩdziemy zajmowali siȩ rodzinami, które sa̧ dobrze zorganizo-
wane, dok�ladniej, maja̧ pewne dodatkowe w�lasności, na które zwrócilísmy uwagȩ
już w przyk�ladzie 2.1.1.

Definicja 2.1.1 Niech A bȩdzie rodzina̧ podzbiorów ustalonego niepustego zbioru
X. Powiemy, że A jest σ–cia�lem, jeśli spe�lnione sa̧ nastȩpuja̧ce warunki:

1.

∅ ∈ A
2.

∀A∈A Ac ∈ A
3.

∀n∈No An ∈ A ⇒
⋃

n∈No

An ∈ A.

Zatem każda rodzina zbiorów zawieraja̧ca zbiór pusty, zamkniȩta na dzia�lania
dope�lnienia mnogościowego i brania sumy jej dowolnej przeliczalnej podrodziny
ma w�lasność σ-cia�la.

Dla lepszego zrozumienia omawianego wyżej pojȩcia zaczniemy od kilku uwag.

Uwaga 2.1.1 Nie każda rodzina podzbiorów jest σ-cia�lem. Rzeczywíscie, wystar-
czy wzia̧ć dowolna̧ rodzinȩ podzbiorów nie zawieraja̧ca̧ zbioru pustego.

Uwaga 2.1.2 Najmniejsze σ-cia�lo musi zawierać co najmniej dwa zbiory: zbiór
pusty i X, co wynika z aksjomatu 1 i 2 definicji 2.1.1. Co wiȩcej, rodzina z�lożona
z tych dwóch zbiorów jest już σ-cia�lem. Taki przyk�lad σ-cia�la bȩdziemy nazywali
σ–cia�lem trywialnym.

Uwaga 2.1.3 Z definicji 2.1.1 wynika, że rodzina P(X ) jest σ-cia�lem.
Oczywíscie jest to najwiȩksze σ-cia�lo podzbiorów zbioru X.


