Rozdzial 2

Model probabilistyczny
Kolmogorowa

2.1 Pojecie o-ciala zbioréw

Rozdzial ten zaczniemy od podania przykladu, ktéry w podrozdziale 2.4
oméwiony zostanie jeszcze raz z uwzglednieniem wszystkich szczegotow. W tej
chwili zwrécimy uwage tylko na istote zagadnienia, ktéra doprowadzi nas do
pojecia modelu probabilistycznego—podstawowego pojecia tego rozdziatu.

Przyklad 2.1.1 WyobraZmy sobie, dla uproszczenia zagadnienia, zZe obserwu-
jemy pojedynczy rzut monetg. Rzut uznamy za wykonany, jesli moneta upadnie
do gory ortem lub reszkg. O tej monecie wiemy, Ze jest symetryczna co ozna-
cza, ze w wyniku jej rzutu nie mamy prawa oczekiwac wyniku w postaci: czesciej
wypadnie orzel anizeli reszka lub na odwrdt. 7 punktu widzenia przebiegu tego
zjawiska mozemy wyroznic dwie chwile: moment wyrzutu monety i moment jej
upadku. Zastanowimy sie nad nastepujgcym problemem:

w jaki sposob w chwili wyrzutu monety opisaé wynik jej upadku?

Rozwiazanie problemu nr 1

O wyniku eksperymentu decydujg prawa fizyki. Wyrzucenie monety jest ob-
jJawem podziatania wypadkowej sit: sity przytozenia, sity grawitacyi © innych sit
zewnetrznych (np. sit tarcia). Sita ta wykona pewng prace, efektem ktorej bgdzie
to, ze moneta wykonujgc ruch rotacyjny wzdtuz swojej osi symetrii pokona droge
wznoszgce sie na pewng wysokosé. W pewnym momencie osiggnie wysokosé mak-
symalng 1 dalej wykonujge ruch rotacyjny, pod wptywem sity wypadkowej sit gra-
witacyi © zewnetrznych zacznie spadad, az osiggnie swoj cel, co objawr sie wyni-
kiem eksperymentu. Z teoretycznego punktu widzenia wynik takiego eksperymentu
mozna przewidzied, o ile:
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1. w chwily poczgtkowej bedziemy dysponowali wszystkimi danyms,
2. przetworzymy te dane za pomocg rownania ruchu opisujgcego to zjawisko.

Fizyka pokazuje, zZe z teoretycznego punktu widzenia jest to mozliwe. Z prak-
tycznego punktu widzenia, ogrom czynnikow wspotdecydujgcych o zachowaniu sie
monety w chwili wyrzutu © w trakcie drogi jakg pokonuje w krotkim czasie stwarza
okreslone problemy natury technicznej. Z tego wzgledu taka metoda wydaje sie
byé mato skuteczna.

Rozwiazanie problemu nr 2

OdpowiedZ na pytanie co stanie sie z monetqg w chwili jej upadku oprzemy
na zjawisku przewidywania. Zaktadajoc, ze moneta jest symetryczna, a rzut tg
monetq nie jest skalkulowany na z gory okreslony wynik, a wiec eksperymentator
umysinie nie wplywa na wynik rzutu, nalezy przyjec, Ze szanse wypadnie reszki
jak v orta sg jednakowe, czyli 50 do 50. Sprobujmy doprecyzowaé to stwierdzenie.
W tym celu opiszemy najpierw wyniki naszego eksperymentu, nazywajgc je roboczo
stanami. Na pewno mamy takie dwa stany i sg nimi: “orzet”s “reszka”. Z takich
stanow skonstruujemy zbior W, czyli

W = {orzet, reszka}.

Nie sq to jednak wszystkie stany zwigzane z naszym eksperymentem. Musimy
bowiem wzigc pod uwage jeszcze dwie sytuacje:

1. stan, ktory oznacza, zZe eksperyment nie udal sie. Zgodnie z poczynionymsi
zatozeniami stan taki nigdy nie pojawt sie. Dla celow opisu tlosciowego musi
byé jednak brany pod uwage,

2. stan, ktory jest konsekwencjq stwierdzenia, ze eksperyment udat sie, bez
wskazywania jak moneta upadta: ortem czy reszkq.

Poniewaz stany, o ktorych mowa jest powyzej sq roztgczne oraz wzajemnie
uzupelniajg sie, pierwszy z nich reprezentuje zbior pusty, drugi zbior W. W takim
razie zbior wszystkich stanow naszego eksperymentu jest rodzing zbiorow

{0, W, {orzet}, {reszka}},

ktorg oznaczalismy przez P(W).

Nalezy teraz "zmierzyé” kazdy z tych stanow, a wiec zaproponowaé funkcje,
ktora kazdemu stanowi z rodziny P(W') przyporzedkuje wedtug przyjetych zasad
jedyng liczbe rzeczywistqg. Sformutujemy najpierw te zasady.

1. Poniewaz zaproponowany opis ma byé uniwersalny, zbior wartosci takiej
funkcji powinien byé zawsze jednakowy. W takim razie mozemy przyjec, ze
jest to przedzial liczbowy [a, b].
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2. W zbiorze stanow mamy naturalny porzgdek oparty na zjawisku inkluzji
zbiorow. Jesli dla dwoch stanow s1,s9 mamy s; C So, to musi to ozna-
czal, zZe stan sy nie jest wiecej przewidywalny anizeli so. Dlatego dla liczb
p1, P2 bedgcych wynikiem zmierzenia takich stanow powinnismy odnotowad,
ze p1 < pa.

3. Wséréd standw, stan () jest osobliwy—pojawia sie w wykazie standw, ale ni-
gdy nie zostanie zaobserwowany. W takim razie efektem jego pomiaru po-
winna byé liczba najmniejsza z przedziatu [a,b], czyli a. Z drugiej strony
stan W jest najwiekszy, wiec efektem jego zmierzenia bedzie liczba b, jako
najwicksza. Ale oba te stany tworzq catosé, bowiem ) UW = W. Dlatego
powinno byc

b=b—a<a=0.

Oznaczajgc funkcje, ktora mierzy stany przez P dostaniemy
Vs P(0) < P(s) <b.
Ponadto, z zatozenia, Ze moneta jest symetryczna powinna zachodzié rownosé
P({orzel}) = P({reszka}) = p, 2p = b.

Pozostaje ustali¢ wartosc liczbowq b. Z empirycznego punktu widzenia ustalenie
wyniku pomiaru stanu s powinno sprowadzac sie do wielokrotnego rzutu takg mo-
netg i na rejestrowaniu liczby |s| zaobserwowania stanu s w n rzutach i wziecia
frekwencyi % W szczegolnosci, jesli tym stanem bedzie W, to |[W| = n @ fre-
kwencja wyniesie jeden. Dlatego przyymiemy, ze b =1 1 dlatego p = %

Na koniec sprobujmy podsumowac dotychczasowe rozwazania. Opis ekspery-
mentu polegajgcego na rzucie monetq symetryczng, z punktu widzenia wynikow
tego doswiadczenia, oparty na metodzie przewidywan sprowadza sie do trzech kwe-
stiu:

o zdefiniowania zbiorow obserwowanych wynikow eksperymentu. W naszym
przypadku jest to zbior W = {orzel reszka},

e zdefiniowania rodziny wszystkich moZliwych stanow zwigzanych z tym
doswiadczeniem, co prowadzi do rodziny zbioréw {0, W, {orzet}, {reszka }},

o zmierzenia kazdego stanu funkcjg P, gdzie
s — P(s) € [0,1]

P®)=0, PW) =1, P({orzel}) = P({reszka}) = %



