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Etap trzeci realizacji procesu analizy danych statystycznych w zasadzie powi-
nien rozwiaza¢ nasz zasadniczy problem zwiazany z identyfikacja cechy populacji
generalnej w jezyku teorii prawdopodobienistwa. Powinnismy wiedzie¢, jakiego
typu jest to rozklad i dysponowaé¢ oszacowaniem jego parametrow.

Statystyka dysponuje jednak jeszcze jednym narzedziem, ktorego rola polega
miedzy innymi na weryfikacji wiedzy, jaka pozyskaliémy stosujac zaprezentowane
wyzej metody 2 i 3. Narzedziem tym jest teoria testow statystycznych.

Niech dane bedzie populacja generalna bedaca przedmiotem obserwacji z
punktu widzenia cechy X. Przez hipoteze statystyczng bedziemy rozumieli kazde
przypuszczenie odnoszace sie do rozkladu tej cechy formulowane w katego-
riach badz jakosciowych—dotyczacych postaci tego rozkladu, badz ilosciowych—
zwiazanych z jego parametrami. Bedziemy wtedy méwili, ze mamy do czynienia
odpowiednio z hipotezg nieparametryczng albo hipotezg parametryczng. Podstawa
do formulowania przypuszczen na temat cechy populacji generalnej jest préba
prosta. Proces weryfikacji sformutowanej hipotezy nazywamy testem statystycz-
nym. Stad tez procedura testowania hipotez dzieli sie na: testy parametryczne i
nieparametryczne. U podstaw kazdego testu znajduje si¢ zalozenie, ze obok hi-
potezy weryfikowanej, zwanej tez hipotezg zerowgq i oznaczana przez H,, formuluje
si¢ hipoteze bedaca w swojej tresci wynikiem zaprzeczenia hipotezy H,, ktéra na-
zywamy z tego powodu hipotezg alternatywng i oznaczamy przez H;. Wtedy, w
przypadku odrzucenia hipotezy H, w wyniku przeprowadzonego testu, za praw-
dziwa uznaje si¢ hipoteze H;.

Jak zaznaczylismy wyzej, podstawa do przeprowadzenia weryfikacji hipotezy
H, przeciwko hipotezie H; jest proba prosta. 7Z teoretycznego punktu widzenia
istnieje wiec mozliwos¢ popetienia bledu. Moga zdarzy¢ sie¢ co najmniej dwie
sytuacje: H, jest prawdziwa albo H, jest falszywa. Jesli w sytuacji pierwszej
odrzucimy H, (a wiec przyjmiemy H;), to méwimy wtedy o popelnionym bledzie
I-rodzaju, a jego miara jest wtedy pewna liczba . W sytuacji drugiej, jesli H,
przyjmujemy (a wiec odrzucamy H), to méwimy o bledzie II-rodzajui jego miare
oznaczamy przez 3. Aby zrozumie¢ znaczenie obu zdefiniowanych bledéw musimy
doktadniej opisa¢ przebieg procesu testowania hipotez.

Niech

(1, xn) = (Xq, ., X)) (wo)

dla pewnego zdarzenia elementarnego w, oznacza prébe prosta naszej populacji
generalnej. Wtedy

(X1, ..., 2p) €W =(Xq,...,X,)() CR",

co oznacza, ze proba prosta jest jedna z wielu realizacji procesu obserwacji popu-
lacji generalnej, ktora opisuje tutaj mnogosé W. Zadaniem testu statystycznego
jest skonstruowanie takiego podzbioru @ C W, ze jesli (z1,...,z,) € @, to hipo-
teze H, odrzucimy na korzys¢ hipotezy Hy oraz w przypadku gdy (z1,...,z,) €
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W\ Q, to H, przyjmujemy. Z tego wzgledu zbiér ) nazywamy obszarem krytycz-
nym (mowimy tez o obszarze odrzucenia), w przeciwienstwie do zbioru W\ @
zwanego obszarem przyjecia hipotezy H,. Wtedy znaczenie ilosciowe zdefiniowa-
nych wyzej btedow « i 3 jest nastepujace:

a=P((z1,...,2,) € Q|H,), B =P((x1,...,2,) € W\ Q|Hy).

Z metodologicznego punktu widzenia pierwsza z powyzszych rownosci traktuje
si¢ jako réwnanie z niewiadoma (), przyjmujac, ze « jest mala liczba réowna
zazwyczaj 0,1 albo 0,05. Nazywamy ja wtedy poziomem istotnosci (wtedy 1 — «
nazywa sie poziomem ufnosci). Testy statystyczne, ktére kontroluja tylko blad
[-rodzaju nazywamy testami istotnosci.

Mozna zapytac¢, co dzieje sie z bledem II-rodzaju, jesli btad I-rodzaju zostal
zminimalizowany. Czy on réwniez przyjmuje minimalna warto$¢? Okazuje sie,
ze tak nie jest. Jest akurat na odwrét, czyli wartosci § rosna, jesli wartosci «
maleja (patrz np. [19]). Wobec tego testy istotnosci jako metoda ignorujaca
z zalozenia kontrole btedu Il-rodzaju z jednej strony kontroluja na poziomie o
odrzucenie hipotezy H, (gdy (x1,s,...,x,) € @), ale nie wypowiadaja si¢ na
temat jej przyjecia. Dlatego wnioskowanie w przypadku przeprowadzenia takiego
testu sprowadza si¢ do nastepujacej konkluz;ji:

1. odrzucenia hipotezy H, i przyjecia H; albo

2. braku podstaw do odrzucenia hipotezy H,.

Zaczniemy od omoéwienia podstaw zwiazanych z tzw. testami parametrycz-
nymi (patrz tez [4], [19]).  Przypus$émy, ze na podstawie préby proste;

(x1...2,) = (X1...X) (wy)

oraz metod opartych na pojeciu dystrybuanty empirycznej (histogramu) i teorii
estymacji otrzymali$émy nastepujace wyniki:

1. poznalismy typ rozktadu cechy X, czyli jej dystrybuante F', ewentualnie
dysponujemy wiedza na temat istnienia momentow tego rozkladu i para-
metréw, od ktérych rozktad ten zalezy,

2. zaktadajac, celem uproszczenia sytuacji, ze rozktad F' zalezy od jednego
parametru, powiedzmy 7, okresliliSmy metoda estymacji przedzialowej jego
przedzial na zadanym poziomie ufnosci 1 — a.

Pojawia si¢ problem wyboru wartosci tego parametru. Faza wstepna testu
parametrycznego polega na zdefiniowaniu dwoéch hipotez:

hipotezy zerowej H, przeciwko hipotezie alternatywnej Hy,



168 Wstep do statystyki matematyczne;j

gdzie
H,: =17, H;: TR,

gdzie TR, na ogdt oznacza jedna z trzech relacji:
TH#Toyy T< Ty T>T,

Rola testu statystycznego, jak pisaliSmy wyzej, polega na tym, aby zweryfi-
kowaé hipoteze zerowa przeciwko hipotezie alternatywnej. Pozytywna weryfikacja
konczy si¢ na ogdl stwierdzeniem, ze nie ma powodow do jej odrzucenia, co nie
musi oznaczac, ze hipoteze zerowa przyjmuje sie. Zazwyczaj w tej sytuacji caly
proces analizy statystycznej zaczyna si¢ od poczatku, a wiec od pobrania nowej
préby proste;j.

W przypadku negatywnej weryfikacji hipotezy zerowej albo przy aktualnych
wynikach zmienia si¢ jej tres¢ i powtarza weryfikacje albo przyjmuje sie¢ hipoteze
alternatywna.

Podstawa procesu weryfikacji jest, jak pisaliSmy wyzej, obszar krytyczny Q,
ktory w praktyce definiuje sie jako podzbidér prostej rzeczywistej, a nie przestrzeni
R”™. Aby go wyznaczy¢ potrzebna jest odpowiednia statystyka Z, czyli

gdzie

(,’L‘l c. ,’L‘n) = (Xl e Xn)(wo)
jest proba prosta cechy X populacji generalne;j.

Wtedy obszar () wyznaczony jest przez warunek (patrz definicja bledu I ro-
dzaju)

P{we 2 : Z(w) € Q}) = «, przy zalozeniu, ze zaszla hipoteza H,,.

Jesli teraz

Zobs = Z(wo> € Qu

gdzie zys jest wartoscig zaobserwowang statystyki Z, to hipoteze H, nalezy
odrzuci¢ na korzys¢ hipotezy H;. W przeciwnym razie méwimy, ze nie ma
podstaw do jej odrzucenia.

Dalej w kolejnych przyktadach pokazemy sposoby konstruowania statystyki Z
i odpowiadajacych jej obszaréw krytycznych (patrz tez [10]).
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Przyklad 6.4.6 Cecha X populacji generalnej ma rozktad typu N'(m,o0?), gdzie
parametr o jest znany. Wtedy dla zweryfikowania hipotezy zerowej

postugujemy sie styatystykq

Natomiast hipoteza alternatywna Hy 1 obszar krytyczny majg wtedy postac:

1.
Hy : m#m,, Q= (—00,—n4)U (N, +00),
gdzie ng, przy zatozeniu hipotezy H, okreslone jest rownaniem
Plwe 2: | Z, |(w) >n.}) =2(1 —P(n,)) = «,

bowiem statystyka

X, —
7, = 2" Mo s
o

ma przy zatozeniu hipotezy zerowej rozktad standardowy normalny.

H, : m>m, Q= (n., +0)
gdzie n}, przy zatozeniu hipotezy H, okreslone jest rdwnaniem

P{w € 2:Zo(w) > ni}) = 1 — () = a,

o

gdzie statystyka 7, jest identyczna, jak w sytuacji poprzedniej.

H, : m<m, Q= (—oc0, —n))

gdzie nt i statystyka Z, sq jak wyzej.

Przeprowadimy teraz symulacje liczbowg. W tym celu odwotamy sie do wy-
nikow z przyktadu 6.4.1.
Dostalismy tam

m € (1,838, 2,328), T4 = 2,083, 0 = 0,25, a = 0,05.
Postawmy hipoteze zerowq

H, : m = 2 przeciwko Hy : m # 2.
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Wtedy, przy zatozeniu hipotezy zerowej n, = 1,96, i przedziat krytyczny ma postac
Q = (—o0, —1,96) U (1,96, +00).

2,083—2
Tymczasem zps = ’%85’5

odrzucenia hipotezy zerowej.

= 0,684 ¢ @, co oznacza, Ze nie ma powodu do

Z drugiej strony biorgc

H, : m = 1,9 przeciwko H; : m < 1,9

dostalibysmy

P(nt)=1—a=0,95 sked Q= (—o0, —1,65).
Poniewaz teraz z.s = 1,46, zatem rowniez nie ma podstaw, aby nie przyjaé
m=19.

Okazuje sie, ze dopiero
H, : m = 2,3 przeciwko H; : m < 2,3

daje zgps = —1,736 € QQ = (—o0, —1,65), co oznacza, Ze hipoteze te nalezy
odrzucié. Jesli pobrana proba byta reprezentatywna, to oznacza to, zZe najprawdo-
podobnie wartos¢ Srednia cechy X jest mniejsza od 2,3.

Przyktad 6.4.7 Cecha X populacji generalnej ma rozktad typu N'(m,o0?), gdzie
oba parametry sq¢ nieznane. Wtedy dla zweryfikowania hipotezy zerowej

H, : m=m,

wykorzystamy styatystyke

t:XnS_m\/n—l.

Natomiast hipoteza alternatywna My @ obszar krytyczny majg wtedy postac:
1.

Hy : m#m, Q= (—00,—t,) U (ty, +00),
gdzie to, przy zatoZeniu hipotezy H, okreslone jest rownaniem
Pwe 2: |t |(w) >t.}) =,

bowiem statystyka

to:w,r_l

ma przy zatozeniu hipotezy zerowej rozktad t-Studenta o n — 1 stopniach
swobody.
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H, : m>m, Q= (), +o0)

gdzie t, przy zalozeniu hipotezy H, okreslone jest réwnaniem
Pwe 2: t(w) >tr}) =a,

gdzie statystyka t, jest identyczna, jok w sytuacji poprzednies.

Dla przeprowadzenia symulacji odwotamy sie do wynikow z przyktadu 6.4.2. Przy-
pomnigmy, ze wtedy

m € (1,899, 2,267), T; = 2,083, s =0,1.

Poniewaz z tabeli rozktadu t—Studenta dla trzech stopni swobody t, = 3,182, wiec
biorgc
H; : m =2 przeciwko Hy : m # 2

obszar krytyczny bedzie miat postac
Q = (—o0, —3,182) U (3,182, +00).

Tymczasem
2,083 — 2
obs = ’T1,73 =1,4359 ¢ Q,

co oznacza, zZe nie ma powodu, aby odrzuci¢ hipoteze zerowg.
Sprawdzimy, czy dla tej proby prostej mozna przyjaé, ze m = 1,9.
W tym celu wezmy

H, : m = 1,9 przeciwko H; : m > 1,9.
Poniewaz teraz tp =24, to Q = (2,4, +0).

Ale tys = %1,73 = 3,1659 € Q, co oznacza, Ze hipoteze zerowg nalezy
odrzucié.

Zauwwazimy, ze wartos¢ 1,9 tez nalezy do przedziatu wartosci sredniej wyzna-
czonego metodg estymacyi.

Na koniec pokazemy przykladowy test dla wariancji.

Przyktad 6.4.8 Cecha X populacji generalnej ma rozktad typu N'(m,o0?), gdzie
oba parametry sq¢ nieznane. Wtedy dla zweryfikowania hipotezy zerowej

H, : 0 =0,
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wykorzystamy styatystyke
,  nS?
X = PO
Natomiast hipoteza alternatywna Hy 1 obszar krytyczny majg wtedy postac:

H, : 0> 0,, (poniewazo >0), Q= (x2, +00),

gdzie przy zatozeniu hipotezy zerowej statystyka

, nS?
X = —
o 2
UO

ma rozktad chi-kwadrat o m — 1 stopniach swobody, a X% jest rozwigzaniem
rownania

P{we 2: xw) >xa}) =«

Stosowng symulacje przeprowadzimy, wykorzystujgc wyniki z Przyktadu 6.4.4.
Dostalismy tam wowczas

o? € (0,0002, 0,267), s*=0,1, a = 0,1.
Przeprowadzimy test dla srodka tego przedziatu, tzn. niech
H, : 0 =0,366 przeciwko H; : o > 0,366.
Poniewaz x2 = 1,0636, wiec Q = (1,0636, +00).

Ale
, 50,0377

XObS - 0,366

co pokazuje, zZe nie ma powodow odrzucac takiego wyboru.

= 0,515 ¢ Q,

Bardzo czesto spotykamy sie z problemem potrzeby poréwnania ze soba dwéch
roznych populacji generalnych. Mozemy na przyklad mie¢ do czynienia z po-
pulacja ludzi chorych i zdrowych, ludzi czynnych zawodowo i emerytéow itd.
Chcieliby$émy takie populacje ze soba porownaé¢ pod katem wyrdznionej cechy,
na przyklad w drugiej sytuacji moze nia by¢ preferencja wyborcza, ktora ozna-
czymy przez X. Zbudujemy model statystyczny dla takiej sytuacji. W modelu
tym zaklada sie, ze na przestrzeni probabilistycznej (£2, X, P) mamy dwie zmienne
losowe X 1Y, ktorych rozktady opisuja ceche X dla populacji pierwszej i drugiej.
Pobieramy materiat statystyczny z obu populacji w ten sposéb, ze otrzymane
préby proste sa stochastycznie niezalezne i maja postac:

(@1, @2, ..., 20) = (X1, Xa, .., X)) (wo)
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dla pierwszej populacji i
(1,92, Ym) = (Y1, Y2, Vi) (wo)
dla populacji drugiej, gdzie
d(X;) = d(X), d(Y;) = d(Y)

dla wszystkich i oraz j. Dla uproszczenia zalézmy, ze obie populacje maja rozktad
normalny, czyli X, Y € N(my,0%), k = 1,2. Interesuje nas kwestia czy ich
srednie sa sobie réwne, czyli czy my; = m2? Stawiamy wiec hipoteze zerowa
H,: my = my przeciwko hipotezie alternatywnej Hi: my # my. Aby wyznaczy¢
obszar krytyczny () ustalamy poziom istotnosci « i bierzemy statystyke testowa

okreslong wzorem
2 2’
Ay %2
n + m

o ile obie wariancje sa znane. Mozna pokazaé, ze przy zalozeniu hipotezy zerowej
statystyka Z ma standardowy rozklad normalny (patrz np. [4]). Wtedy obszar
krytyczny jest obszarem dwustronnym opisanym réwnaniem

P{w e Z(w) € Q}) = a.

W sytuacji kiedy wariancje nie sa znane i rézne, oraz dlugosci obu préb sa
duze (co najmnie réwne 30), to statystyka testowa ma postacé

7 —

g XV
+

3158
3%

gdzie S? 1 S3 sa wariancjami teoretycznymi z préby prostej dla obu populacji ge-
neralnych. Wtedy przy zalozeniu hipotezy zerowej statystyka Z ma standardowy
rozktad normalny i na tej podstawie mozemy wyznaczy¢ obszar krytyczny.

W przypadku kiedy 2 < n,m < 30 i wariancje nie sa znane oraz sa rézne, to
korzystamy ze statystyki bedacej modyfikacja statystyki zdefiniowanej powyzej i
wygladajacej nastepujaco

ktoéra przy zalozeniu hipotezy zerowej ma rozklad t—Studenta o s stopniach swo-

body, gdzie
52 52 \?2
(n—l + E1)

S =
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Wreszcie mozemy mie¢ do czynienia z sytuacja kiedy wariancje sa jednakowe i
nie sa znane. Jesli obie préby proste sa duze (co najmnie licza po 30 elementéw),
to dla wyznaczenia obszaru krytycznego uzywamy statystyki

72— XY o
\/nS? +mS3

ktoéra przy zalozeniu hipotezy zerowej tez ma standardowy rozktad normalny albo
w przypadku kiedy préby sa krétkie (< 30) bierzemy

X-Y
)
nSf-}—mSg l+l
n+m—2 n m

ktoéra przy zatozeniu hipotezy zerowej ma rozklad t—Studenta o n+m—2 stopniach
swobody.

7 —

Przyklad 6.4.9 W dwoch losowo wybranych firmach zbadano efektywny czas
pracy jej pracownikow, a wiec ten czas, ktory poswiecajg na wykonywanie tylko
swoich czynnosci przewidzianych zakresem uprawnien. W obu z badanych firm
rozktad efektywnie wykorzystywanego czasu jest normalny z odchyleniem standar-
dowym rownym 1,1 godzine. Z badan wynika, Ze Sredni efektywny czas pracy
w 25-elementowe] probie pracownikow zatrudnionych w pierwszej firmie wyniost
6,5 godzin, a w 20—elementowej probie wsrod zatrudnionych w drugiej-5,9 go-
dzin. Na poziomie istotnosci a = 0,05 nalezy zweryfikowaé hipoteze, ze srednie
efektywne czasy pracy w obu firmach sq jednakowe.

Z zatozenia rozktady X 1Y dla obu populacji generalnych sqg mormalne, o
wartoscach oczekiwanych rownych odpowiednio my i mo oraz o jednakowych dys-
persjach oy = 09 = 1, 1. Ponadto mamy dwie niezaleine proby proste o liczebnosci
n = 25 i m = 20 mniejsze od 30. Wykorzystamy statystyke testowq postact

X-Y
nS24+msS2 (1 1 ’
\/ n-ll—m—22 (E + ﬁ)
ktora przy zalozeniu hipotezy zerowej ma rozktad t-Studenta o n +m — 2 = 43

stopniach swobody. Z tabeli rozktadu t-Studenta wynika, zZe dla przyjetego stopnia
poziomu istotnosci o = 0,05

7 —

P({w e Q: [tH(w)] = tamin-2}) = @

daje wartosé krytyczng tomin—2 = 2,042 i Q = (—o0,—2,042) U (2,042, 4+00).
Z drugiej strony wartosé zaobserwowana przyjete; statystyki tos przy zatozeniu
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hipotezy zerowej H,: my = my wynosi

6,5—95,9
Lobs = ’ 4 =1,777.

\/25.(1,1)2+20~(1,1)2 (0,04 +0,05)

43

Poniewaz Hi: my # my oraztys & Q, hipoteza zweryfikowana zostata negatywnie,
co oznacza, ze nie mamy powodow do jej odrzucenia.

Parametryczne testy istotnosci, jak pewnie zauwazyliSmy na ogdt odnosza sie
do populacji normalnych. W sytuacji kiedy rozktad cechy X populacji generalnej
jest dwumianowy, to bedziemy méwili o testach dla frekwencji. W tym przypadku
bedziemy weryfikowali hipoteze zerowa H,: p = p, przeciwko hipotezie alterna-
tywnej H;p, ktéra moze mie¢ jedna z trzech postaci: p # po, D > Doy P < Po-
Oczywiscie parametr p oznacza tutaj prawdopodobienstwo teoretyczne pojawie-
nia si¢ sukcesu, zwane tez frekwencja. Poniewaz w metodzie stosuje sie CTG,
bedziemy tez zaktadali, ze pobrana proba prosta jest dostatecznie duza, czyli ze
n > 100. W tym przypadku statystyka testowa ma postaé

X, —
V'S

Przy zalozeniu hipotezy zerowej, z CTG jest rozklad jest asyptotycznie standar-
dowym rozkladem normalnym. Wtedy wartos¢ zaobserwowana dla préby prostej
obliczymy ze wzoru

7 = P /.

gdzie
Do + qo = 1, moznacza liczbe sukceséw.

W takim razie narzedzie to pozwala nam analizowa¢ zagadnienia zasygnalizowane
w przyktadzie 6.2.1. Przesledzimy to na nastepujacym przyktadzie

Przyklad 6.4.10 Na jednej z uczelni zrobiono badania na temat stopnia przygo-
towania studentow do sesji egzaminacyjnej. W tym celu wylosowano probe prostg
ztoZong ze 150 studentow 1 stwierdzono, Ze 45 sposrod nich zdato wszystkie eg-
zaminy w pierwszym terminie. Na poziomie istotnosci 0,05 nalezy zweryfikowaé
hipoteze, ze mniej anizeli trzecia czesé studentow zdaje na tej uczelni wszystkie
egzaminy w pierwszym terminie.

Niech X oznacza ceche naszej populacji generalnej okreslajocq liczbezdajgcych
wszystkie egzaminy. Z zaloZenia X € B(m,p), gdzie n = 150 i p jest nieznane. Z
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trsci wynika, ze H,: p = % przeciwko hipotezie Hy: p < % Aby zweryfikowac te
hipoteze zastsujemy test dla frekwencji. Wiedy

45 1
Zops = 20 - 23 = —0, 346.
33
150
Tymczasem lewostronny obszar krytyczny Q- = (—o00,—n,), gdzie n, jest

roZWIQZAMNIEM TOWNANLA
PweQ: X|[(w>n4)}) =«

rOWNOWazneqgo rownaniy
2(1 = P(ny)) =«

dla o = 0,05 ma postac
Q™ = (—o00,—2,23).

Poniewaz zps ¢ Q~, wiec wnosimy, Ze nie ma powoddw do odrzucenia hipo-
tesy zerowej. Nalezy wie przyjec, ze co najmniej trzecia czesc¢ studentow badanej
uczelni zdaje wszystkie egzaminy w pierwszym terminie.

Zaprezentujemy teraz podstawowe metody mnieparametrycznych testow
istotnosci. Na ogot testy te dotycza trzech kwestii:

1. rozstrzygniecia hipotezy czy rozklad cechy X populacji generalnej jest
okreslonego typu F'. Méwimy wtedy o tzw. tescie zgodnosct,

2. zbadania, czy pobrany material statystyczny spelnia wymogi okreslone
przez definicje préby prostej. Takie testy nazywamy testami losowosci,

3. zbadanie wspoéizaleznosci dwoch i wigcej cech tej samej populacji. Mowimy
wtedy o testach niezaleznosci.

Test zgodnoéci chi-kwadrat (y?) Pearsona.

Niech (z1,...,2,) = (X4,...,X,)(w,) bedzie préba prosta cechy X popula-
cji generalnej. Stawiamy hipoteze na temat nieznanego rozkladu F' cechy X w
postaci H,: F' = F,, dla pewnego rozkladu F, o k parametrach. Wtedy hi-
poteza alternatywna H; oznacza, ze dystrybuanta F' jest inna anizeli F),, czyli
Hy: F # F,. Dla celéw weryfikacji hipotezy H, ustalamy poziom istotnosci «
(na ogdét o = 0,05) oraz za statystyke testowa bierzemy statystyke x* Pearsona,
o ktorej wiecej powiemy za chwile.

Najpierw musimy zwrécié uwage na kilka faktéw zwiazanych ze struktura
préby prostej. Przede wszystkim nalezy podkresli¢, ze test zgodnosdci x? pear-
sona ma zastosowanie zaréwno dla rozktadéw ciaglych jak i dyskretnych. Ponizej



