Rozdzial 6

Wstep do statystyki
matematycznej

6.1 Cecha populacji generalnej

W rozdziale tym zaprezentujemy metode probabilistycznego opisu zaobserwowa-
nego zjawiska. W takim razie (patrz rozdzial 2.4) zjawisko to bedziemy nazy-
wali zjawiskiem losowym. Bedziemy zaktadali, ze mamy do czynienia z pewna
mnogoscia charakteryzujaca sie tym, ze jej wszystkie elementy posiadaja te sama
interesujaca nas wtasnos¢, ktora chcemy poznac.

Zbiorowos¢ te dalej bedziemy nazywali populacjg generalng, a badana
wlasnosé tej populacji— cechg populacji generalnej i bedziemy ja oznaczali przez
X. U podstaw metodologii poznania witasnosci cechy X danej populacji general-
nej lezy proces probkowania. Chodzi o to, ze na ogol populacja generalna jest
bardzo liczna i nie ma mozliwosci, aby witasnosci cechy X tej populacji mozna
by bylo poznaé, obserwujac cala populacje. Wybiera si¢ wtedy jej reprezentacje.
W wyniku obserwacji elementéw tej reprezentacji pozyskujemy tzw. materiat
statystyczny. Proces ten dalej krotko bedziemy nazywali probkowaniem, a repre-
zentacje populacji generalnej, na ktorej przeprowadzamy probkowanie, jej probg.
Jesli przyjmiemy, ze proba jest n—elementowym podzbiorem populacji generalnej,
to uzyskany w wyniku obserwacji tej proby material statystyczny mozemy opisaé
w postacji ciagu (x7...x,), gdzie kolejne wyrazy x; opisuja te sama wlasnosé,
a wigc wlasnos¢ cechy X. W dalszym ciagu bedziemy zakladali, Ze wartosci x; sa
wielkosciami wymiernymi, a wiec liczbami rzeczywistymi. Zatem material staty-
styczny bedzie miat postaé ciagu liczbowego skonczonego. Bedziemy go nazywali
probg cechy X z populacji generalnej.

Majac juz pobrany material statystyczny skonstruujemy odpowiadajacy mu
model probabilistyczny, a wigc wlasnosci cechy X opiszemy na tej podstawie
w kategoriach teorii prawdopodobienstwa. Na gruncie tej teorii zostanie on zba-
dany. Pokazemy jak otrzymane wyniki odnoszace sie tylko do pewnej podzbio-
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rowosci catej populacji generalnej (jej préby) bedzie mozna przenie$¢ na cala
populacje i jak takie uogdlnienie nalezy rozumiec.
Przesledzmy wprowadzone wyzej pojecia na nastepujacym przyktadzie:

Przyklad 6.1.1 Prébujemy okreslic preferencje wyborcze obywateli danego
panstwa. Przynaleznosé do populacyi wyborcow okresla wtedy obowigzujgca or-
dynacja wyborcza. Przyktad naszego panstwa pokazuje, zZe liczebnosé tej popu-
lacji moze byé calkiem spora (przeszto 20 min.). Ale nie tylko to stanowi pro-
blem. Zbiorowosc ta zawsze jest bardzo zrdzinicowana, co zwigzane jest z miej-
scem zamieszkania (jaki region, miasto, wies itp.), wiekiem, wykonywanym za-
wodem, ptcig itd. Aby material statystyczny byt wiarygodny, nalezy ten podziat
1 liczebno$¢é populacji generalnej vwzglednié, wybierajoc jej reprezentacje. Po-
wiedzmy wyraznie, zZe to nie bedzie przedmiotem tego opracowania, aczkolwiek ta
faza analizy bywa kluczowa. Z technicznego punktu widzenia, po wybraniu re-
prezentacyi, materiat statystyczny pozyskuje sie technikg ankietowania. Rowniez
sama konstrukcja takiej ankiety nie bedzie przedmiotem naszej analizy. Wspomi-
namy o tym tylko dlatego, aby Czytelnik lepiej maogt sobie wyobrazié¢ proces, ktory
probujemy tutaj opisac.

W efekcie otrzymamy probe (xy . ..x,). Okazuje sie, ze w efekcie zamodelo-
wania tego procesu i dodatkowych zatozen na te probe, stosujgc metody statystyki
matematycznej, bedzie mozna odpowiedziec np. na nastepujace pytania:

1. nagprawdopodobnie na kogo zagltosujg mieszkancy danego wojewodztwa;
2. najgprawdopodobnie na kogo zagtosujg ludzie z wyzszym wyksztatceniem;

3. nagprawdopodobnie na kogo zaglosujg ludzie powyzej 55 roku zycia;

1 na wiele innych podobnych.
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6.2 Model probabilistyczny préby prostej
Zaczniemy od nastepujacego przyktadu:

Przyklad 6.2.1 WyobraZmy sobie, ze pewien zaktad produkuje w okreslonym cy-
klu czasowym (np. dziennym) pewng partie tego samego produktu. Cata ta partia
z zatozenia ma trafi¢ do dystrybucji. Aby ustrzec sie przed wpadkq, firma zmu-
szona jest do przeprowadzania kontroli biezgcej produkcyi. Z powodu liczebnoSci
wyprodukowanej partii © braku czasu nie mozna tg kontrolg objac calej produkcji.

W tym przypadku stosuje sie réowniez metody probabilistyczne. Z catej partis,
kierujgc sie wieloma wzgledami (np. zmianowym trybem pracy, godzinami pracy
itd.), po skontrolowaniu tylko wybranych produktéw, a wiec elementéw proby,
pozyskuje sie materiat statystyczny. Jego analiza na przyktadzie skonstruowanego
modelu probabilistycznego pozwala na uzyskanie np. odpowiedzi na nastepujgce
pytanie:

jak czesto w catej populacji pojawiajq sie detale wadliwe,

o ile ocena przydatno$ci produktu odbywata sie wedtug najprostszeqo kryterium
polegajgcego na ocenie w kategoriach dobry—zty.

W przyktadzie 5.1.1 wspomnielismy, ze material statystyczny musi spetniac
jeszcze jeden bardzo wazny wymog, aby analiza statystyczna takiej proby mogta
spetni¢ swoje zadanie. Ponizej zajmiemy si¢ miedzy innymi i tym zagadnieniem.
W pierwszej kolejnosci pokazemy, jak mozna zbudowaé¢ model probabilistyczny
pozwalajacy na podstawie materialu statystycznego opisa¢ badana ceche danej
populacji generalnej. Zrobimy to w dwdch etapach. W etapie pierwszym przyj-
miemy, ze:

1. cecha X populacji generalnej jest zmienna losowa o rozkladzie F', ktory jest
nieznany i probujemy go poznac,

2. zmienna ta okreslona jest na przestrzeni zdarzen (2,, ktéra reprezentuje
populacje generalng zwiazana z ta cecha,

3. o-cialo zdarzen Y, jest generowane przez rodzine

{we ,: X(w) <t, teR},
4. funkcja prawdopodobienstwa P, jest taka, ze

F(z) = P,({w € 2, : X(w) < z}), dla kazdego z € R.
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Wtedy (2, jako zbiér wszystkich zdarzen elementarnych przedstawia populacje
generalna, a przyporzadkowanie

2,5w—Xw)eR
opisuje proces obserwacji wlasnosci cechy X dla danego elementu w wybranego
z tej populacji. Natomiast n—elementowa reprezentacje tej populacji-jej probe
mozemy traktowaé jako n—elementowy podzbior calej populacji

Qp ={w].. . w}.

Material statystyczny-préba z populacji generalnej, bedzie mial postac

<X(w‘f) . .X(w;;)).

W fazie drugiej konstrukeji modelu probabilistycznego odpowiadajecego zja-
wisku obserwacji populacji generalnej na podstawie wyboru préby skorzystamy
z wynikéw podrozdziatu 2.3, gdzie byla mowa o prawdopodobienstwie produkto-
wym. Powtarzajac tamta konstrukcje n > 2-razy otrzymamy:

N=0,0...0,
————

n—razy

z o cialem produktowym ¥ i z prawdopodobienstwem produktowym P.

Na tak skonstruowanej przestrzeni probabilistycznej zdefiniujemy nastepujacy
ciag zmiennych losowych:

Xj(w) = Xj(w1, C Wy, SWp) = X(Wj)

dla kazdego j € {1...n}.
Zachodzi nastepujace twierdzenie (patrz tez Dodatek)

Twierdzenie 6.2.1 Niech zmienne X; bedg okreslone na przestrzeni probabili-
stycznej (§2, X, P) jak wyzej. Wtedy:

1.

zmienne losowe X; majg jednakowe rozktady jak rozklad cechy X,

zmienne te sg niezalezne,
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(Xq,... X)) (%) = (X(w)), ... X(w) = (x1,...24),

gdzie w® = (w7,...w?).

Mozemy wreszcie doprecyzowaé¢ pojecie proby, o czym wspominaliSmy
wczesniej.

Definicja 6.2.1 Niech dany bedzie cigg liczb (. ..x,) bedgcy efektem obser-
wacyi cechy X na przyktadzie wybranej proby populacji generalne;.

Powiemy, ze cigg ten jest probg prostg, jesli istnieje przestrzen probabili-
styczna © n zmiennych losowych niezaleznych o tym samym rozktadzie co badana
cecha X, Ze zachodzi wzor (3) powyziszego twierdzenia.

Spréobujmy przyblizy¢ lepiej znaczenie tej definicji. Do tej pory wiasnosci
tej samej cechy obserwowaliSmy na réznych elementach populacji generalnej wy-
bierajac z niej prébe. Tak naprawde chodzilo nam o cos wigcej, aby ta ob-
serwacja poszczegdlnych elementow préby przebiegala w sposob niezalezny. Na
etapie pierwszym opisu tego modelu przettumaczenie empirycznie rozumianej nie-
zalezno$ci sprawia problemy. Stad w kroku drugim, biorac za wzér model pro-
duktowy, te niezalezno$¢ dostaliSmy niejako za darmo. Zmienita sie jednak inter-
pretacja calego procesu pozyskiwania materialu statystycznego. Bowiem fakt, ze
zaczeliSmy operowaé ciagiem zmiennych losowych niezaleznych o rozkladzie tym
samym co cecha X oznacza, ze n—krotnie powtarzaliémy w sposéb niezalezny od
siebie to samo doswiadczenie (patrz tez przyktad 2.4.2).

A zatem zwrot:

z populacji generalnej w wyniku obserwacji jej cechy X pobrano ma-
terial statystyczny w postaci préby prostej (z7 ... z,),

w mysl powyzszych ustalen oznacza, ze kazda liczba z; jest zaobserwowana
wartosciag zmiennej losowej X, dla pewnego zdarzenia elementarnego w,, gdzie
zmienne te maja ten sam rozkltad co cecha X i sa parami niezalezne. 7 dru-
giej strony mozemy mowi¢ o odwzorowaniu, ktére bylo przedmiotem naszych
rozwazan w rozdziale 4, czyli wektora losowego

253w—(Xy,...X,)(w),

ktore w statystyce odgrywa kluczowa role. W takim razie przy tej interpre-
tacji proba prosta jest wartoscia wektora losowego o skladowych bedacych nie-
zaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie co cecha X.
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Przyklad 6.2.2 Nalezy oceni¢ partie produktu finalnego pod kgtem jego wa-
dliwosci. 7 teoretycznego punktu widzenia cecha X ma rozktad dwupunktowy.
Zaktadajgce, ze obserwacja dobrego produktu zwraca wartos¢ 1, a wadliwego 0,
dostaniemy

Pwe 2 : X(w)=1})=p, P{we 2: X(w)=0})=1—p.

Zatem ocene mozna sprowadzi¢ do prostego pytania: jaka jest wartosc liczbowa
parametru p?
Przypusémy, ze dysponujemy n—elementowq probg prostq

(@1 ...13,), gdzie z; € {0,1}.

Istnieje wigc wektor losowy (X ...X,), taki Ze

1.
d(X;) = d(X),
2.
X sq niezalezne,
3.

Jooen (z1...2,) = (X, ... X)) (wy)-

Z drugiej strony, z Mocnego Prawa Wielkich Liczb wiadomo, Ze jesl weZmiemy

cigg zmiennych losowych

— 1
Vi=2(Vi+... V),

gdzie Y, majg jednakowe rozktady, sq niezalezne i majg drugie momenty, to
Yi(w) — p, dla we 2, i P(2,)=1.
W naszym przypadku, gdybysmy wiedzieli, czy:

1. zdarzenie elementarne w, okreslajgce naszg probe prostg jest elementem
zdarzenia (2,

2. liczebnos$¢ proby prostej jest dostatecznie duza,

to moglibysmy ustali¢ na tej podstawie nastepujgce przyblizenie

1
p ﬁ($1+$n)

Dalej sprébujemy udzieli¢ odpowiedzi na postawione wyzej pytania.



