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Zadania z Matematyki Dyskretnej
Lista 4

1. Pokazać, że funkcja l zdefiniowanana wzorem P(X) � A → l(A) = |A| ma
nastȩpuja̧ce w�lasności:

(a)

A ⊂ B ⇒ l(A) ≤ l(B).

(b)

A ⊂ B ⇒ l(B \ A) = l(B) − l(A).

2. Podać zasadȩ konstrukcji funkcji odwrotnej do f na podstawie znajomości
wykresu funkcji f .

3. Uzasadnić, że wykres funkcji jest relacja̧.

4. Przeprowadzić brakuja̧ce dowody Faktu o wasnoci obrazu i przeciwobrazu
podanego na wykadzie.

5. Wyprowadzić metoda̧ ZIM wzór na f (n) dla funkcji f(x) = ax + b.

6. Pokazać, że funkcja odwrotna do funkcji rosna̧cej (maleja̧cej) jest funkcja̧
rosna̧ca̧ (maleja̧ca̧).

7. Przedyskutować monotoniczność i ograniczoność cia̧gu arytmetycznego i
geometrycznego.

8. Dlaczego cia̧g naprzemienny nie jest zbieżny?

9. Wykorzystuja̧c ZIM udowodnić, że |Pn| = n!.

10. Wyznaczyć liczbȩ Stirlinga S(6, 3). Podać jej kombinatoryczna̧ interpre-
tacjȩ.

11. Przeprowadzić algorytm dla zagadnienia wież Hanoi dla przypadku 5 dysków.

12. Przeprowadzić pe�lny dowód Twierdzenia o rekurencji II stopnia.

13. Niech (fn) oznacza cia̧g liczb Fibonacciego. Znaleźć dwoma sposobami
liczbȩ f31.

14. Stosuja̧c ZIM pokazać, że
∀k≥1 fn|fkn.
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15. Pokazać, że

fn = 1 +

n−2∑
j=0

fj , dla n ≥ 2.

16. Uzasadnić, że dwie sa̧siednie liczby Fibonacciego sa̧ wzglȩdnie pierwsze.

17. Wyreprezentować liczbȩ 277 w uk�ladzie pozycyjnym Fibonacciego.

18. Jak wiadomo dla liczb Fibonacciego zachodzi tożsamość Cassiniego

fn+1fn−1 − f 2
n = (−1)n.

W szczególnośći mamy
f7f5 − f 2

6 = 1,

czyli 13 � 5 − 82 = 1. Weźmy kwadrat o boku 8 z�lożony z 64 mniejszych
kwadratów (jednostek) i podzielmy go jak na rysunku 4.1 na cztery figury
o wymiarach: f6, f5 i f4.

Figure 1: kwadrat o boku 8 podzielony na cztery figury
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Z�lóżmy z tych czterech figur prostoka̧t jak na rysunku 4.2. Bȩdzie on mia�l
wtedy wymiary: f7 × f5 = 65. Zaistnia�la̧ sytuacjȩ nazywamy paradoksem
Cassiniego. Wyjaśnić przyczynȩ pojawienia siȩ dodatkowej jednostki.

Figure 2: prostoka̧t o bokach 13 × 5 powsta�ly ze sklejenia 4 figur

19. Uzasadnić, że

6x2

(1 − 2x)(1 + x)
= 2x2

( 2

1 − 2x
+

1

1 + x

)
.

20. Stosuja̧c pojȩcie liczby Cantala obliczyć na ile sposobów można podzielić
wieloka̧t wypuk�ly maja̧cy n + 2 krawȩdzie na różne trójka̧ty za pomoca̧
przeka̧tnych.

21. Uzasadnić, że
n∑

j=0

(
n

j

)
2j = 3n dla n ∈ N.

22. Dany jest zbiór X = {1, 2, 3, 4}.

(a) Wypisać wszystkie elementy rodziny C3
4 .

(b) Wypisać wszystkie cia̧gi zbioru P4.

(c) Wypisać wszystkie elementy zbioru W 2
4 .

(d) Wypisać wszystkie elementy zbioru V 2
4 .
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(e) Wypisać wszystkie 3-elemntowe kombinacje z powtórzeniami zbiory
X.

23. Ile jest wszystkich rozwia̧zań równania

x + y + z = 15, x, y, z ∈ N.

porównać ten wynik z liczba̧ rozwia̧zań tego równania, jeśli x, y, z ∈ N∪{0}.

24. Dany jest zbiór X = {1, 2, . . . , 8}. Skonstruować wszystkie partycje X
z�lożone z czterech dwuelementowych podzbiorów. Ile jest takich partycji?

25. W turnieju tenisa ziemnego startuje 24 zawodników. Zak�ladaja̧c, że przez
eliminacje tego turnieju rozumiemy rozstawienie uczestników w pary obliczyć
na ile sposobów można przeprowadzić takie eliminacje.

26. Na ile sposobów grupȩ z�lożona̧ z 21 osób można podzielić na: 3 podgrupy
4 osobowe, 1 podgrupȩ 3 osobowa̧ i 2 podgrupy 3 osobowe?

27. Pokazać, że jeśli A jest 10-elementowym podzbiorem zbioru {1, 2, . . . , 50},
to znajda̧ siȩ dwa podzbiory w A, że ich arytmetyczne sumy bȩda̧ sobie
równe.

28. Przeprowadzić procedurȩ ,,w�la̧czania-wy�la̧czania” dla rodziny 4 elemen-
towej.

29. W grupie 35 osób jest 17 pala̧cych oraz 21 osób w wieku co najmniej 18 lat.
Ilu spośród pala̧cych ma co najmniej 18 lat?

30. Na �lawce usiad�lo obok siebie 10 osób. Osoby te zamieni�ly siȩ miejscami.
Opisać to zjawisko w terminach kombinatoryki oraz dokonać jego zliczenia.

31. Cia̧g (an) dany jest wzorem

a0 = a1 = 1, an = 2an−1 + an−2, n ≥ 2.

(a) Obliczyć a8 metoda̧ iteracyjna̧.

(b) Rozwia̧zać tȩ rekurencjȩ metoda̧ funkcji charakterystycznej.

(c) Zbadać parzystość wyrazów an.

32. Dla cia̧gu (an), gdzie a0 = 3, an = −2an−1, n ≥ 1 napisać jego funkcjȩ
tworza̧ca̧, a nastȩpnie rozwia̧zać tȩ rekurencjȩ.

33. Sprawdzić, że cia̧g an = 3n − 2n3n ma nastȩpuja̧ce w�lasności:

a0 = 1, a1 = −3, an = 6an−1 − 9an−2.

18.04.2008
dr Ryszard Rȩbowski
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