MAP 1148 — ANALIZA MATEMATYCZNA 1.2
Listy zadan na semestr zimowy 2009/10

Lista 1

1.1. Korzystajac z definicji granicy wlasciwej ciaggu uzasadni¢ podane réwnosci:

2 1 2 1 3—
a) lim 2122 g by lim 2Ly ¢) lim > = 1,
3n+1 1000
i —0- *) 1; — 9. *) 1 _
) i s =0 e>n1:ngo[n+1J—2v ) i =0

1.2. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic ciagéw obliczy¢ podane granice:

3095211 24 1)\ nl+1 20+23
a) lim w; b) lim w; c) lim %;
T et 20+ D(n + 1)} oo (B 1)
. V8t 43 L (a :
d) lim T e) lim (\/n4+16—n); f) lim (\/n2+4n+1—\/n2+2n).
1.3. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach znalezé podane granice:
—_— 271 3
a) lim {/n2" +1; b) lim_ %; ¢) lim 3:111‘;
) 1 1 1 . 2n4 (=)™ ) 3n 4 2n
d) lim + + .ot —; e) lim —————; f) lim ¢ .

1.4. Korzystajac z definicji liczby e oraz z twierdzenia o granicy podciagu obliczy¢ podane granice:

_ (Bnt2\"®" , n2 \" C[/3n+2\" [5n+3\"
a) lim ; b) lim ; c) lim . ;
n—oo \ dn + 1 n—oo \ n2 + 1 n—oo on + 2 3n+1
3 n 3 1 6n n
d) lim " ; e) lim nt ; f) lim r .
n—oo \ 3n + 1 n—oo \ 3n + 2 n—oo \n + 1

1.5. Korzystajac z definicji granicy niewladciwej ciagu uzasadni¢ podane réwnosci:

a) lim logy(n+3) =o00; b) lim (n*—1)=o00; ¢) lim (vVn—n)=—o0; d) lim (10— {/n) = —oc.

n—oo n—oo
1.6. Korzystajac z twierdzenia o dwoch ciggach znalezé podane granice:

a) lim /n" +5; b) lim (3" cosn —4"); c) lim (sinn—2)n?;

n—oo n—oo

d) nlin;o[(%+%)n(5—%>n]; e) lim (n®—10n°+1); f) lim <L—\}IJ+L—\}5J++L1W>



Lista 2

2.1. Korzystajac z twierdzenia o granicach niewlasciwych ciagéw obliczy¢ podane granice:

1-— 1)! n
a) lim (n4 —3n® —2n® —1); b) lim L; c) lim (\/§ — cos z) ;
24+1 1\" 1
d) lim 21 e) lim (770 . f) lim nt .
n—oo  m n—oo \ 2n n—oon [ln(n+ 1) — Inn]

2.2. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic funkcji obliczyé podane granice:

s 27 41 Y4

RE R T R
tg? 1 vat — V1= 61
d) lim u; e) lim e I; f) lim S
z—Z - tg x+5 z—0 2x r—11 — g2

2.3. Zbadacé, obliczajac granice jednostronne, czy istnieja podane granice funkcji:

1
T3

a) 1ir%xsgnac; b) 111%29” ; c) hm [3sinz];
d) lim i e) 1 = 1|3' f) lim sgn [z (1 —2?%)]
T—2 |$ 2|7 —1 a3 — ' r——1 & ’

2.4. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach uzasadni¢ podane rownosci:

! g N
w0 L 00 LI\/ZJ z——00 277 4 COS T
; - L . 2+4sinz ) r+sin?z B
d) Ilil%h VT cos poi 0; e) IILH;O R 0; f) mg@we -0

2.5. Korzystajac z twierdzenia o granicach niewlasciwych funkcji obliczy¢ podane granice:

11
: 3 2 . : 4 3 2 . .
a) zh—>ngo($ + 227 4+ 2 — 100); b) 1215100(4:5 - 32 +22% —x +1); c) lim (x—z—;),
3z + 2
@) Jim e) lim (vV2r+1-+va+1); f) lim (Va?+2-a).

2.6. Korzystajac z granic podstawowych wyrazen nieoznaczonych obliczy¢ podane granice funkcji:

sin? 3:10 . In(1+2%) . 22 —1
a) lim —-—; b) lim ——— c) lim il
5:0 3T — 1
d) lim [1 + tg(22)]°"8: cos . .
)mli%[ +tg(22)] ’ e) zin— cos 3z’ 250 sin 27
Sin 5 (1 + \VE) 2x—1
g) lim —3+; h) lim —————; i) lim (1 + —) .
=0 g¢in g z—0 x T—00 +2

Lista 3

3.1. Znalez¢ asymptoty pionowe i ukosne podanych funkcji:

z® + 2 L sinx
Vuo) =TI W= =y Dl =i
cos(mx Vitar 3
d) 2(2) = 2””(— 8); e) fle) = 1T+2? f) g(z) = (z+ 1)2;



3.2. Dobraé¢ parametry a,b € R tak, aby podane funkcje byly ciagte we wskazanych punktach:

: 7T 7
sing dla |z >, @1=-7, 2 4az+b dla |z <2, z=-2,
a) flx) = b) fl) =
T i zv/2? —4 dla |z| > 2, z9=2;
ax +b dla |z| < =, zx=—;
2 2
asinz +bcosz dla |z| > g, 171:—%, br dla x <m,
c) f(z) = d) f(z) = sinz
T dla x>7m, z9g=m.
1+tgx dla |z| < T 2= azx

3.3. Okresli¢ rodzaje nieciaglosci funkeji w punkcie a (jezeli istnieja) dla funkcji o podanych wykresach:

a) U | b) y ) y
i y=/f(z) y=F(2) /
-\ B B
d) y e) Y | f) Y
! y=f(z)
y=f(z) ; y=r(x)
/ i 7 '\
— %

3.4. Okresli¢ rodzaje nieciaglosci podanych funkcji we wskazanych punktach:

z?—1 || +

a) f(I) = ﬁ dla z € (0’ 1) Y (1700)’ b) f(a:) — dla = 75 O7
3 dla z =1, xo = 1; 0 dlaz=0, x=0;
1
C) f(«T):Sgn |:1'($-1):|, 1‘0:1, d) f(fE): 1_COSE dlaxyé(),

0 dla x =0, zg = 0.

3.5. Korzystajac z twierdzenia Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw uzasadni¢, ze podane zagadnienia ekstre-
malne majg rozwiazania:

a) wérdd stozkéw wpisanych w kule o promieniu r istnieje ten, ktéry ma najwieksza objetosé;
b) wérédd tréjkatéw prostokatnych wpisanych w kolo o promieniu r istnieje ten, ktéry ma najwickszy obwdd;

c) wérdd prostokatéw opisanych na danej elipsie istnieje ten, ktéry ma najmniejsze i najwieksze pole.

3.6. Uzasadnié, ze podane réwnania maja jednoznaczne rozwigzania we wskazanych przedziatach:

; .
a) «® + 60 —2=0, (0,1); b)esina =7, (2r,= )i o) 1="L4a (0,7);
5 > 5
1
d) 22 4z —1=0, (5’1); e) 3" +z=3, (0,1); f) 22 =1, (0,1).

Wyznaczy¢ rozwiazania réwnan a), d) i f) z dokladnoscig 0.125.



Lista 4

4.1. Korzystajac z definicji zbadac, czy istnieja pochodne podanych funkcji we wskazanych punktach:

a) f(x) = |z —1], zo = 1; b) f(z) = 2z — [z[, o = 0; c) f(z) = |z — 7’ sinw, xo = m;
sine dla z < = 1
2 inx r< =

z? dla = <2, 2’ z?arctg — dla z # 0,
d) f(z) = { ] &) f(z) = ) f(2) = E

2% dla x> 2, 1 dlax>72i, 0 dla = =0,

,TO:Q; ,TO:E; LL‘QZO.
Naszkicowaé wykresy funkcji a), b), d) i e).
4.2. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne funkcji:
a) f(r) = 2? — 3z, gdzie v € R; b) f(z) = R gdzie © # —1;
x

c) f(z) = Va, gdzie z > 0; d) f(z) =tgz, gdziez # % Yk dlak e Z.

4.3. Badajac pochodne jednostronne rozstrzygnaé, czy istnieja pochodne podanych funkcji we wskazanych
punktach:

a) f(z) =[a® —af, @0=1 b) f(z) =sinz - sgn(z), x0=0;
tgx dla T c2<0 ( 1)
x —— <z <0, x(x —
2 — dl 1
c) f(x) = o w=0;  d) f(z) = > LIS m=1
sinxdla0<x<§, Vr—1 dla z>1,

Naszkicowa¢ wykresy tych funkcji.

4.4. Zbadaé, czy podane funkcje maja pochodne niewladciwe w punkcie g = 0:

a) f() =3— @ b) fz) =tV ©) fz) = Tomal: d) f(@) = /lal + /]al.
4.5. Korzystajac z regul rézniczkowania obliczyé¢ pochodne funkcji:

a)y = (w3+;—2) e b) y = (1+ Vz) tg (Va); c) y = e” arctg m;

d) y =In(sin®z + 1); e) y = ¢/arcsin (22); fy=e";

.2
9sin® x tg.’IJ . )
g)y:WQ h)y=z ; i)y = .

4.6.* Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkeji odwrotnej obliczyé f~1 (v0), jezeli:
a) f(x) =z +Inz, yo=e+1; b) f(x) = cosz — 3z, yo=1;
) f(z) =Yz + Yo+ Vr, yo=3  d) f(z)=2"+3", yo=4.

4.7.0bliczy¢ f', f, f funkcji:

a) f(z) =4z" — 52> + 2u; b) f(x):x3—%; c) f(x):%;
d) f(z) = arctgz; e) f(x) =sin®z + cos® x; f) f(z) = 2° Inax.

4.8. Napisa¢ rownania stycznych do wykresow podanych funkcji we wskazanych punktach:



a) fla) =arcsin 7, (L)) b) f@) =In(a®+e), (0.F(0): ¢ fl@)=e®" (1.7 (F)):

4 4
_ 2x
d) @) =VEHL BSE): @) @)= (V2F(VE)): 0 @)= VE (e fe).
Lista 5
5.1. Korzystajac z rézniczki funkcji obliczy¢ przyblizone wartosci wyrazen:
3 1 2001
a) V ; ) 7505 c) In 20055
d) In0.9993; e) "0, f) arccos0.499.
5.2. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a uzasadni¢ podane nieréwnosci:
a) |larctgx —arctgy| < |[x —y| dlaa,beR; b) nZ < y—x dlal<a<b;
x
c) z < arcsinz < — dla 0<z<1l; d)e”>ex dla z>1
-

5.3. Napisa¢ wzory Taylora z reszta Lagrange’a dla podanych funkcji f, punktéw xy oraz n :

1
a)f(I):I3,I0:—1,TL:4; b)f(I):—2,I0:1,TL:2, c)f(a?):sin2x,x0:7r,n:3;

x

1
d)f($):€717$0207n:5; e)f(x)257$0:27n:37 f)f(:c):ln:c,:coze,nzél.
5.4. Napisa¢ wzory Maclaurina z n-ta reszta Lagrange’a dla funkcji:
a) f(@)=sing:  b) f(x) = cha;
x
0) flx) =cosz;  d) f() ==

5.5. Oszacowaé dokladnosci podanych wzoréw przyblizonych na wskazanych przedzialach:

a)tgr ~uz, || < 17T—2; b) cos’z ~ 1 —2?, |z <0.1;

r 2P 2 2?
c)\/l—I—x%l—i—i—g, |z] < 0.25; d)ln(l—x)%—:t—?—?, |z] < 0.1.
5.6. Stosujac wzor Maclaurina obliczy¢:

1 _
a) - z dokladnoscig 1073; b) v/0.997 z doktadnoscia 10~3;
e
c) In1.1 z doktadnoscia 10~%; d) sin 0.1 z dokladnoécia 107°.
Lista 6
6.1. Korzystajac z reguly de L’Hospitala obliczy¢ granice:
Insin =
In (2% 1 nsimn —xr _ t
a) lim M; b) lim 2 ; c) lim w;
xr— 00 x€x r—1 ln(E x—0 {I;2
oozt — 10249 . lncosz .
L ey ey I S e ) dim warcctg;
) lim zlna; h) i Vg 2 ) lim (L —ctex):
#) liy, v Jm ooy D) i (G- ee):
1 9 x
j) lim (cosz)™; k) lim <— arctgx) ; 1) lim (1+42)"™°
r—0 r—o0 \ T r—0t



6.2. Na rysunkach przedstawiono wykresy pochodnych pewnych funkcji. Podaé¢ przedzialy, na ktérych funkcje
te sa rosnace:

a) y b) y ) y
/f'(ﬂr) y=F'(=) y=f"(z)
2/\2 \ /

|
(S
]
&
|
-
Wl
8

f) y

y=f'(z)

[
VA A

6.3. Znalez¢ przedzialy monotonicznosci funkcji:

2) fle) = ot 30t 422w b) f@) =L - et Q) fe) = et
3

d) f(z) = 3f$2; e) f(z) =z — 3V f) f(z) = ze 37

g) f(z) = oln’z; h) fla) = ) £(0) = =

6.4. Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji a) — f) i ich pochodnych A) — F). Potaczy¢ wykresy funkcji z
wykresami ich pochodnych:

a) y b) y c) y
d) y e) y f) y

B) y Q)

s

D)

\.
[
N
>
;S

/

6.5. Uzasadnié¢ tozsamosci:

2
a) arctgx + arcetgr = g dla z € R; b) arcsin 1 _f 5 = 2arctgz dla z € (—1,1);
x



1—
c) arctgx = %— arctgri dla z € (-1, 00); d) arcsinz = arctg ﬁ dlaz € (—1,1).

6.6. Okresli¢ rodzaj ekstremum (jezeli istnieje) w punkcie g funkcji, ktérych wykresy przedstawiono na rysun-
kach:

a) y b) y c) y
v=1(z) v=1(z) Fwo)t /\
\/ f'(zo)v y=F()
f(@o)t
CE‘O x I‘O x I‘O x
e) y f) y
d) y
flzo) T
flzo) T .
o)y y=F(z) y=1(x) y=1(x)
1‘0 T I}o T Ilo T

Lista 7

7.1. Na rysunkach przedstawiono wykresy pochodnych pewnych funkcji ciagltych. Wskazaé¢ punkty, w ktérych
funkcje te maja ekstrema lokalne:

a) Y y=f'(z) b) y y=F'(x) c) Y

d)

7.2. Znalez¢ wszystkie ekstrema lokalne podanych funkcji:
3 9 1 222 — 1
a) [(e) =a® — 4% b) f(@) =w+ Q) fw) =
1 _
d) [(0)= 3 &) f@=z-vE 0 [@)=]5-0

g) f(z) =zlnz; h) f(z) =3z — a3; i) f(z) =2arctgz —In (14 2?).

7.3. Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji @) — f) i ich drugich pochodnych A) — F). Polaczy¢ wykresy
funkcji z wykresami ich drugich pochodnych:



d) Y e) Yy f) Y
A) y B) Y 0) Y
D) y E) Y F) y

7.4. Okresli¢ przedzialy wypuklosci oraz punkty przegiecia funkcji:

a) f(z) =In(1+2%); b) f(m):m—§m3—4ln|m|; c) f(x):sinx—i—ésin?x;
N N _ arctgs. _Inz
d) f(2) = 7= ) f(x) = eveter, ) f) =2,
7.5. Zbadacé przebieg zmiennosci podanych funkcji i nastepnie sporzadzi¢ ich wykresy:
3 x
) fo) = (- 12@+2; b fla) = —— &) f(@) = Lo
r—1 r—1
4 4 x
s — 1 — 22:
d) f(2) =3 - —— —; &) fw)=eV/T—a% ) flo) =
Lista 8
8.1. Obliczy¢ podane calki nieoznaczone:
s 1 (1—x)dx x? da:
)/ cos2xdr )/a:—l-\/_—ld; f)/z —5
cosx —sinz’ 10%



8.2. Korzystajac z twierdzenia o catkowaniu przez czesci obliczy¢ calki nieoznaczone:

a) /xe_gm dz; b) /x22w dx; c) /ﬂarctg\/de;

rdx 9 . arccos  dx
d)/COSQ:Z:’ e) /x sin x dz; f) /ﬁ,

g) /ln(:v—i— 1) dx; h) /arccosxdx; i) /621 sin x dz.

8.3. Stosujac odpowiednie podstawienia obliczy¢ calki nieoznaczone:

a) /Coj_f da; b) /@du@,

c) /(a:—l—l) sin (2 +22+2) du;

cosx dx
d) [ ==, ; f) [(5-32)""d
) [ e o [ 4 ) [5-300 s

. Inz

25

5x3+1dx; h —d

of e w[rn b [
. e®dx 5sm:17d:17 3
J)/€2m+1’ k)/3 2cosx’ I)/:ve
8.4.*% Obliczy¢ calki nieoznaczone:

a)/(|x|+1) da: b)/min{x,xQ}d:c; c)/\1_x2|d;c; d)/emd:c.

Lista 9

9.1. Obliczy¢ podane calki z utamkoéw prostych pierwszego rodzaju:

a) / dv / 5 dx . d) / 8dx
(x —3)7’ x)3’ 9r +20°
9.2. Obliczy¢ podane calki z utamkow prostych drugiego rodzaju:
a)/ dx ' )/ (6 +3)dz )/ (4 + 2) dx
2 + 43+ 29’ 2+ r+4’ 22 10z +29°
5d
d) / ) e*) / %) / X
91:2—1-6:1:4-2 — 4z +5)° (22 +2)°
9.3. Obliczy¢ podane calki z funkcji wymiernych:
(x4 2)dx x? dx dx
a) / @—2) b) ) | —=2 9| o
x(x — 2) z+1’ )x (22 +1) (22 +4)
e) / (4z +1)dx ) / g) / h) / 2dx
21:2—|—a:+1 a:—i—l x2—|—2:c+8 x2—|—6:c—|—18
)/ — 4x) d:c. )/ 2% dx ' )/ r(r +2)dr I)/ dx
2 — 4z + 20’ 224+ 2x+5’ 22+ 2 +2 x(x2+4)
9.4. Obliczy¢ podane calki z funkcji trygonometrycznych:

a) /sin?’xdac; b) /sin4xcosgxdx; c) /cos4zvd:v;

d) / sin® x cos® x du; e) / cos® x cos 2z dir; *) /sin2 2z sin’ x d.



9.5. Obliczy¢ podane calki z funkcji trygonometrycznych:

dx 1+tgw dx
a) [ —————; b) da; Q) [ 5
sinz + tgx cosx 14+ 2cos?x
sin” zdr sin® z dx
g o [ n [
cosx’ 1—tgw cos
T dx
h —_— i .
g) /cosx )/sinx—i—cosx’ ) /3sinx+4cosx+5

9.6. Obliczy¢ podane calki z funkcji trygonometrycznych:

a) /sinxsin?)xd:t; b) /sin?)xcosxd;v; c)/cosxcosfmdw; d*)/cosxcosgcosidx.

Lista 10

10.1. Korzystajac z twierdzenia Newtona-Leibniza obliczy¢ catki:

2 2 2
1 1 2 1
3 . . .
a)/x(1+x)d:c, b)/<\/5+ﬁ> dx; C)/<x—3—x—2+y) dz;
—1 1 1
h 1 d 3 d
T — X i
d)/x—i—ldx e)/x2+9’ f)/902—17
0 _1

27 e
g) /(sinx+cos2 x) dx; h) /sin2:ccosxdx; i) /xlnxdaz.

0

10.2. Obliczy¢ podane calki oznaczone dokonujac wskazanych podstawien:

T dx
z+1

a) /sinxecosx dz, cosx =1t b)

_—

, 1+ax =t c)/x\/l—l—xd:z:, Vi+tax=t

€

6 I
dx dx
d - 3x-2=t% Inzdz, Inz =t; f — o =t%
)/1+ Tk T ; e)/n:z: r, Inx ; )/\/E(l—x)’x ;
1 0

3 5 &2
2 Vo —a3d 1
g) /\/9—x2dx, T = 3sint; g) / 167%, e’ =t; i) /W, T =
T
0 0 e

—

10.3. Metoda catkowania przez czesdci obliczy¢ podane calki oznaczone:
1 1
a) /xeh dz; b) /xzeh dz; / hm:
1 0
£ ™
d) /:vsiandx; e) /x(l + cosx) dx; f) /arcsinxdw.
0 0 0

10.4. Obliczy¢ calki oznaczone:

3 —x dla 0<z<1,

2 1
a) /(x — 1)sgn (Inx) dz; b) / f(z)dx, gdzie f(x) = z dla 1<z <2,

5 2—7)? dla 2 <x<3;

2
1] dx
9 [ ol - 1]ds d)/|x_2|+|z ok
-2

10



2 3

ex/%n@—ﬁ)m; f{/ﬂﬂdm

—2 1

Lista 11

11.1. Korzystajac z definicji zbadaé zbiezno$¢ podanych catek niewlasciwych pierwszego rodzaju:

7 dx Vi 7 dx
. b 3 d . .
)/7(96_‘_2)2, )/xsmx x; c) /7\3/m7
1 ™ 1
0 d 00 0o d
T 2 —ad g T
) / FORE e) /x e " dx; f) /7:02 myPTL

11.2. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadac zbieznos¢ podanych calek niewlasciwych pierwszego rodzaju:

a) /M, b)/ vdr c) /sin2 lda:
vV + 22 x
1 1

0 -1
d)/ix_l - )/ sl /—(ehﬂ) dx
4+ +1’ x3 —sinz’ et —1

11.3. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé¢ zbieznosé podanych calek niewlasciwych pierwszego
rodzaju:

3)70 de b) / o) 70(1—1-811117) dx
vz —3’ x4+x+1 x3 '
10 ™

o) 0
d)/ vdr e) / (V2 + cosz) dx ) / 2% dx.
) ‘3/£C7+17 J \/E—l ’ .%'—1.

11.4. Obliczy¢ pola trapezéw krzywoliniowych:

Y Y Y
a) b) c)
y:7412+4z+6
Yy=x
y=3x%—6z+1
y=3
N
* \/ *
/ \ T y:4m2 —8z

y:—312+31+7

d) v e) +’ f) 1’

_ 2 =Y
r=8—y y=2—x 2

2 /

r=y°—2y

11



Lista 12

12.1. Obliczy¢ pola obszaréow ograniczonych krzywymi:

1 1
a)y=2r—a% w+y=0  b)y=uz’ y=a% y=3z; Qy=—, y=xy=4
xr
8
d)4y:x2,y:x2+4; e)y=x+sinz, y==x, (0<z < 271); fy=2% y=2 2=0;
g) y = w2’ x =7y’ h) ya' =1, y =1, y = 16; )y’ =-z, y=2-6, y=-1, y=4.

12.2. Obliczy¢ dhugosci krzywych:

a) y=2Va3, gdzie 0 <z < 11; b) y =chz, gdzie 0 <z <1;
T 4+1

c)yzlne +1, gdzie 2 <z < 3; d) y=1—Incosx, gdzie O<m<%.
et —

12.3. Obliczy¢ objetosci bryl powstalych z obrotu figur T wokdt wskazanych osi:

= 2
a) T:0<2<2, 0<y< 22— 22 Ox; b) T:0<z<V5, 0 <y < ———, Oy;
Va? +4
1
) T:0<z<1, 2* <y <V, Oy; d) T:1<2<3, 0<y < —, Oy;
x
4
e) T:1<z <4, — <y<b—uz Ox; f) T:0<z <g, 0 <y <sinz+cosz, Ox.
x

12.4. Obliczy¢ pola powierzchni powstalych z obrotu wykreséw podanych funkcji wokoét wskazanych osi:

a) f(:v)zx_l, 1< z<10, Oy; b) f(z) =V4d+2z, —4<x<2, Ox;

c) f(x):\/4—x2, —1<z<1, Ox; d) f(e)=|z—1]+1, 0< 2 <2, Oy;

2
e) f(x) = %, 0<x<\/§, Oy; f) f(x) = cosuz, nggg, Ozx.

12.5. a) Przy rozciaganiu sprezyny sila jest wprost proporcjonalna do wydluzenia sprezyny (wspo6lczynnik
proporcjonalnosci wynosi k). Obliczyé prace jaka nalezy wykonaé, aby sprezyne o dlugosci [ rozciagnaé do
dtugoéci L.

b) Zbiornik ma ksztalt walca o osi poziomej. Srednica walca D = 2m, a dlugoé¢ L = 6 m. Obliczy¢ prace, jaka
potrzeba wykonaé, aby oprézni¢ zapeliony catkowicie wodg zbiornik. Otwoér do opréznienia zbiornika znajduje
sie w jego goérnej czesci. Masa wlasciwa wody v = 1000 kg/m?3.

Lista 13

13.1. Sprawdzi¢, ze dla kazdego C' € R podane funkcje sa rozwiazaniami wskazanych rownan rézniczkowych, a
nastepnie znalez¢ rozwiazania spelniajace zadane warunki poczatkowe:

a)yt)=t+C, vy =1, y(0)=0; b) y(t) = Cet, ¥ =y, y(1) = —1;
1 t 1
) y(t) = Ce ™ e, Y +2y=e', y(0)=1; d)y(t) =t+CVE+1, ¢ = jéil, y(0) = 0.

13.2. Scatkowac¢ podane réwnania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych:
a) yy' + 4t = 0; b) dy = 2ty?dt; c)t(y>—1)dt+y(t*—1)dy=0;
d)2vViy' =V1—y% ey =1+t+y+ty; )y +dy=y(e ' +4).

13.3. Dokonaé analizy rozwiazan réwnania rézniczkowego 4t = ky w zalezno$ci od rzeczywistego parametru
k. Naszkicowa¢ krzywe calkowe tego réwnania.

13.4. Rozwiazaé podane zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych o rozdzielonych zmiennych:
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a)y'sint=yly, y(5)=e b)t/T—yPdt+yV/1-2dy=0, y(0)=1;
tly+y =y, yle)=1 d) yeostdt — (1+y>)dy =0, y(0) = 1;
@y =y (1+£), y0)=-2 ey -1)=1 y(0)=0.

13.5. Rozwiazaé podane réwnania rézniczkowe liniowe niejednorodne:

a) y' +y =sint; b) ¢ + 2ty = eftz; c) ty' — 2y =t cost;

d)ty —2y=4t";  e)ty+e —ty =0;  f) (2t + 1)y =4t +2y.

13.6. Wyznaczy¢ rozwiazania podanych zagadnien poczatkowych dla réwnan liniowych niejednorodnych oraz
poda¢ przedzialy, na ktorych sa one okreslone:

a)y —y=1 y@3)=3 b) ¥ = (y+ 1)sint, y (to) = yo;
oty +y=t+1, y(1)=0; d) y/sintcost =y +sin’t, y (g) =0.
Lista 14

14.1. Dany jest uktad fundamentalny (y;(t), y2(t)) réwnania liniowego jednorodnego postaci y” +p(t)y'+q(t)y =
0. Dla jakich parametréw «, 8 € R, para funkeji (uq(t), u2(t)) okreslonych wzorami

uy(t) = oy (t) + y2(t)

up(t) = y1(t) + Bya(t)

jest réwniez ukladem fundamentalnym tego réwnania?

14.2. Sprawdzi¢, ze podane funkcje tworza na zadanych przedziatach uklady fundamentalne wskazanych réwnan
rézniczkowych. Znalezé rozwiazania tych réwnan z zadanymi warunkami poczatkowymi:

a) yi(t)=e", ya(t)=€*, (—o0,00), y'—y'—2y=0, y(0)=-1, y'(0)=-5;
b) y1(t)=Int, y2(t)=t, (0,e), t*(1—Int)y"+ty'—y=0, y(1)=2,y'(1)=1;

14.3. Wyznaczy¢ réwnania rézniczkowe liniowe jednorodne postaci 3" + p(t)y’ + q(t)y = 0, ktérych uklady
fundamentalne skladaja sie z podanych funkcji:

a) y1(t) = sht, yo = cht, gdzie t € R; b) yi(t) =t, yo(t) = t*, gdzie t € (0,00).

14.4. Rozwiaza¢ podane rownania rézniczkowe liniowe o statych wspélezynnikach:
a)6y" =5y’ +y=0; b)y'—y' —2y=0; )4y’ —dy' +y=0;

d)y”+y'+%:0; )y’ —4y' +5y=0; )y’ =2 +5y=0;

g)y" +6y +18y=0; h) 7y +4y —3y=0; i)y’ —6y +9y=0.

14.5. Rozwiazaé podane zagadnienia poczatkowe:

a)y"+y' —6y=0, y(0)=1¢'(0)=0;  b)y"+9y =0, y(g) :1,1/(%):1;
)y’ -2y +y=0, y(1)=2,y'(1) =3  d)y" -7y +12y =0, y(0) =3,y (0) = -2

e) y’" — 7y +10y =0, y(0) =1,y (0) =5.

Lista 15

15.1. Wyznaczy¢ rozwiazania ogblne podanych réwnan liniowych niejednorodnych, jezeli znane sa uktady
fundamentalne odpowiadajacy im réwnan jednorodnych:
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a) y" — 7y +10y =", w(t) =¥, ya(t) = €

b) (3t+2t%)y" —6(1+1t)y +6y =6, yi(t) =1, yalt) =t +1;
) (t—1y" —ty +y=(t—1)%e", yn(t) =t ya(t) = et

d) t+1)y" —2+t)y =¢', yi(t) =1, ya(t) = te'.

15.2. Korzystajac z metody uzmienniania statych rozwiazaé¢ podane réwnania rézniczkowe:

1 42 +1
1 4/ 4 — —2t, b 1 4 - . //_ — .
a)y’ +4y +4y=e"" )y+ycos2t, )y’ —vy Y-t
1
d) v’ —2y'tgt =1 ) ' +3y +2y =7 1)y’ 3y +2y = cos(¢).
(&

15.3. Korzystajac z metody wspoélezynnikéw nieoznaczonych (metoda przewidywania) rozwiazaé podane row-
nania rézniczkowe liniowe niejednorodne:

a)y’ +2y +y=-2 b) v’ — 4y’ +4dy = t*;

c) v’ + 4y + 4y = 8¢~ d) v + 3y = 3te™3;

e) v’ + 5y + 6y = 10(1 — t)e~; f) y"" 4 4y — 4y = 8sin 2t;

g) ¥ + 9y = 3sin 3t + 2 cos 3t; h) 3" + o*y = cosat, gdzie a # 0.

15.4.% Korzystajac z twierdzenia o skladaniu rozwigzan i metody wspélezynnikéw nieoznaczonych (metoda
przewidywania) rozwiazaé¢ podane réwnania rézniczkowe:

a)y’ —y —2y=c' +e? b)y —y=t+sint; c)y’ —4y =2cos’4t; d)y’ —y — 2y =4t — 2.

15.5. Rozwiazaé podane zagadnienia poczatkowe:
a)y' +y=2(1-1), y(0)=2,y(0) =-2; b) y” — 6y’ + 9y = 9t* — 12t +2, y(0) =1, y'(0) = 3;
c)y’ +6y +9y=10sint, y(0)=0,9'(0)=0; d)y" +y' =e ", y(0)=1,1(0)=—1.

Opracowanie: dr Marian Gewert, doc. Zbigniew Skoczylas
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