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Lista 0 — wstep do matematyki !

0.1. Sprawdz, czy nastepujace zdania logiczne sg tautologiami:

(a) (p=q) = (-p V)
(b) (pAq) & ~(=p Vg);
() (p=q) < (ng= —p);
d) [(p=qg) Ap]=q

0.2. Uzasadnij, ze funktory alternatywy i koniunkcji maja wlasnosé tacznosci oraz przemiennodci.
Czy tak jest w przypadku funktora implikacji?

0.3. Przy pomocy kwantyfikatoréw i form zdaniowych zapisz zdania:

(a) Nieprawda, ze kazda liczba naturalna jest liczba parzysta.
(b) Dla dowolnej liczby rzeczywistej istnieje liczba catkowita od niej mniejsza.

(c) Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna.

0.4. Podaj rozne definicje zbiorow:

(a) {1, -1}

(b) A = zbior liczb naturalnych nieparzystych;
(c) 10,1].
0.5. Sprawdz, czy dla dwoch dowolnych zbiorow A, B prawdziwe sa zdania:
(a) A CB< A UB=B;
(b) A C B< B¢ C A5
(c) ANB=0< A\ B=A;
(d) AnNB=0< A°UB*=U.
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Lista 1 — macierze i metoda eliminacji Gaussa

1.1. Wykonaj nastepujace dzialania na macierzach:

T D S [3 21
(a) 4A+7B,J6811A—[2 1 3],3—[4 1 O]’
2 —1 4 6 f _(1] ;1
(b) 3A—2BT jesiA=|1 0 2 4|,B= ,
3 -2 4 3 3. -2 4
3 2 -2
(1 3 6 3 2
(¢c) A-Boraz B- A, jesli A = ],B: 161,
721
i 9 1
(2 —1 4 6 ? _(1) ;l
(d) A-Boraz B- A, jesliA=|1 0 2 4 |,B= ,
3 -2 4 3 3.2 4
L 3 2 -2

2
(e) A-B, jesli A= 167 ,B=15
9 2 1 6

1.2. Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwigz uktady réwnan liniowych:

r+ y+ z= 0 20 + 4y — 6z = 5
(a)$2r— y— 2z = -3 (b) r— y+22=0
dr — 5y — 3z = =7 —r —2y+ 3z =3
v oyt =1 T+ 2y + 3z =2
(c) %4 3y — % — 1 (dys2c+ y— 2z =4
y - 30 +3y+22 =6
T+ Ty— z =
2v + 4y + 2z =

() v+ 1ly + 2z = r—y+z+2s = 1

(@l \CRNO I \V)
~~
—
SN—

r+y—z+ s = 4
2 —y+z2— s= -1

or + 15y + 3z =1 —x—y+z— s= 2
3 +2y+ z =5 r+2y—32+ s =0
() r— y+4z = 2 (h) —r+ y+ z—25 =0
& 42 + y+oz =7 2c — y+2z2— s=0
20 + 3y — 3z = 3 r—2y— z+ s=20

Q) r+y+z+s=1
2r+y—z2—s5 =1
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Lista 2 — wyznacznik macierzy, macierz odwrotna

2.1. Oblicz wyznacznik macierzy A, jesli:

! [ Jaxoy
@a=ly 1] ma=|§,] @A
1 2 3 1 1 1 [ 1 1 1
() A=|4 51 )A=|12 -3 ) A=|4 —2 —2
78 2 2 3 —4 1 -1 1

2.2. Stosujac rozwiniecie Laplace’a oblicz wyznacznik macierzy A, jesli:

1 -1 2 0 3 =2 0 5
o 1 0 -3 -2 1 =2 2
@A=13 o 5 4 A=\ 4 o 59
2 3 1 1] 5 0 34
T 2 -5 31 2
= 1 03 0 4 -2 0 3
(c) A= A=|-1 3 001
0 4 -2 1
9 _5 0 4 4 0 0 0 2
- -1 2 10 3
[ 1 2 -1 0 0 2 -3 5 -1 1
0 0 1 -3 0 —1 1 2 3 4
eA=|3 —2 2 41 fHA=| 0 3 4 17
2 1 3 1 0 -5 0 —1 2 1
_1 9 4 2 0 1 2 3 =2 4
2.3. Wyznacz macierz odwrotna do macierzy A, jesli:
1 -1 0 [2 1 —1
a)A=| 2 0 4 b)A=|5 2 4
-1 3 —1 73 2
[ 2 7 3 (1 2 3
)A=|3 9 4 dA=|2 0 6
15 3 111
[ 1 3 2 1 0 1
e)A=|-21 3 fHA=]2 -1 2
-3 2 1 0 1 2
(2 10 0 22 —6 —26 17
3 200 ~17 5 20 -13
(&A=1, 134 WA=\ 4 5 9
2 -1 2 3 4 -1 -5 3
-1 0 -1 1
] -1 1 1
. 2 2 2
(i) A= 1 L _1 1
2 2 2
2 0 1 -
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Lista 3 — uklady Cramera

3.1. Stosujac wzér Cramera rozwigz uktady rownan liniowych:

r+ y+z= 4 r+ y+ z= 0
(a) r+2y+z= -3 (b)<2x— y— z = -3
—r+ y+z= 4 dr — b5y — 3z = =7
20 — vy =3 r+ y—z= 0
(c)q = +22=0 (d) ¢ —z + 2y = -1
rT—y— 2 =2 y+z2z= 1
rT+y+z=256 T+ 2y + 3z = 18
)z —y+2z =2 (f) 4z +5y+ 2z = 9
r—y—2z=10 v+ 8y+2z= 0
20 + 2y — z+4+ s = 4 y+z+s= 1
() dr +3y — z+25s = 6 (1) x +2z+s= 2
8\ 8z 4+ 5y — 32 + 4s = 12 vty s =—1
3r+3y —22+2s = 6 r+y+z = 0

3.2. Stosujac metode macierzy odwrotnej rozwigz uklady réwnan liniowych: 2

r— vy =1
(a) ¢ 2z + 4z = 2
—r+3y— z=4
20+ Ty + 32 = 0
3z + 9y + 4z =
r+5y+3z =1

24+ y— 2 =0
Sx + 2y + 4z =
Tr + 3y + 2z =

T+ 2y + 3z =
2x + 6z =
T+ y+ 2=

_ 2x + y =1

T3y 2 =2 3z + 2y =2
3

4

[\]
oA N N =

—_

:gii;ing?) 4 y+3z+4s =
4 N 2t — y+ 22+ 3s =

- z+ s= 4

22x — 6y — 26z + 17s = L )
—x—2y—|—§z+5$: 2

—17x + 5y + 20z — 13s =
- + 22— s =
der — y — bz 4+ 3s =

—x+2y—%z+%s:—1

N O O

+ z— s= 0

2 Wskazowka: Wykorzystaj rezultaty zadania 2.3.
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Lista 4 — wstep do teorii funkcji

4.1. Okre$l dziedziny naturalne i wyznacz zbiory wartosci funkcji:
(a) f(z) =1-2sinux;
(b) f(z) = V222 + 2z — 4;
(c) flz)= 5.

4.2. Zbadaj, czy podane funkcje sg ograniczone z dotu lub z gory:
(a) f(x)=1—2sinx;
(b) f(z) =222 + 22 — 4;
(c) f(z) =log, .

4.3. Korzystajac z definicji uzasadnij, ze podane funkcje sg monotoniczne na podanych zbiorach:
(a) f(z)=3z+5, X=R;
(b) f(z)=—Vr, X=R;

4.4. Korzystajac z definicji uzasadnij, ze podane funkcje sa roznowartosciowe na podanych zbiorach:

(@) flz) =7, X=R\{0}
(b) f(z) ==, X =][0,00);
(¢) f(z) =52% X =10,00).
4.5. Dokonaj ztozen fog,go f, fof, gog:

(a) f(z)=sinz, g(z)=z;
(b) f(x) =1, glx) =2
(¢) f(x) =logzz, g(x)=3".
4.6. Znajdz funkcje odwrotne do podanych:

(a) f(z)=2"+V3;
(b) flz)=3—-Vz+2
(c) f(z)=1—3"
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dr Karol Selwat

Lista 5 — ciagi liczbowe i ich granice

5.1. Zbadaj monotonicznos¢ i ograniczonosé ciggow:

( ) on+1’

(b) a, =4+ (—-1)™
(C) Qn an;

(d) a, = sin %

5.2. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic ciaggéw oblicz granice:

n’+4n—1 .

lim 3n3+2n2—4>

(a
( 2n34+3n24n+7.
n2+8n+5

b

lim

(c) lim
(d

)
)
)
) li

5.3. Korzystajac z twierdzenia o ciagach z granica e oblicz granice:

(a) lim ( n—1|—2)3n;
(b) lim (1 — 1)2n+1;

n2
(¢) lim (
5.4. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach oblicz granice:

(a) lim /2" + 3" + 47,

(b) lim + cos +;

2n_|_ 1)2n
2n+2/)

(-1
n+1l °

(c) lim
5.5. Korzystajac z twierdzenia o dwoch ciggach oblicz granice:

(a) lim [(—1)" — 4"];

(b) lim [3 + sinn]|™;

(¢) lim X/(n+2)%" 4+ 1.
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Lista 6 — granica i ciaglo$¢ funkcji
6.1. Korzystajac z definicji Heinego granicy funkcji uzasadnij, ze:

(a) lin% (2° =20 +7)=T,

x? 1
b) i =
0 5=y
3
I =0;
(¢) lim —— =0;
(d) lim (—2®+ 42 —3) = —c0.

r——00

6.2. Korzystajac z twierdzen o granicach funkcji oblicz granice:

3P+ 3xt =222 —Tr—1 . 35+ 3t — 222 — T — 1
(a) lim = (b) lim
a—0 425 4623 — 192 + 6 z—oo 45 4 623 — 192 + 6
o2 —1 _ 4
(c) £1—>m1 3 —1 (d ;plg(IJl* x?|x|
e) lim (sinz — € f) lim —coszx
T—00 T—00

6.3. Znajdz asymptoty pionowe i ukosne funkcji:

(@) flo) = 5
Inx
b _ .
(0) () = 7,
(©) fr) =

)= ——7
6.4. Dobierz wspolczynniki a,b € R tak, aby funkcja f byla ciagta, jesli

> +br+1 gdy z<1 a(z?+3x+1) gdy z <1

(@) f@) =4 a ady z=1 b) fw) = 5 ady z=1

x+2 gdy =z >1 b(3* + 2) gdy =z >1

asixnx gdy r <0 Q(Qm -+ 3) gdy T <2

(¢) flz) =] b+1 gdy z =0 (d) flz) =47 gdy z =2

r—a—1 gdy x>0 b2x? —z+1) gdy z>2
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Lista 7 — pochodne funkcji

7.1. Korzystajac z definicji sprawdz, czy nastepujace funkcje maja pochodne w podanych punktach:

(a) f(x) = lal, @0 =0;
(b) f(z) = xlz|, xo=0;
(¢) f(z) =cosz, m€R.

7.2. Korzystajac z odpowiednich regul rézniczkowania oblicz pochodne nastepujacych funkeji:

@) J) = (e + ) o

202 —dx +5
(b) flz) = T B rg

cosz —Inzx
(¢) flz) = T 2i4

(d) f(z) =Intgz;

(©) )= o

7.3. Napisz rownanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (zq, f(z0)), jesli:

(@) f(x) =243 +7, zo=1;
(b) f(x) =223z -7, x9=2;
(c) flx)=¢€" x9=0.

7.4. Korzystajac z regul de LL’Hospitala oblicz granice wyrazen nieoznaczonych:

(a) Tim =0T F6
e—2 22 — Te 410’
in7
(b) lim St
z—0 sin Hx
. 3T =27
() iy =

r—1
(d) lim L, gdzie a > 0;
T

z—0

() lim 21F2).
z—0 €T ’

1
(f) lim 2

Tr—00 €T

r—00

(g)* lim <1+;>x.
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Lista 8 — rachunek r6zniczkowy

8.1. Oblicz pochodne trzeciego rzedu funkcji:
(a) f(z)=2a"+ 32" — 1;

) o) =T

(¢) f(z) =3z —1)e".
8.2. Wyznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema lokalne funkcji:

(a) f(z)=a®+ 32* — 24x — 72

(b) fla) =~

2x — 12

2> —3x+4
(©) (o) = =2

(d) f(z)=xlnx.

8.3. Wyznacz ekstrema globalne podanych funkcji na wskazanych przedziatach:
(a) flz) =2’ =3z, [-2,4];
(b) f(x) =z —=2vz, [0,5];

(c) f(z)=2sinz +sin2z, [0,%];

(d) f(=)

1.2

:3—|—m’

[—1,4].

8.4. Okresl przedzialy wypuklosci i punkty przegiecia nastepujacych funkeji:

(a) f(z) =2®+ 5a® + 3z + 15;
(0) f2) = 1

(¢) fx) = we;

(d) f(z)=2—2Inzx

8.5. Zbadaj przebieg zmiennosci i naszkicuj wykresy paru funkcji, wybranych z zadan 8.2 — 8.4.
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Lista 9 — calkl nieoznaczone

9.1. Korzystajac z liniowosci catki nieoznaczonej oblicz podane catki:
(a) /(53:3 + 222 — 4z + 8) dx;

(b) / (3\/;%— ;2 - xﬁ) dx;

(C)/ i dx.

2 +1
9.2. Caltkujac przez czesci oblicz podane calki:

(a) /xﬂnmdm
(b) / 22e® dz;
(c)l/ewcosa:dx;
(d) / JZlnz dz;
(e)t/xzuctga:dx.

9.3. Caltkujac przez podstawienie oblicz podane catki:
(a) / (a? + 45z du;
1
() [ da:

X

© [ a
(d) /(2x W —a+ 1 d

1'2

© | ot

10
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Lista 10 — calki oznaczone

10.1. Korzystajac z tw. Newtona-Leibniza oblicz podane catki oznaczone:

(523 + 22% — 4z + 8) dx;

(a)
(b)

rsinx dx;

(2% + 4)°x du.

(c)

Ot — v T T —

10.2. Korzystaja¢ z tw. o calkowaniu przez czesci dla catki oznaczonej oblicz podane calki oznaczone:

(a) /ac sinx dx;
0
1
(b) /3326”” dr;
0

™

(c) /e”" cosx dx.

—T

10.3. Korzystaja¢ z tw. o catkowaniu przez podstawienie dla calki oznaczonej oblicz podane catki
oznaczone:

(a) /2(:1:2 +4)%x dx;

e

() [0 da

T

4

(c) / SV

NZ:

10.4. Oblicz pole obszaru D ograniczonego:

2

(a) wykresami funkcji y = x* oraz y = 2x + 3;

(b) wykresami funkeji y = sinz, y = cosz, osia Oy (x > 0) oraz prosta z = .

11



