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Lista 0 � wst¦p do matematyki 1

0.1. Sprawd¹, czy nast¦puj¡ce zdania logiczne s¡ tautologiami:

(a) (p⇒ q)⇔ (¬p ∨ q);
(b) (p ∧ q)⇔ ¬(¬p ∨ ¬q);
(c) (p⇒ q)⇔ (¬q ⇒ ¬p);
(d) [(p⇒ q) ∧ p ]⇒ q.

0.2. Uzasadnij, »e funktory alternatywy i koniunkcji maj¡ wªasno±¢ ª¡czno±ci oraz przemienno±ci.
Czy tak jest w przypadku funktora implikacji?

0.3. Przy pomocy kwanty�katorów i form zdaniowych zapisz zdania:

(a) Nieprawda, »e ka»da liczba naturalna jest liczb¡ parzyst¡.

(b) Dla dowolnej liczby rzeczywistej istnieje liczba caªkowita od niej mniejsza.

(c) Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczb¡ nieujemn¡.

0.4. Podaj ró»ne de�nicje zbiorów:

(a) {1,−1};
(b) A = zbiór liczb naturalnych nieparzystych;

(c) [0, 1].

0.5. Sprawd¹, czy dla dwóch dowolnych zbiorów A,B prawdziwe s¡ zdania:

(a) A ⊂ B ⇔ A ∪B = B;
(b) A ⊂ B ⇔ Bc ⊂ Ac;
(c) A ∩B = ∅ ⇔ A \B = A;
(d) A ∩B = ∅ ⇔ Ac ∪Bc = U .
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1 Zadania z tej listy studenci powinni rozwi¡za¢ samodzielnie przed pierwszymi ¢wiczeniami.
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Lista 1 � macierze i metoda eliminacji Gaussa

1.1. Wykonaj nast¦puj¡ce dziaªania na macierzach:

(a) 4A+ 7B, je±li A =
[
1 1 2
2 −1 3

]
, B =

[
3 2 1
4 1 0

]
,

(b) 3A− 2BT , je±li A =

 2 −1 4 61 0 2 4
3 −2 4 3

 , B =

2 −1 4
1 0 2
3 −2 4
3 2 −2

 ,

(c) A ·B oraz B · A, je±li A =
[
1 3 6
7 2 1

]
, B =

 3 21 6
9 1

 ,

(d) A ·B oraz B · A, je±li A =

 2 −1 4 61 0 2 4
3 −2 4 3

 , B =

2 −1 4
1 0 2
3 −2 4
3 2 −2

 ,

(e) A ·B, je±li A =
[
4 6 7
9 2 1

]
, B =

 25
6

 .
1.2. Stosuj¡c metod¦ eliminacji Gaussa rozwi¡» ukªady równa« liniowych:

(a)


x + y + z = 0
2x − y − z = −3
4x − 5y − 3z = −7

(b)


2x + 4y − 6z = 5
x − y + 2z = 0
−x − 2y + 3z = 3

(c)

{
x + y + z = 1
2x + 3y − z = 1 (d)


x + 2y + 3z = 2
2x + y − z = 4
3x + 3y + 2z = 6

(e)


x + 7y − z = 2
2x + 4y + 2z = 8
3x + 11y + z = 2
5x + 15y + 3z = 10

(f)


x + y − z + s = 4
2x − y + z − s = −1
x − y + z + 2s = 1
−x − y + z − s = 2

(g)


3x + 2y + z = 5
x − y + 4z = 2
4x + y + 5z = 7
2x + 3y − 3z = 3

(h)


x + 2y − 3z + s = 0
−x + y + z − 2s = 0
2x − y + 2z − s = 0
x − 2y − z + s = 0

(i)

{
x + y + z + s = 1
2x + y − z − s = 1
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Lista 2 � wyznacznik macierzy, macierz odwrotna

2.1. Oblicz wyznacznik macierzy A, je±li:

(a) A =
[
1 1
2 −1

]
(b) A =

[
1 1
3 2

]
(c) A =

[
x y
x y

]

(d) A =

 1 2 34 5 1
7 8 2

 (e) A =

 1 1 1
1 2 −3
2 3 −4

 (f) A =

 1 1 1
4 −2 −2
1 −1 1


2.2. Stosuj¡c rozwini¦cie Laplace'a oblicz wyznacznik macierzy A, je±li:

(a) A =


1 −1 2 0
0 1 0 −3
3 2 −2 4
2 3 1 1

 (b) A =


3 −2 0 5
−2 1 −2 2
0 −2 5 0
5 0 3 4



(c) A =


−3 2 1 0
5 −1 0 3
0 4 −2 1
2 −5 0 4

 (d) A =


2 −5 3 1 2
0 4 −2 0 3
−1 3 0 0 1
4 0 0 0 2
−1 2 1 0 3



(e) A =


1 2 −1 0 0
0 0 1 −3 0
3 −2 2 4 1
2 1 3 1 0
1 9 4 2 0

 (f) A =


2 −3 5 −1 1
−1 1 2 3 4
0 3 4 1 7
−5 0 −1 2 1
1 2 3 −2 4


2.3. Wyznacz macierz odwrotn¡ do macierzy A, je±li:

(a) A =

 1 −1 0
2 0 4
−1 3 −1

 (b) A =

 2 1 −15 2 4
7 3 2



(c) A =

 2 7 33 9 4
1 5 3

 (d) A =

 1 2 32 0 6
1 1 1



(e) A =

 1 3 2
−2 1 3
−3 2 1

 (f) A =

 1 0 1
2 −1 2
0 1 2



(g) A =


2 1 0 0
3 2 0 0
1 1 3 4
2 −1 2 3

 (h) A =


22 −6 −26 17
−17 5 20 −13
−1 0 2 −1
4 −1 −5 3



(i) A =


−1 0 −1 1
−1 −12

1
2

1
2

−1 1
2 −

1
2

1
2

2 0 1 −1


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Lista 3 � ukªady Cramera

3.1. Stosuj¡c wzór Cramera rozwi¡» ukªady równa« liniowych:

(a)


x + y + z = 4
x + 2y + z = −3
−x + y + z = 4

(b)


x + y + z = 0
2x − y − z = −3
4x − 5y − 3z = −7

(c)


2x − y = 3
x + 2z = 0
x − y − z = 2

(d)


x + y − z = 0
−x + 2y = −1

y + z = 1

(e)


x + y + z = 6
x − y + z = 2
x − y − z = 0

(f)


x + 2y + 3z = 18
4x + 5y + z = 9
7x + 8y + 2z = 0

(g)


2x + 2y − z + s = 4
4x + 3y − z + 2s = 6
8x + 5y − 3z + 4s = 12
3x + 3y − 2z + 2s = 6

(h)


y + z + s = 1

x + z + s = 2
x + y + s = −1
x + y + z = 0

3.2. Stosuj¡c metod¦ macierzy odwrotnej rozwi¡» ukªady równa« liniowych: 2

(a)


x − y = 1
2x + 4z = 2
−x + 3y − z = 4

(b)


2x + y − z = 0
5x + 2y + 4z = 1
7x + 3y + 2z = 2

(c)


2x + 7y + 3z = 0
3x + 9y + 4z = 2
x + 5y + 3z = 1

(d)


x + 2y + 3z = 2
2x + 6z = 4
x + y + z = 1

(e)


x + 3y + 2z = 2

−2x + y + 3z = 1
−3x + 2y + z = 3

(f)


2x + y = 1
3x + 2y = 2
x + y + 3z + 4s = 3
2x − y + 2z + 3s = 4

(g)


22x − 6y − 26z + 17s = 0
−17x + 5y + 20z − 13s = 0
−x + 2z − s = 2
4x − y − 5z + 3s = 4

(h)



−x − z + s = 4
−x − 1

2y +
1
2z +

1
2s = 2

−x + 12y −
1
2z +

1
2s = −1

2x + z − s = 0

2
Wskazówka: Wykorzystaj rezultaty zadania 2.3.
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Lista 4 � wst¦p do teorii funkcji

4.1. Okre±l dziedziny naturalne i wyznacz zbiory warto±ci funkcji:

(a) f(x) = 1− 2 sinx;
(b) f(x) =

√
2x2 + 2x− 4;

(c) f(x) = 3√
x5
.

4.2. Zbadaj, czy podane funkcje s¡ ograniczone z doªu lub z góry:

(a) f(x) = 1− 2 sinx;
(b) f(x) = 2x2 + 2x− 4;
(c) f(x) = log2 x.

4.3. Korzystaj¡c z de�nicji uzasadnij, »e podane funkcje s¡ monotoniczne na podanych zbiorach:

(a) f(x) = 3x+ 5, X = R;
(b) f(x) = − 3

√
x, X = R;

(c) f(x) = 1
x2
, X = (−∞, 0).

4.4. Korzystaj¡c z de�nicji uzasadnij, »e podane funkcje s¡ ró»nowarto±ciowe na podanych zbiorach:

(a) f(x) = 1
x
, X = R \ {0};

(b) f(x) =
√
x, X = [0,∞);

(c) f(x) = 5x6, X = [0,∞).

4.5. Dokonaj zªo»e« f ◦ g, g ◦ f , f ◦ f , g ◦ g:

(a) f(x) = sinx, g(x) =
√
x;

(b) f(x) = 1
x
, g(x) = x4;

(c) f(x) = log3 x, g(x) = 3
x.

4.6. Znajd¹ funkcje odwrotne do podanych:

(a) f(x) = x5 +
√
3;

(b) f(x) = 3− 3
√
x+ 2;

(c) f(x) = 1− 3−x.
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Lista 5 � ci¡gi liczbowe i ich granice

5.1. Zbadaj monotoniczno±¢ i ograniczono±¢ ci¡gów:

(a) an = 3
2n+1 ;

(b) an = 4 + (−1)n;
(c) an = n

2n ;

(d) an = sin nπ2 .

5.2. Korzystaj¡c z twierdze« o arytmetyce granic ci¡gów oblicz granice:

(a) lim n2+4n−1
3n3+2n2−4 ;

(b) lim 2n3+3n2+n+7
n2+8n+5 ;

(c) lim
√
n√
n+1 ;

(d) lim (
√
n2 − 4−

√
n2 − 3).

5.3. Korzystaj¡c z twierdzenia o ci¡gach z granic¡ e oblicz granice:

(a) lim
(
1 +

1
n+ 2

)3n
;

(b) lim
(
1− 1
n2

)2n+1
;

(c) lim
(2n+ 1
2n+ 2

)2n
.

5.4. Korzystaj¡c z twierdzenia o trzech ci¡gach oblicz granice:

(a) lim n
√
2n + 3n + 4n;

(b) lim 1
n
cos 1

n
;

(c) lim (−1)n
n+1 .

5.5. Korzystaj¡c z twierdzenia o dwóch ci¡gach oblicz granice:

(a) lim [(−1)n − 4n];

(b) lim [3 + sinn]n;

(c) lim 2n
√
(n+ 2)2n + 1.
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Lista 6 � granica i ci¡gªo±¢ funkcji

6.1. Korzystaj¡c z de�nicji Heinego granicy funkcji uzasadnij, »e:

(a) lim
x→2
(x2 − 2x+ 7) = 7;

(b) lim
x→−1

x2

x+ 3
=
1
2
;

(c) lim
x→∞

3
x+ 2

= 0;

(d) lim
x→−∞

(−x2 + 4x− 3) = −∞.

6.2. Korzystaj¡c z twierdze« o granicach funkcji oblicz granice:

(a) lim
x→0

3x5 + 3x4 − 2x2 − 7x− 1
4x5 + 6x3 − 19x+ 6

(b) lim
x→∞

3x5 + 3x4 − 2x2 − 7x− 1
4x5 + 6x3 − 19x+ 6

(c) lim
x→1

x2 − 1
x3 − 1

(d) lim
x→0−

x4

x2|x|

(e) lim
x→∞
(sinx− ex) (f) lim

x→∞

1
x
cosx

6.3. Znajd¹ asymptoty pionowe i uko±ne funkcji:

(a) f(x) =
x3

x2 − 1
;

(b) f(x) =
lnx
x

;

(c) f(x) =
1
ex − 1

.

6.4. Dobierz wspóªczynniki a, b ∈ R tak, aby funkcja f byªa ci¡gªa, je±li

(a) f(x) =


x2 + bx+ 1 gdy x < 1
a gdy x = 1
x+ 2 gdy x > 1

(b) f(x) =


a(x2 + 3x+ 1) gdy x < 1
5 gdy x = 1
b(3x + 2) gdy x > 1

(c) f(x) =


a sinx
x

gdy x < 0
b+ 1 gdy x = 0
x− a− 1 gdy x > 0

(d) f(x) =


a(2x + 3) gdy x < 2
7 gdy x = 2
b(2x2 − x+ 1) gdy x > 2
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Lista 7 � pochodne funkcji

7.1. Korzystaj¡c z de�nicji sprawd¹, czy nast¦puj¡ce funkcje maj¡ pochodne w podanych punktach:

(a) f(x) = |x|, x0 = 0;
(b) f(x) = x|x|, x0 = 0;
(c) f(x) = cos x, x0 ∈ R.

7.2. Korzystaj¡c z odpowiednich reguª ró»niczkowania oblicz pochodne nast¦puj¡cych funkcji:

(a) f(x) =
(
ex +
1
x

)
x3;

(b) f(x) =
2x2 − 4x+ 5
x3 + 2

;

(c) f(x) =
cosx− lnx
x2 + 4

;

(d) f(x) = ln tg x;

(e) f(x) =

√
3− x
2x+ 1

.

7.3. Napisz równanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (x0, f(x0)), je±li:

(a) f(x) = x2 + 3x+ 7, x0 = 1;

(b) f(x) = 2x2 − 3x− 7, x0 = 2;
(c) f(x) = ex, x0 = 0.

7.4. Korzystaj¡c z reguª de L'Hospitala oblicz granice wyra»e« nieoznaczonych:

(a) lim
x→2

x2 − 5x+ 6
x2 − 7x+ 10

;

(b) lim
x→0

sin 7x
sin 5x

;

(c) lim
x→0

3x − 2x

x
;

(d) lim
x→0

ax − 1
x
, gdzie a > 0;

(e) lim
x→0

ln(1 + x)
x

;

(f) lim
x→∞

lnx
x

;

(g)* lim
x→∞

(
1 +
1
x

)x
.
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Lista 8 � rachunek ró»niczkowy

8.1. Oblicz pochodne trzeciego rz¦du funkcji:

(a) f(x) = x7 + 3x4 − 1;

(b) f(x) =
x− 1
x+ 1

;

(c) f(x) = (3x− 1)ex.

8.2. Wyznacz przedziaªy monotoniczno±ci i ekstrema lokalne funkcji:

(a) f(x) = x3 + 3x2 − 24x− 72;

(b) f(x) =
1

2x− x2
;

(c) f(x) =
x2 − 3x+ 4
x− 3

;

(d) f(x) = x lnx.

8.3. Wyznacz ekstrema globalne podanych funkcji na wskazanych przedziaªach:

(a) f(x) = x3 − 3x, [−2, 4];
(b) f(x) = x− 2

√
x, [0, 5];

(c) f(x) = 2 sinx+ sin 2x, [0, 3π2 ];

(d) f(x) =
x2

3 + x
, [−1, 4].

8.4. Okre±l przedziaªy wypukªo±ci i punkty przegi¦cia nast¦puj¡cych funkcji:

(a) f(x) = x3 + 5x2 + 3x+ 15;

(b) f(x) =
1
1 + x2

;

(c) f(x) = xex;

(d) f(x) = x− 2 lnx.

8.5. Zbadaj przebieg zmienno±ci i naszkicuj wykresy paru funkcji, wybranych z zada« 8.2 � 8.4.
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Lista 9 � caªki nieoznaczone

9.1. Korzystaj¡c z liniowo±ci caªki nieoznaczonej oblicz podane caªki:

(a)
∫
(5x3 + 2x2 − 4x+ 8) dx;

(b)
∫ (
3
√
x3 +

1
x2
− x
√
x
)
dx;

(c)
∫ x4

x2 + 1
dx.

9.2. Caªkuj¡c przez cz¦±ci oblicz podane caªki:

(a)
∫
x sinx dx;

(b)
∫
x2ex dx;

(c)
∫
ex cosx dx;

(d)
∫ √
x lnx dx;

(e)
∫
x arc tg x dx.

9.3. Caªkuj¡c przez podstawienie oblicz podane caªki:

(a)
∫
(x2 + 4)5x dx;

(b)
∫ lnx
x
dx;

(c)
∫ cos√x√

x
dx;

(d)
∫
(2x− 1)

√
x2 − x+ 1 dx;

(e)
∫ x2

cos2(x3 + 1)
dx.
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Lista 10 � caªki oznaczone

10.1. Korzystaj¡c z tw. Newtona�Leibniza oblicz podane caªki oznaczone:

(a)
5∫
1

(5x3 + 2x2 − 4x+ 8) dx;

(b)

π
2∫
0

x sinx dx;

(c)
2∫
0

(x2 + 4)5x dx.

10.2. Korzystaj¡¢ z tw. o caªkowaniu przez cz¦±ci dla caªki oznaczonej oblicz podane caªki oznaczone:

(a)

π
2∫
0

x sinx dx;

(b)
1∫
0

x2ex dx;

(c)
π∫
−π

ex cosx dx.

10.3. Korzystaj¡¢ z tw. o caªkowaniu przez podstawienie dla caªki oznaczonej oblicz podane caªki
oznaczone:

(a)
2∫
0

(x2 + 4)5x dx;

(b)
e∫
1

lnx
x
dx;

(c)
4∫
1

cos
√
x√
x
dx.

10.4. Oblicz pole obszaru D ograniczonego:

(a) wykresami funkcji y = x2 oraz y = 2x+ 3;

(b) wykresami funkcji y = sinx, y = cosx, osi¡ Oy (x ­ 0) oraz prost¡ x = 3π2 .
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