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Lista 0 � zastosowania rachunku ró»niczkowego

0.1. Napisz równanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (x0, f(x0)), je±li:

(a) f(x) = x2 + 3x+ 7, x0 = 1;

(b) f(x) = 2x2 − 3x− 7, x0 = 2;
(c) f(x) = ex, x0 = 0.

0.2. Korzystaj¡c z reguª de L'Hospitala oblicz granice wyra»e« nieoznaczonych:

(a) lim
x→2

x2 − 5x+ 6
x2 − 7x+ 10

;

(b) lim
x→0

sin 7x
sin 5x

;

(c) lim
x→0

3x − 2x

x
;

(d) lim
x→0

ax − 1
x
, gdzie a > 0;

(e) lim
x→0

ln(1 + x)
x

;

(f) lim
x→∞

lnx
x

.

0.3. Wyznacz przedziaªy monotoniczno±ci i ekstrema lokalne funkcji:

(a) f(x) = x3 + 3x2 − 24x− 72;

(b) f(x) =
1

2x− x2
;

(c) f(x) =
x2 − 3x+ 4
x− 3

;

(d) f(x) = x lnx.

0.4. Wyznacz ekstrema globalne podanych funkcji na wskazanych przedziaªach:

(a) f(x) = x3 − 3x, [−2, 4];
(b) f(x) = x− 2

√
x, [0, 5];

(c) f(x) = 2 sinx+ sin 2x, [0, 3π2 ];

(d) f(x) =
x2

3 + x
, [−1, 4].

0.5. Okre±l przedziaªy wypukªo±ci i punkty przegi¦cia nast¦puj¡cych funkcji:

(a) f(x) = x3 + 5x2 + 3x+ 15;

(b) f(x) =
1
1 + x2

;

(c) f(x) = xex;

(d) f(x) = x− 2 lnx.
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Lista 1 � rozwini¦cia funkcji, szeregi pot¦gowe

1.1. Napisz wzór Taylora z reszt¡ Lagrange'a dla nast¦puj¡cych danych:

(a) f(x) = lnx, x0 = 1, n = 3;

(b) f(x) = sinx, x0 = 0, n = 4;

(c) f(x) = ex, x0 = 0, n = 7.

1.2. Stosuj¡c wzór Maclaurina oblicz warto±¢ liczby e z dokªadno±ci¡ 10−5.

1.3. Wyznacz promienie zbie»no±ci i przedziaªy zbie»no±ci szeregów pot¦gowych:

(a)
∞∑
n=0

(x− 1)n

2n+ 1

(b)
∞∑
n=1

n2xn

(n+ 1)22n

(c)
∞∑
n=0

3n

n!
(x+ 2)n

(d)
∞∑
n=0

(6− 3x)n

(e)
∞∑
n=2

(x+ 1)n√
n− 1

1.4. Znajd¹ szeregi Maclaurina podanych funkcji i ustal przedziaªy ich zbie»no±ci:

(a) f(x) = 4x
x+2

(b) f(x) = x sin 3x

(c) f(x) = 3
1+x−2x2

(d) f(x) = cos2 x

(e) f(x) = e2x−1
x
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Lista 2 � caªki nieoznaczone

2.1. Korzystaj¡c z liniowo±ci caªki nieoznaczonej oblicz podane caªki:

(a)
∫
(5x3 + 2x2 − 4x+ 8) dx;

(b)
∫ (
3
√
x3 +

1
x2
− x
√
x
)
dx;

(c)
∫ x4

x2 + 1
dx.

2.2. Caªkuj¡c przez cz¦±ci oblicz podane caªki:

(a)
∫
x sinx dx;

(b)
∫
x2ex dx;

(c)
∫
ex cosx dx;

(d)
∫ √
x lnx dx;

(e)
∫
x arc tg x dx.

2.3. Caªkuj¡c przez podstawienie oblicz podane caªki:

(a)
∫
(x2 + 4)5x dx;

(b)
∫ lnx
x
dx;

(c)
∫ cos√x√

x
dx;

(d)
∫
(2x− 1)

√
x2 − x+ 1 dx;

(e)
∫ x2

cos2(x3 + 1)
dx.

2.4. Oblicz podane caªki z funkcji wymiernych:

(a)
∫ x+ 2
x(x− 2)

dx;

(b)
∫ 1
x2 − 7x+ 10

dx;

(c)
∫ 1
x2 − x+ 1

dx;

(d)
∫ 3x− 1
x2 + 6x+ 10

dx.
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Lista 3 � caªki oznaczone

3.1. Korzystaj¡c z tw. Newtona�Leibniza oblicz podane caªki oznaczone:

(a)

5∫
1

(5x3 + 2x2 − 4x+ 8) dx;

(b)

π
2∫
0

x sinx dx;

(c)

2∫
0

(x2 + 4)5x dx.

3.2. Caªkuj¡c przez cz¦±ci oblicz podane caªki oznaczone:

(a)

π
2∫
0

x sinx dx;

(b)

1∫
0

x2ex dx;

(c)

π∫
−π

ex cosx dx.

3.3. Caªkuj¡c przez podstawienie oblicz podane caªki oznaczone:

(a)

2∫
0

(x2 + 4)5x dx;

(b)

e∫
1

lnx
x
dx;

(c)

4∫
1

cos
√
x√
x
dx.

3.4. Wyznacz warto±ci ±rednie z podanych funkcji na danych przedziaªach:

(a) f(x) = ex, [−2, 2];

(b) f(x) =
x

x− 1
, [−1, 0];

(c) f(x) =
1
x2 + 4

, [0, π2 ].

3.5. Oblicz pole obszaru D ograniczonego:

(a) wykresami funkcji y = x2 oraz y = 2x+ 3;

(b) wykresami funkcji y = sinx, y = cosx, osi¡ Oy (x ­ 0) oraz prost¡ x = 3π2 .
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Lista 4 � caªki niewªa±ciwe

4.1. Korzystaj¡c z de�nicji zbadaj zbie»no±¢ podanych caªek niewªa±ciwych pierwszego rodzaju:

(a)

∞∫
1

1
(x+ 2)2

dx;

(b)

∞∫
π

x sinx dx;

(c)

∞∫
1

1
3
√
3x+ 5

dx;

(d)

∞∫
−∞

x2e−x
3
dx.

4.2. Korzystaj¡c z kryterium porównawczego zbadaj zbie»no±¢ podanych caªek niewªa±ciwych pierw-
szego rodzaju:

(a)

∞∫
10

1√
x− 3

dx;

(b)

∞∫
2

x− 1
x4 + x+ 1

dx;

(c)

∞∫
π

1 + sin x
x3

dx;

(d)

0∫
−∞

2x

x− 1
dx.

4.3. Korzystaj¡c z kryterium ilorazowego zbadaj zbie»no±¢ podanych caªek niewªa±ciwych pierw-
szego rodzaju:

(a)

∞∫
1

√
x√
x+ x2

dx;

(b)

∞∫
5

x√
x5 − 3

dx;

(c)

∞∫
1

sin2
1
x
dx;

(d)

−1∫
−∞

e2x + 1
ex − 1

dx.
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Lista 5 � równania ró»niczkowe zwyczajne

5.1. Rozwi¡» równania ró»niczkowe:

(a) x dx+ y dy = 0,

(b) x (1 + y2) dx− y (1 + x2) dy = 0.

5.2. Rozwi¡» równania ró»niczkowe:

(a) y′ =
y

x
,

(b) y′ = −2xy,
(c) y′ = ex−y,

(d) y′ =
√
y

x
.

5.3. Rozwi¡» równania ró»niczkowe, a nast¦pnie wyznacz rozwi¡zanie szczególne przechodz¡ce przez
dany punkt p = (x0, y0):

(a) (1− x) dy + y dx = 0, p = (0, 1),

(b) y′ = y cosx, p =
(
π
2 , 1

)
.

5.4. Rozwi¡» równania ró»niczkowe liniowe o staªych wspóªczynnikach metod¡ przewidywa«:

(a) y′ + y = x2,

(b) y′ − 2y = sinx,
(c) y′ + 3y = xe2x,

(d) y′ − y = x cosx.

5.5. Rozwi¡» równania ró»niczkowe liniowe z zadania 5.4 metod¡ uzmienniania staªej.

5.6. Rozwi¡» równania ró»niczkowe liniowe:

(a) y′ − y
x
= −x,

(b) y′ − x2y = x2.
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