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Zadania z tej listy znajduja si¢ w obecnym oraz poprzednich wydaniach ksiazki ,Algebra liniowa
1. Przyklady i zadania”. Kazde z zadan ma tam swéj odpowiednik w postaci dokladnie rozwigza-
nego przykladu. Do wszystkich zadan dolaczono odpowiedzi. Zakres materialu z poprzedniej tzw.
standardowej listy zadari (realizowanej w roku akademickim 2002/3) poszerzono o rzad macierzy i
twierdzenie Kroneckera-Capellego. Zrezygnowano z podzialu na 14 jednostek na rzecz uktadu mery-
torycznego.

1. Liczby zespolone

O Zadanie 1.1 * [1.1]
Wykonaé podane dzialania:
a) (1 - 3i) + (4 — 5i); b) (1+v2i) - (V3-6i);
. . 2+3i
c —V3i) - (VT+ V3 d ;
) (VI VB (vEevE) d) 22
— ] i 1
zow Reztilmw 59 w344
zZ+w z+w
O Zadanie 1.2 [1.2]
Znalez¢ liczby rzeczywiste x,y spelniajace podane réwnania:
a) x(2+3i) +y(5—2i) =—8+7i; b) (2+yi) (x-30)=T7T—74
1 . i 9_2
c) LY 5y &FE.H¢ i
x—2i r—yi 942
O Zadanie 1.3 [1.3]
‘W zbiorze liczb zespolonych rozwigzaé¢ podane réwnania:
1+ 2—-3i
mvwmﬂhmﬂ _UV +&H \s“ nvwm\pNJerHo“
z z
d) :4+2)2=(Z+2)% e)2:+z=6-5i; f)(1+i)z+3(z—i)=0;
2+1 1—1i .
@%ﬁﬁu@l h)ZFi—z+i=0; i*)2%—6i2% —12:+8i=0.
O Zadanie 1.4 [1.5]
Na plaszczyinie zespolonej narysowaé zbiory liczb z spelniajacych podane warunki:
a) Re(iz +2) > 0; b) Im 22 < 0;
4
ﬂvn\s.HN\H” n_v\HM“
f 14z
€) 2+ (+i)z+(5-i)z+1=0; f) Im— =1
—z
O Zadanie 1.5 [1.6]
4
Niech u = 2t -,V = - z , gdzie z € C. Naszkicowa¢ zbiér wszystkich liczb zespolonych z, dla
z—2i iz +4
ktérych:

mv liczba u jest rzeczywista; Uv liczba u jest czysto urojona;

nv liczba v jest rzeczywista; &v liczba v jest czysto urojona.

O Zadanie 1.6

[1.7]

Punkty 21, z2, z3 plaszczyzny zespolonej sg wierzchotkami tréjkata. Wyznaczy¢ potozenie punktu

przecigcia srodkowych tego tréjkata.
Wskazéwka. Wykorzystac fakt, ze sSrodkowe trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie i
si¢ w stosunku 2 : 1 liczac od wierzchotka.

O Zadanie 1.7
Obliczy¢ moduly podanych liczb zespolonych:
a) —V/3 b) 6 -8i; c) V2+ V3

143
d) 1 +itga, A\H.MV“ e .
) ititge ac (5.5 )sa

*Numeracja zadan z ksiazki Algebra liniowa 1. Przyklady i zadania, wydanie IX.
"Numeracja zadai z ksiazki Algebra liniowa 1. Przyklady i zadania, wydanie VIII.
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O Zadanie 1.8 [2.2]

Podaé interpretacje geometryczng modutu réznicy liczb zespolonych. Korzystajac z tej interpretacji
narysowaé zbiory liczb zespolonych z spelniajacych podane warunki:
z—2i

a) [z —3+4i[=1; b) c)2<iz—5<3;

n—v |z+1—2i] >3 oraz |z — 3| < 4; mv n.v sin Aiutfmiv > 0;

m*va+~.,m7NN+H_Am,N| ; rv_M|H+¥._mm
Zadanie 1.9 [2.4]
Podane liczby zespolone zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:
a) 7+ 7i; b) v3 -4 €) —5+5v/3i;
Qv sina + i cos o mv\oowoﬁ?s.mm:mﬁ ﬂvw+:®p
CENMN. W éwiczeniach n_vn qu *.v kat a spelnia nieréwnosci 0 < a < W
Zadanie 1.10 [2.5]
Narysowa¢ zbiory liczb zespolonych z spelniajacych podane warunki:
5
Nv wnmNHoM« —uv MA meﬁnxyu&Aww
c) 7 < arg (iz) < 2m; d) arg AN@V =m;
3
mv Hm pwmAINVMH“ ﬁ*w arg AMIHINSH‘S.
3 2 2
Zadanie 1.11 [2.6]
Obliczy¢ wartosci podanych wyrazefi (wynik poda¢ w postaci algebraicznej):
a) (1-14)'% b) (1+v3)% ) (2v3-2)"
10 144)22 24
&v Aoomﬁ — isin Hv H mv A..r‘&? 3 Am:_ﬁ..,rs.nOm Hv .
1 1 (1-iv3)° 6 6
O Zadanie 1.12 [2.7]
Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyrazié:
mv sin 3z przez funkcje sin z; _UV cos 4z przez funkcje sinz i cosx;
n*v tg 6 przez funkcje tgx; n_*v ctg 5z przez funkcje ctgx.
O Zadanie 1.13 [2.8]
Narysowa¢ zbiory liczb zespolonych z spelniajacych podane warunki:
mv Im Awuv <05 —uv Re AN\_V =05
Py —\27. (14+1i)z
anEANvWWmTNV% n—v?ﬂgw;
O Zadanie* 1.14 [2.9]

Wykorzystujac wzér na sume wyrazéw zespolonego ciagu geometrycznego obliczy¢:

mv sinz + sin 2z + ... + sinna; _uv cos x + €cos 2x + ... + cos nx;
1
nv 3 + cosx + cos 2z + ... + cosn; n_v sinz +sin3z + ... + sin(2n — 1)z;

€)1+ (1—i)+(1—i)+...+(1—-9)"

f) AMV - ﬁwv + AMV \Z.+A\C3Aw“~v, gdzie n € N oraz m = E AWV .

3

Zadanie 1.15 [3.1]
Stosujac postaé¢ wykladnicza liczby zespolonej rozwiazaé¢ podane réwnania:
a):" =% b) (=) = 22 |22; nwﬁmvm_wiH».
z
n_w |2® =25 mv 26 = (@)% *.v TmA =z%
Zadanie 1.16 [3:2]

Stosujac wzory Eulera wyrazi¢ podane funkcje w postaci sum sinuséw i cosinuséw wielokrotnosci
kata x:

mv sin? z; _UV cos? x; nv sin® x; n—v sin z + cos? z.

Zadanie 1.17 [3.3]
Korzystajac z definicji obliczyé podane pierwiastki:

a) vV5—12i; b) V=11+605; c) d) V16.

Zadanie 1.18 [3.4]

Obliczy¢ i narysowaé na plaszczyZnie zespolonej podane pierwiastki:
a)\/-1+v3i; b) ¥=27; ) ¥=4 d) Y=6
e) f) Y—1+4 g*) Vi; h*) 22

Zadanie 1.19 [3.5]

Odgadujac jeden z elementéw podanych pierwiastkéw obliczy¢ pozostale elementy tych pierwiastkéw:
a) /(540  b) {/(-2+30)% <) Y/2-9% d) {/(2-20°.

Zadanie 1.20 [3.6]

Jednym z wierzchotkéw kwadratu jest punkt zy = 4 — i. Wyznaczyé pozostale wierzchotki tego
kwadratu, jezeli jego Srodkiem jest:

mv poczatek uktadu wspéirzednych; TV punkt u = 1;
nv punkt u = 3 +4; n_v punkt u = 7 4+ v/2i.

Zadanie 1.21 [3.7]
Znalez¢ rozwigzania podanych réwnan:
a)z=(1-9% b)(:-1°=(-2% ¢)zF=(=+1%

2. Wielomiany
Zadanie 2.1 [4.1]

Obliczy¢ iloczyny podanych par wielomianéw rzeczywistych lub zespolonych:
mv P(z)=a* -3z +2—-1, Q) =2 -z + 4
b) W(z) =23 +522 —iz+3, V(z) = (1 +i)z — 2.

Zadanie 2.2 [4.2]
Obliczy¢ ilorazy oraz reszty z dzielen wielomianéw P przez wielomiany Q, jezeli:

a) P(z) = 22" — 323 + 422 — 50 + 6, Q(z) =22 — 3z + 1;

b) P(z) = 2'6 - 16, Q(z) = a* +2;

C) P(z) =25 =28 +1, Q(2) = (2 — ).




O Zadanie 2.3 [4.3]
Znalezé wszystkie pierwiastki catkowite podanych wielomianéw:
mvﬁwn,rsmlh&.lﬁ va&wlﬂﬁm.‘.%&lﬁ
c) 2% — 22" — 42® +42% — 52+ 6;  d) 2 + 32® — 2% + 17z + 99.

O Zadanie 2.4 [4.4]
Znalezé s\mN«\mZ&m pierwiastki wymierne podanych wielomianéw:
: 1 .
wv \\H \Wﬂ\mw —uv%H»Lw%H.,frwaw\H\b
’ 5, 4 1 1
c) 4z -1 d)a®+ -2 —a? + —x— 2.
v T + T H v x” + wH x° + uH 3
O Zadanie 2.5 [4.5]

Znalez¢ pierwiastki podanych réwnan kwadratowych i dwukwadratowych:
a) 22 —42+13= b) 22 — (3 - 2i)z + (5 — 5i) = 0;
€) 2" +822+15=0; d)2*-3i22+4=0.

O Zadanie 2.6 [4.6]
Znajac niektére pierwiastki podanych wielomianéw rzeczywistych, znalez¢ ich pozostale pierwiastki:

Nv W(z) = 2® —3v222 + Tz — 32, 1 = V2 +14;
b) W(z) = 2* — 223 4 722 4 62 — 30, @1 = 1 — 3§;
€) W(z) = a* — 623 + 1822 — 30z + 25, 1 = 2 +4;

&v W(z) = 2% — 22° 4 bat — 623 + 822 — 4z + 4, x1 =14, x2 = —V/2i;

€) W(zx) = 2% — 625 + 182 — 282% + 312% — 222 + 14, x1 =1 — i, 20 = 2 — /3i.

O Zadanie 2.7 [4.7]
Nie wykonujac dzielen znalezé reszty z dzielen wielomianéw P przez wielomiany Q, jezeli:
a) P(x) = a® — 323 + 5z, @Aiu% p—

—uv P(z) = 2™ —42'% + 22 + V22, Q(

nv P(z) = 2% + 3214 + 2, Q(

&v P(z) = 219 4 2251 — 322 1 1, Qz) ==
Q
Q(

e) P(z)=a° +z -2,
f) P(x) = 2% + & — 50,

O Zadanie 2.8 [6.1]
Podaé przyklady wielomianéw zespolonych najnizszego stopnia, ktére spelniaja podane warunki:
mv liczby 0,1 — 5i sg pierwiastkami pojedynczymi, a liczby —1, —3 + i sg pierwiastkami podwdjnymi

tego wielomianu;

_uv liczba —4i jest pierwiastkiem podwdéjnym, a liczby 3, —5 pierwiastkami potréjnymi tego wielo-
mianu.

O Zadanie 2.9 [5.2]
Podaé przyklady wielomianéw rzeczywistych najnizszego stopnia, ktére speiniaja podane warunki:
Nv liczby 1, —5, —V/2 oraz 1 — 3i sa pierwiastkami pojedynczymi tego wielomianu;

_uw liczba 1 + i jest pierwiastkiem pojedynczym, liczby —i oraz 3 sa pierwiastkami podwdéjnymi, a
liczba —4 + 3i jest pierwiastkiem potréjnym tego wielomianu.

O Zadanie 2.10 [5.3]
Podane wielomiany zespolone przedstawi¢ w postaci iloczynu dwumianéw:
mw 22 — 2iz — 10; —uV 24 4522 + 6 nv 23 —62—9.

O Zadanie 2.11 [5.4]
Podane wielomiany rzeczywiste przedstawi¢ w postaci iloczynu nierozkladalnych czynnikéw rzeczy-
wistych:

a) b +8; b) a* + 4;

c)at —a?+1;  d)da® —da — 1323 + 1322 + 9z — 9.

[5.5]
Podane funkcje wymierne (rzeczywiste lub zespolone) rozlozyé¢ na sumy wielomianéw oraz funkcji
éu:imlzn? wlasciwych:

mv 532242, Sawiw nvi+.mew+ua“+§+m
Brd2t1’ x5 +4 a3 + 222 + 3z + 4

O Zadanie* 2.13 [5.6]

Zaproponowaé rozklady podanych zespolonych funkcji wymiernych wlasciwych na zespolone utamki
proste (nie oblicza¢ nieznanych wspélczynnikéw):

23+ 224245 iz 47
2) b) (z+D)(z+i)2[z— 1 +i) ©) (24— 4)?

[5.7]
Zaproponowaé rozklady podanych rzeczywistych funkcji wymiernych wlasciwych na rzeczywiste
ulamki proste (nie oblicza¢ nieznanych wspélezynnikéw):

2 422 — 7 3 _8r—4 244 g3
mv i x + 2x - _uv x T . nv + @ .
z3(z — 1)(z +5) (22 +4) (@2 +243)° (z+3)2 (22 — 4z +5)
O Zadanie* 2.15 [5.8]
Podane zespolone funkcje E%:&ma:o wlasciwe rozlozyé na zespolone ulamki proste:
2
Z
a H b
w (z=1)(z4+2)(2+3) v \C
167 2
c) 2. d) k&
z4+4 (22+22+2)
O Zadanie 2.16 [5.9]
Podane rzeczywiste funkcje wymierne wlasciwe rozlozy¢ na rzeczywiste utamki proste:
12 22 4a
a i b) 4 €) ———— s
)eeaeae-n a1 Veiner
242 1 2 +1
) ) .~ f) L
(22 +22+2) 8t 28 (z+1)

3. Macierze i wyznaczniki
O Zadanie 3.1 [6.1]

m_w Zaproponowaé opis, w formie macierzy zlozonej z liczb catkowitych, polozenia figur w grze w
szachy. W jaki spos6b mozna by sprawdzié, czy dana macierz odzwierciedla pozycj¢ mozliwa do
uzyskania w czasie gry?




_uv Zaproponowaé zapis, w postaci jednej macierzy, odleglosci drogowych i kolejowych w km miedzy
stolicami wszystkich wojewédztw w Polsce.

ﬁv Ekran monitora komputerowego jest zlozony z 1024 x 768 punktéw. Kazdy punkt moze $wiecié
jednym z 20 koloréw. Kolorowe obrazy na ekranie mozna zapisywaé¢ w postaci macierzy zlozonej
z liczb catkowitych. Zalozy¢, ze ekran monitora przedstawia pierwsza ¢wiartke uktadu wspotrzed-
nych, z poczatkiem ukladu w lewym gérnym rogu ekranu. Zapisa¢ w formie macierzy przyblizony
ksztalt é¢wiartki kolorowej teczy zlozonej z pierécieni kolowych (rysunek).

200 250300 350 400

Na rysunku:
0 — oznacza kolor biaty,
1 — oznacza kolor niebieski,
2 — oznacza kolor zielony,
3 — oznacza kolor z6lty,
4 — oznacza kolor czerwony.

Y

n_v Na rysunkach przedstawiono konstrukcje pretowe z ponumerowanymi wezlami:

1) plaski czworokat z przekatnymi; 2) czworoscian; 3) konstrukcja przestrzenna

Zapisa¢ w postaci macierzy schemat bezposrednich polaczen miedzy wezlami.

Zadanie 3.2 [6.2]
Obliczy¢:
03 00
mvmﬁm M:\x HSN b) [11]+4]|02];
10 11
1 53 2 5 cosa —sina cosf3 —sinf3
nv ﬁw -3 H%. B &v ﬁmwnﬁ nOmc; ﬁw?,m cosf |’
3 -1 1
10 5
01 4
e)|10 ﬁ W w m 5] 3
01 2
10 1
Zadanie 3.3 [6.3]

Rozwigzaé¢ podane réwnania macierzowe i uklady réwnan macierzowych:

ISR E)]

3 0 1 10 1 2 0 2
b)2v.-{ 0o 4 of|=]0 1 0f+Y-|0 4 0]|;
10 2 10 1 2 0 0
7

200
X+Y = 020/, 11 10
002 X+TH LM\HT;,
°) 002 d) 31 21
X-v =]oz20]; T;xt\HT;.
200
O Zadanie 3.4 [6.4]

Obliczy¢ kilka poczatkowych poteg macierzy A, nastgpnie wysunaé hipotezg¢ o postaci macierzy A™,
gdzie n € N i uzasadnié ja za pomoca indukcji matematycznej, jezeli:

aa-[g 1 ba-[3 ]

nv\—Hﬁ cosa mEQEmQNmemm“ &vaﬁnrﬂ mr8g4r&§ms_mmﬁ

—sina  cosa shz chx

0 0 1 a 1 0
e)A=]0 1 0 |; f¥)A=| 0 a 1 |, gdzieac R;
100 0 0 a

j, gdzie a; =0dlai>j,i,j=1,2,... k.
3.5 [6.5]

Ukladajac odpowiednie uklady réwnan znalezé wszystkie macierze zespolone X spelniajace podane
réwnania macierzowe:

T
1107021 22
&THO::L XHTMf

_v x.-xT = ﬁm _ , X jest tu macierza stopnia 2;

O Zadanie 3.6 [6.6]
Korzystajac z wlasnosci dziatan z macierzami oraz wlasnosci operacji transponowania macierzy uza-
sadni¢ podane tozsamosci:

m_v (ABO)T = CTBT AT | gdzie A, B,C s macierzami o wymiarach odpowiednio n x m, m x k,
k x

_Uw (A£B)? = A24+2AB+ B?, gdzie A i B sa przemiennymi macierzami kwadratowymi tych samych
stopni.
Uwaga. Méwimy, ze macierze A i B sa przemienne, gdy spelniaja warunek AB = BA.

) A+ 0= ()ar+ (DA + (a2 (1 )ar ()

0 n—1
gdzie A i I s3 macierzami kwadratowymi tych samych stopni, przy czym I jest macierza jednost-
kowg.
O Zadanie 3.7 [7.1]

Obliczy¢ podane wyznaczniki drugiego i trzeciego stopnia:

) ] 111
UV ina cosa ' nv 123 n._v
136

sinf3 cosf3




O Zadanie 3.8 [7.2]
Napisaé¢ rozwiniecia Laplace’a podanych wyznacznikéw wzgledem wskazanego wiersza lub kolumny:
-1 2 -3 4
i 1+i 2 0 5 »ow _7
wv 1—-2i i trzecia kolumna; _Uv , drugi wiersz.
4 13 -5 9
2 -2 4 6
Zadanie 3.9 [7.3]

Stosujac rozwinigcie Laplace’a obliczyé¢ podane wyznaczniki. Wyznaczniki rozwinaé¢ wzgledem wier-
sza lub kolumny z najwigksza liczba zer.

) . 3.2 00 0 27 -1 3 2
32 00 03200 0 0 10 1
a)| 5 5 5 oli bjoo0o 3 20| ¢ -2 0 7 o0 2
5 0 3 4 000 3 2 -3 -2 4 5 3
2 0 00 3 1 0 00 1

Zadanie* 3.10 [7.4]

Korzystajac z zasady indukcji matematycznej uzasadnié podane tozsamosci (n oznacza stopiefi wy-
znacznika):

a...00...b
510...00
451...00 Lo
045...00 1 0 b
B Cantlon o iab 0| o ayn,
a) W = : B b) Wan = | "y o o] = (a*8)"
000...51 .
000...45 T
b...00 a
2cosz 1 o ... 0 0
1 2cosz 1 ... 0 0
0 1 2cosxz... O 0 :
sin [(n 4+ 1)z]
GWa=| . : S 7 snz
0 0 0 ...2cosxz 1
0 0 0 ... 1 2cosx
gdzie x # kw oraz k € Z.
Zadanie 3.11 [7.5]
Nie obliczajac wyznacznikéw znalezé rozwigzania podanych réwnan:
1 1 1 1 1 -2 3 —4
2 5-xz 2 2 -1 r =3 4a
a)lg "yt 5l, 3 |T0 B o Dy =0
4 4 4 5—x -1 r —x x+3
Zadanie 3.12 [8.1]
Obliczy¢ podane wyznaczniki wykorzystujac wystepujace w nich regularnosci:
11 1 3 3 3
1 2 3 4 W W w W W 01 1 3 3 0
4 3 2 1 P 00 1 3 00
mvm@qm4cvwwwwm,nvoowyoo
8 7 6 5 1 2 3 4 5 03 3 1 10
33 3 1 1 1
3.13 (8.2]

Obliczy¢ podane wyznaczniki stopnia n > 2 wykorzystujac wystepujace w nich regularnosci:

[¢]

(¢]

4 4 4 4 123 n 1 1
14 44 223 n 1 an—1
n—1
Nv . _UV 333 n n*v 1 3
11 4 4 . .
11 14 nnn n 1 nn1
Zadanie 3.14 [8.3]
Stosujac operacje elementarne na wierszach lub kolumnach podanych wyznacznikéw (powodujace
obnizenie ich stopni) obliczyé:
1 -10 -14 0 MP IW w W
a)| 2 35 b)| 25 -2 c)|. :
4 06 -30 3 3 013
2 203
1 2 -1 0 3 2 7 -132
w w \w \W 2 4 5 1 -6 0 02 131
) B e)|-1-2 3 0-2{; f)|-2 4 722
3.1 4 0 -2 -2 1 -1 1 -3 -2 453
2 4 -2 0 3 1 2 011
Zadanie* 3.15 [8.4]
Korzystajac z algorytmu Chié obliczyé podane wyznaczniki:
3 4 1 0 1
4 2 -3 w w \w w 2 1 5 1 2
a)| 2 5 1 b, 7 | 1 9|1 32 14
-1 6 2 11 1 0 2 1 1 5 2
3 -1 1 -1 1
Zadanie 3.16 [8.5]
Korzystajac z twierdzenia o postaci macierzy odwrotnej znalezé macierze odwrotne do podanych:
3 =5 cosa  —sina 273
m;. f c; . ,edzieae Ry ¢€) | 3 9 4
6 2 sina cos a
1 5 3
Zadanie 3.17 [8.6]
Korzystajac z metody bezwyznacznikowej obliczy¢ macierze odwrotne do podanych:
1 0 0 1 1 2 3 4
1 2 2
0 0 2 1 2 3 1 2
a) S B)lo 1 11| 9011 1 4
2 1 1 2 1 0 -2 -6
Zadanie 3.18 [8.7]
Rozwigzaé¢ podane réwnania macierzowe wykorzystujac operacje odwracania macierzy:
-1 1] _[-2 -1]. 31 131_733]7.
mvk% wwLwﬁ 3 L, ETL.X.TL\TL“
—1
0 3 1 2 13 56
&Qm\Lt&kv \T »% &u,xL;\m;\TL.x.
Zadanie 3.19 [8.8]

Jakie sa mozliwe warto$ci wyznacznika macierzy rzeczywistej A stopnia

a) A2=84"1 b)A3-A=0;

c) AT =4A-17

10

, jezeli:




4. Uklady réwnan liniowych

O Zadanie 4.1 [9.1]
Dla jakich wartosci parametru p € R podane uktady réwnan sa uktadami Cramera:
o _ 2pr + 4y — pz = 4
mvﬁ@.‘.wm+ﬁwhumwf b) 2+ y+pr=1;
P= Y =P (4+2p)x + 6y + pz = 3
pr + 3y + pz =0 IMM@HMHMWE\
nv —px + 2z =3 n._v v HE\@
T+ 2 +pz=0p TroyhEot=pe
—r —y—z+t=pt
O Zadanie 4.2 [9.2]
Korzystajac ze wzoru Cramera znaleZé rozwiazania podanych ukladéw réwnari:
o _ T+ 2y +32=1 T+ 2y + 3z =14
vaWMme.cHMM b)d2c +3y+ 2=3; €){4z+3y— 2= 7
“ v= 3z + y+ 2z =2 T - y+ z= 2
O Zadanie 4.3 [9.3]
Stosujac wzér Cramera obliczyé niewiadoma y z podanych ukladéw réwnan:
30 4+ Ty + 22 + 4t = 0 T4+ 3y + 32+ 3t =1
a) 2 + z =0 b) 30+ y+3z43t=1_
x + 4y + =z =1 3v +3y + z+3t=1"
5z + 3y + 2z =0 3z +3y + 32+ t=1
nvH.,rm.cI%Hw“c.T%NImHmNermH.N_w.,rmNHH.T.chNer.,ruINHO.
O Zadanie 4.4 [9.4]
Rozwigzaé¢ podane uklady réwnan metoda macierzy odwrotnej:
R T+ y+z=5
mvﬁmerewa b){ 2z + 2y +2=3;
y= 3¢ 4+ 2 4+ 2z=1
T+ y+ oz= 4 yrzt+it= 4
- . x +z4+t=-1
c){ 20 -3y +52=-5; d)
QNP T4y +t= 2
z+y+z = -2
O Zadanie 4.5 [5.14] ¢
Znalez¢ rzedy podanych macierzy wskazujac niezerowe minory maksymalnych stopni:
4 o 135 23 -1 1
m;\m L“ b) | 221 |42 0o 5|;
-10 3 04 -2 -3
E 1010101 11 200
»2 1510161 21-100
d |15 . e) 1017101 f)|43 300
1 M 4 1810191 00 075
1010101 00 016

*Numeracja zadan z ksiazki Algebra liniowa 2. Przyklady i zadania, wydanie V.
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O Zadanie 4.6 [5.2#]
‘Wykonujac operacje elementarne na wierszach lub kolumnach podanych macierzy obliczy¢ ich rzedy:
1 -3 212 -2 1 -3 1 -5 mw w M W w
a)|2 1 -131[; b)| 4515 30 60 75 |; c)
4-5 356 5 3 2 -8 7 31313
2 oo 21214
1110000
12 3 4 . 3221000
5 6 7 8 5322100
D gl 9 Wwwwwww41vmm~mpﬁo
13 14 15 16 11 1 1 -4 3101010
1000001
O Zadanie 4.7 [5.3#]
Sprowadzajac podane macierze do postaci schodkowej wyznaczy¢ ich rzedy:
4 1 2 5
1 2 31 5 o 1 3 4
0o 4 71 2 4 4 7 13
N P EL A e N
-1 -2 -3 5 -3 8 5 5 14
—4 -1 2 -1
aij] jest macierza wymiaru 5 x 7, gdzie a;; =i+ jdla1 <i<5 1<j<T;
bi;] jest macierza wymiaru 6 x 6, gdzie b;; = i?j dla 1 < 4,5 < 6.
438 [5.5#]

Znalez¢ rzedy podanych macierzy w zaleznosci od parametru rzeczywistego p:

11p 1 P 2 p—1 p—1 1 1
a)| 3p3 b) |1 -2 7+p |; ¢ 1 p*P—1 1 p-—1
2p 2 2 1 2+2p -3—-p 1 p—1 p—1 1
p —p 1 —p p? 4 4 44
111p A
-2 2 -2 2 2 4 44
d) |11 e L) | PP
VH b N R V1% 2 2l 44
prp p 1 p 1 p? 2p 2Jp| 2° 4

[6.1%]

W podanych ukladach réwnan liniowych okredli¢ (nie rozwigzujac ich) liczby rozwigzan oraz liczby
parametréw:

T+ y+ z=1 2 — y= 3
T+ 2y + 32 =1 T+ y= 4

a) {0 43y 4 4o 2 b) { ae + 8y 11
3z + 2y + z=3 xr + 4y = 10
Wmﬂuﬁmwww T — y+2z—t= 1

c){: v = d){ 2z -3y - z+t=-1;
3z — 2y + 22 = —4 4T Ci— 4
T — y— 2z=-2 v -
x — 3y + 2z =7

e)¢ = - t=2
—x — 3y + 2z + 2t =3

O Zadanie 4.10 [6.2#]

Wskaza¢ wszystkie mozliwe zbiory niewiadomych, ktére moga by¢ parametrami okreslajagcymi roz-
wigzania podanych ukladéw réwnan liniowych:

12




T — y+ z=-1 x + 2y + 3z 4+ 4t = -1
a)d 2z +2y — 2= 3; b) ¢ —2 + 8y + 11z + 12t = 5
3r 4+ y— z= 2 2z — y — oz = —4
z—3y+ z—2s+t= -5
c){ 2 — 6y —4s +t = —10
2z +t= 0
O Zadanie 4.11 [6.3#]

Okredlié¢ liczby rozwigzan podanych ukladéw réwnan liniowych w zaleznosci od parametru rzeczywi-
stego p:

(p+1lz — y+pz= 1
(p+Dz + (2-py =
a) ) (B-pz + 4y — pz = —4 ;
C|%va+§|$cu| )
pr + 3y = -
_ 2z + py + pz + pt =1
prt oy 4 2z=1 2z + 2y + pz + pt = 2
) z+py+ 22=1; — 5
P 2 + 2y + 2z + pt = 3
Ty 2w + 2y 4 2z + 2t =4
z+ (p—2)y — 2pz = 4
mv pr + 3—py + 4z =1
(1+p)z + y+22-pz=17
O Zadanie 4.12 [6.6#]

W wytwérni montuje si¢ wyroby A, B,C, D, E z czterech typéw detali a, b, ¢, d. Liczby detali wcho-
dzacych w sklad poszczegélnych wyrobéw podane sa w tabeli

A|B|C|D

w| =l

4
5
5

S

== o) =

alo|s(a
—

mv Czy mozna obliczy¢, ile waza wyroby D i E, jezeli wyroby A, B, C' waza odpowiednio 12, 20
i 19 dag. Poda¢ znalezione wagi.

_uw Ile wazg detale a, b, ¢, jezeli detal d wazy 1 dag?

5z 4+ 2 — 22 =5 S A A
20 — y— z+t= 1
mw 3z + y+22=1; _uv —
2 + 3y + 22 =5 T oyt 22 -t= 5
T+ y— z+t= 4
20 +y + =z +t=0 2z + 3y + 2z — t=3
Y+ oz =0 2+ y+ z+25+3t=6
)l 2 +y+2+s =0; d){ 3z — z4+ s+ t=3
y+z+s+t=4 Y +4s+ t=1
x + z +t=0 2c + y+ z — 2s + 5t =28
O Zadanie 4.15 [10.1]
Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwigza¢ podane uklady réwnari:
m.ﬂmeﬁwww» T2+ 24 =T
a) R i by 2w — y— z44at=2
2z — 3y + 5z = 10 5ot syt 2 71
5z — 6y + 82 = 19 v =
mmﬂM@wumeMww y+ z2-24 t= 0
) Yy - d) wa+@\h+ s+3t= 1
3z + 6y + 10z + 3t = 3 T — 8y 4+ 52— 9s + ¢ = —1
T+ y+ 2+ t=0 v =
O Zadanie 4.16 [10.2]
Rozwiaza¢ podane uklady réwnan ,metoda kolumn jednostkowych’
3z +2y +2z—- t= 0 2 + 3y + z —2s — t= 6
mv S5t — y+ z+ 2t =—4 _UW dr + Ty + 22 — 5s + L =17 |
Te + 8y + 2z —-Tt= 6" 6x + 5y + 3z —2s — 9t = 1~
r— y+z+2t= 4 2z + 6y + z — 5s — 10t = 12
3z + y -2t = 1 r—-3y+ z—-—2s+t= -5
S5t + 2y +2z2— t= 5 2z — 6y —4s +t = —-10
ﬂv z -y — 2t = -5 Qv 2z +t = 0
504 y+ z-3t= 0" —2z + 6y + 2z + 4s = 10
—Trx — 3y + z + 5t = —4 —2x + 6y + 4z +4s +t = 10
4z + y — 2z — 5t = =2 —x + 3y + z + 2s = 5
4.17 [10.3]

Dla jakich warto$ci parametru p podane uklady réwnan maja dokladnie jedno rozwiazanie? Okreslié
liczby rozwigzan tych uktadéw w pozostalych przypadkach:

z+ py— z=1 r + 4y — 2z = —p
Nv z + 10y — 62 =p ; —uV 3z + b5y —pz = 3
2c — y+pz=0 pr +3py + z= p
O Zadanie 4.18 [10.4]

‘Wykonanie pewnego pojemnika wymaga wykonania czterech czynnosci: narysowania formy, wyciecia,
ztozenia modelu i jego pomalowania. Liczby poszczegdlnych czynnosci w kolejnych dniach pracy
pewnego pracownika podaje tabela:

O Zadanie 4.13 [9.5]
Rozwigzaé¢ podane uklady réwnan metoda eliminacji Gaus:
— T+ y = 1
{5y byl r oy s
v= 2% +dy + 2= 1
3z + y+ z=-1 2 43y + 2 =1
9 = +2z= -6 d){ 8z + dy + 22 =2
3y +2:= 0 do + 29 + 32 =3
= T =2y +3s+ t= 1
S i 2 — 3y + z+ 8 + 2= 3
DR R R ) R S T T
3z + 2y + 3z + 2t =3 Y ; =
6r 4+ 4y + 32 + 2t = 2 y +3s4+5t= 0
T =2y +5s + 8t = —1

O Zadanie 4.14

Stosujac ,metode kolumn jednostkowych” rozwigzaé¢ podane
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uktady Cramera:

[9.6]

rysowanie | wycinanie | skladanie | malowanie
poniedziatek 30 20 10 5
wtorek 20 15 15 10
sroda 40 25 20 20
czwartek 30 20 20 20

Obliczy¢ czas wykonywania poszczegdlnych czynnosci, jezeli w kolejnych dniach taczny czas pracy
wynosit odpowiednio 2 h 10 min, 2 h 15 min, 3 h 55 min, 3 h 30 min.
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5. Geometria analityczna w przestrzeni
O Zadanie 5.1 [11.1]

Obliczy¢ diugosci podanych wektoréw:
a) a=(3,-4,12); b)b= (V3 -v5.2/2);
nv ¢ = (ocos p, osinp, h), gdzie o > 0 oraz p,h € R;
&v m = (0cos pcos, psin pcos, osine), gdzie o > 0 oraz ¢, € R.
O Zadanie 5.2 [11.2]

Wektory @, b tworza dwa sasiednie boki tréjkata. Wyrazi¢ érodkowe tego tréjkata przez wektory
a, b

O Zadanie 5.3 [11.3]
Znalezé wersor U, ktéry:
Nv lezy w plaszczyznie Oy i tworzy kat a z dodatnig czescig osi Owx;
_uw tworzy z dodatnimi cze$ciami osi Oz, Oy, Oz odpowiednio katy «, 3, v;

nv tworzy jednakowe katy z wektorami @ = (0,3, —4), b= (8,6,0) i jest polozony w plaszczyznie
wyznaczonej przez te wektory.

O Zadanie 5.4 [11.4]

Obliczy¢ iloczyny skalarne podanych par wektoréw:
a) @=(1,-2,5), b=(3,-1,0);
b) % =3i-2k B=—i+35+7F
n*v T=pP+24— 7, Y=3Pp— q+27, gdzie P, §, T sa wersorami parami prostopadtymi.
0 Zadanie 5.5 [11.5]
Korzystajac z iloczynu skalarnego obliczy¢ miary katéw miedzy:

Nv wektorami @ = (—3,0,4), b= (0,1, -2);
_uw wusiecznymi katéw utworzonych przez osie Oz, Oy oraz osie Oy, Oz ukladu Ozyz;

nv przekatnymi réwnolegloscianu rozpigtego na wektorach @ = (1,2,3), ¥ = (-1,0,2), W =
(3,1,5).

O Zadanie 5.6 [11.6]

Obliczy¢ dtugoéé rzutu prostokatnego wektora @ = A/\M V3, I,\wu na wektor b = Alz\w“cﬂ ,\WV
O Zadanie 5.7 [11.7]

Obliczy¢ iloczyny wektorowe podanych par wektoréw:

a) d=(-3,2,0), b=(1,5-2); b)G=21-3k B=i+]—dk;

n*v T =2Pp+ G+ 7, Y= P+3¢+47, gdzie P, §, T sa parami prostopadtymi wersorami o orientacji
zgodnej z orientacja uktadu wspdtrzednych.

O Zadanie 5.8 [11.8]
Obliczy¢ pola podanych powierzchni:
mv réwnoleglobok rozpigty na wektorach @ = (1,2,3), b= (0,-2,5)
b) tréjkat o wierzchotkach A = (1,-1,3), B = (0,2, -3), C = (2,2,1);

nv czworoécian rozpiety na wektorach @, ¥, .
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O Zadanie 5.9 [11.9]

— —
Tréjkat ABC rozpigty jest na wektorach AB= (1,5, —3), AC= (—1,0,4). Obliczyé wysokos¢ tego
tréjkata opuszczong z wierzchotka C.

O Zadanie 5.10 [12.1]
Obliczy¢ iloczyny mieszane podanych tréjek wektoréw:

a) = (-3.21), b=(01,-5), é=

b) i=1i+7 5=2i-3j+k @=

O Zadanie 5.11 [12.2]
Obliczy¢ objetosci podanych wieloscianéw:
mw réwnolegloscian rozpigty na wektorach @ = (0,0, 1), = (-1,2,3), € = (2,5,—1);
Uw czworoécian o wierzchotkach A = (1,1,1), B = (1,2,3), C = (2,3,—1), D = (—1,3,5);
n*v réwnoleglocian o przekatnych @, 0, W.
O Zadanie 5.12 [12.3]
Sprawdzié, czy
mv wektory @ = (—1,3,-5), b= (1,-1,1), € = (4, —2,0) sa wspdlplaszczyznowe;
_Uv punkty P = (0,0,0), Q = (—1,2,3), R=(2,3,—4), S = (2,—1,5) sa wspdlplaszczyznowe.

O Zadanie 5.13 [12.4]

Napisa¢ réwnania ogdlne i parametryczne plaszczyzn spelniajacych podane warunki:

mv plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (1,—2,0) i jest prostopadla do wektora 72 = (0, —3,2);

b) plaszczyzna przechodzi przez punkty Py = (0,0,0), P> = (1,2,3), Ps = (—1,-3,5);

nw plaszczyzna przechodzi przez punkty P = (1,—-3,4), P» = (2,0, —1) oraz jest prostopadla do
plaszczyzny xOz;

n_v plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (1, —1, 3) oraz jest réwnolegla do wektoréw @ = (1,1, 0),
b=(0,1,1);

mv plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (0, 3,0) i jest réwnolegla do plaszczyzny 7 : 3z—y+2 =
0;

3 plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (2,1, —3) i jest prostopadla do plaszczyzn 71 : z+y =0,
w2 y—2z=0.

O Zadanie 5.14 [12.5]
Napisaé réwnania parametryczne i kierunkowe prostych speiniajacych podane warunki:
mv prosta przechodzi przez punkt P = (—3,5,2) i jest réwnolegta do wektora ¥ = (2, —1,3);
_Uv prosta przechodzi przez punkty P1 = (1,0,6), P> = (—2,2,4);
nw prosta przechodzi przez punkt P = (0, —2, 3) i jest prostopadta do plaszczyzny 7 : 3z—y+22z—6 =
0;
n—v prosta przechodzi punkt P = (7,2,0) i jest prostopadia do wektoréw ¥1 = (2,0,—3), U2 =
(=1,2,0);
mv prosta jest dwusieczng kata ostrego utworzonego przez proste
T +2 y—4 z x4+ 2 y—4 z
h:—F—=—=c, la: = ==
3 -1 5 1 -5 3
*#v prosta jest dwusieczng kata ostrego utworzonego przez proste
z—1 y+1 z-2 z+6 y-—1

2 -1 2

;

z+29

I —_—
! 1 -3 12

s la:
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Zadanie 5.15 [12.6]

Zbadaé, czy
a) punkty A= (1,2,3), B = (—1,~2,0) naleza do prostej

r=1+1,
y=2+2t, gdzie tec R;
z=3—1,
. 20 +y—2+3=0 . 5o
—uv prosta m : ﬁ T—2+z-5=0 jest zawarta w plaszczyznie

75y —3z+13=0;
nv punkty A = (0,1,5), B = (1,2,3) naleza do plaszczyzny

r=—-14+s+1,
T y=2+3s—t, gdzie s,t € R;
2=3—s+2t,
1 -3 4 -1 —2
n_v proste 11 : H\Afm - 1 3 = N\+w s o % = $ -z 3 maja punkt wspdlny;
x=t,
mv prosta | : y=1+2t, gdzie t € R, jest réwnolegta do plaszczyzny
z=2+43t,
Trx+y—2z+3=0.
Zadanie 5.16 [12.7]

Znalezé punkty przecigcia:

. . z+2y—2z+4=0, , 2 —y—224+8=0,
&ESQ&_:,A y+z-3=0, 2 ﬁ T4 2y+22—5=0;
-1 2 —4
—UW prostej [ : z o= ﬁ = N\~ i plaszczyzny
r=s+t,
™ y=1+s+2t, gdzie s,t € R;
Z=3+2s+4t,

nv ptaszczyzn w1 : 3z +y+2+1=0,m: c+22+6=0,73: 3y+2z=0.

Zadanie 5.17 [13.1]
Obliczy¢ odleglosé
mv punktu P = (1,—2,3) od plaszczyzny m: o +y — 3z +5 = 0;
Uv plaszczyzn réwnolegtych 71 : 20 +y —22=0,m2: 20 +y — 22 -3 =0;
nv plaszczyzn m @ ¢ — 2y +224+5=0,m2: 3z —6y+62—-3=0;
[ z

n_v punktu P = (0,1, —1) od prostej === w“

2
z—1 1 —1 -3
mv prostych réwnolegtych [y : z -yl hq Iy : L_ovm o2 ;
1 —4 2
*.v prostych skosnych I : ﬁ M W M.
r—9 y—2 z
stych [y : = =,
g) prostyen 1y T2 V22
r=2+t,
Tv prostej [ : y=—3+2t, gdziet€ R, od plaszczyzny 7: 2z +y+4z = 0.
z=2-1t,

[¢]

[¢]

o

o

Zadanie 5.18 [13.2]
Obliczy¢ miare kata miedzy:

-3 —1 2
mw prosta [ : - = $ =z +fw i plaszczyzng m: x — 2 = 0;
b) plaszczyznamimy: @ — 2y +32 —5=0,m: 2z +y—2+3=0;
z=1-t, r=3-2t,
nv prostymi I : y=—2+t gdzete R, Io: y=4-—t, gdzie t € R.
> =3t z=1+3t,
Zadanie 5.19 [13.3]

Znalez¢ rzut prostokatny:

mv punktu P = (—3,2,0) na plaszczyzng 7 : o +y + 2z = 0;

Uv punktu P = (—1,2,0) na prosta | : z =y = 2;

r—3 y—5 z+1
T2 o

nv prostej [ : na plaszczyzne 7 : x + 3y — 2z — 6 = 0.
Zadanie 5.20 [13.4]
Znalez¢ punkt symetryczny do punktu P = (2,3, —1) wzgledem:
Nv punktu S = (1,-1,2);
- z+y=0,
—uv prostej [ : ﬁ ytz=0
nv plaszczyzny w: 2z —y+2—6 = 0.

Zadanie 5.21 [13.5]
Znalez¢ rzut ukosny w kierunku wektora ¥ = (2,3, —1):
mv punktu O = (0,0, 0) na plaszczyzng m: x — 2z + 8 = 0;

—vv prostej l: x —1=y+1=2—2naplaszczyzng 7 : x —y +2—1=0.

Zadanie 5.22 [13.6]

Obliczy¢ objetosci i pola powierzchni bryl ograniczonych podanymi plaszczyznami:
Nv r=1ly=-1,z2=3,z4+y+2=>5;

_uw r—y=lor—y=52+22=0,x+22=3,2=-1,z=4.
Zadanie 5.23 [13.7]
Obliczy¢ pole tréjkata utworzonego przez parami przecinajace si¢ proste:
T =—-2+2t, =0, T = —2p,
U y=0, o : y=3+3s, lz: =3-3p, gdziet,s,pe R.
2= 4t, 2= —4s, 2=0,
Zadanie 5.24 [14.1]

Trzy stacje radiolokacyjne Si, S, S3 umieszczone sg w wierzcholtkach tréjkata prostokatnego o
przyprostokatnych I3 = 300km, l2 = 400 km (rysunek). Pomiary odleglodci rakiety R od tych stacji
daly nastepujace wyniki di = 300km, d2 = 400km, d3 = 400 km. Obliczy¢, na jakiej wysokosci h
leciala rakieta.
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O Zadanie 5.25 [14.2]
Czasteczka porusza sie po linii prostej ze staly predkoscia. W chwili 1 = 2 czasteczka znajdowata
si¢ w punkcie P = (0,—2,5), a w chwili t2 = 3 w punkcie P> = (2,3,3). Znalez¢ polozenie Py tej
czasteczki w chwili tg = 0.

o

Zadanie 5.26 [14.3]
Na pochylym plaskim terenie wytyczono kwadrat A; Az A3 A4. Wzniesienia nad poziom morza punk-
téw A1, Az, A3 wynoszg odpowiednio h1 = 100m, he = 110 m, h3z = 160 m. Obliczy¢ wzniesienie hy
punktu A4 nad poziom morza.

o

Zadanie 5.27 [14.5]

‘W celu okreslenia kata nachylenia ptaskiego nasypu do poziomu, wykonano pomiary kata nachylenia
tego nasypu w kierunku wschodnim i poludniowym. Pomiary te daly nastepujace wyniki: w kierunku
wschodnim nasyp wznosi si¢ pod katem o = 30°, a w kierunku potudniowym opada pod katem
B = 45°. Obliczy¢ kat nachylenia tego nasypu do poziomu.

[¢]

Zadanie 5.28 [14.6]
Siatka maskujaca tajny obiekt wojskowy zaczepiona jest na trzech masztach (rysunek). Maszty te
maja wysokosci h1 = 5m, ho = 7m, hg = 10m i ustawione sa w wierzchotkach tréjkata réwnobocz-
nego o boku a = 20 m. Obliczy¢ pole siatki maskujace;j.

O Zadanie 5.29 [14.8]

Nad Wroclawiem przebiegaja dwa prostoliniowe korytarze powietrzne dla samolotéw. Pierwszy z
nich przebiega poziomo na wysokosci h1 = 1000 m ze wschodu na zachéd. Natomiast drugi przebiega
z poludniowego-wschodu na péinocny-zachéd i wznosi sie pod katem o = 10° Samoloty poruszajace
sie tym korytarzem przelatuja nad Wroctawiem na wysokosci ha = 3000 m. Obliczy¢ najmniejsza
mozliwg odleglo$é migedzy samolotami lecacymi tymi korytarzami.

O Zadanie 5.30 [14.4]

Trzy punkty materialne o masie m przymocowane sg do niewazkich ramion o diugosci I, ktére tworza
miedzy sobg katy 120° (rysunek). Uklad ten osadzony jest na poziomej osi i moze obracaé si¢ wokoél
niej. Uzasadni¢, ze uklad ten pozostaje w réwnowadze, niezaleznie od polozenia poczatkowego.
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O Zadanie 5.31 [14.7]
‘W wierzchotkach szescianu o krawedzi a = 10 umieszczone sa punkty materialne o masach odpo-
wiednio: m1 =1, ma =2, m3 =3, mg =4, ms =5, mg = 6, my = 7, mg = 8 (rysunek).

mv Okresli¢ polozenie srodka masy tego uktadu;
—..vv Obliczy¢ moment bezwladnosci podanego ukladu mas wzgledem osi Oz;
nv Obliczy¢ moment bezwladnosci podanego ukladu mas wzgledem osi taczacej masy ms i mr;

z

ms mg

me my

Co

(o) o

'2 3

n: Obliczy¢ sile przyciggania grawitacyjnego masy mg przez uktad pozostatych siedmiu mas.
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