MAP1156 — ANALIZA MATEMATYCZNA 2.1 A
Listy zadan

Lista 1

1.1. Przyjmujac w definicji calki oznaczonej podzial réwnomierny obliczyé podane calki oznaczone i podaé
ich interpretacje geometryczna:

1 1 2
a) O/(w — 1) dx; b) O/acz dz; c) I/ez dz.

n(n+1)
2

124224 4nt= W;

Z 4 : n—1 1—q" ;s JIRT eh_l
Ad. €). Zastosowaé wzdér na sume ciggu geometrycznego a+aq+...+aq" " = a T oraz wykorzystaé¢ réwnosé }hm =1
— 1 —0

Wskazéwka. Ad. b). Zastosowaé wzory 1+2+...4+n =

1.2. Korzystajac z twierdzenia Newtona-Leibniza obliczy¢ calki:
2 1 9
, 1 z—1 dx
) [(Virgz) v [Tqan o [
1 0 0
K

1
2 e
d
d) /—x; e)/lnxdm; f)/sin2xcosznd:n.
x?—1
-1 1 0

* 1.3. Korzystajac z definicji catki oznaczonej uzasadnié¢ réwnosci:

2
a) lim [1 (tgl—i-tg—ﬂ—k...—i-tg@)] = InV2;
n—oo | 4n 4n 4n 4n
B+254+...+n2 1
b) lim +2°+...+n :Z;

n— 00 n

c) lim {lln(1+n)-(2+n)-.,,.(n_|_n)

n—oo | n nn

] =In4—1.
1.4. Obliczy¢ calki oznaczone dokonujac wskazanych podstawien:

%lni’) -

3
e’ dx xdx
a — t=¢" b /sinxe“’”dm, t = cosx; c /7, 14z =t%
) / 1+ e )0 )1 Vr+1

1

3 1 .
d Vo —a3d 1
d)/fw’x:tz; e)/vg—xzdx,w:?)sint; f)/waw:_'
| Val—a) 0 S
1 3

1.5. Metoda catkowania przez czesci obliczyé¢ calki oznaczone:

1 T ™
a) /1'26290 dx; b) /xsin2wdw; c) /w(l + cos x) dx;
0 0 0
2 3 e
d) /lnmdaz; e) /arcsinwdm; f) /{:—;dx
1 0 NG



Lista 2

2.1. Narysowaé funkcje podcatkowe i obliczyé calki oznaczone:

2 1 2 3
a) /Ha:\ — 1] dx; b) /\e”” — 1] duz; c) / sgn (a:—x2) dx; d) /x |z] dx.
2 “1 2 1

2.2. Obliczy¢ wartoéci srednie podanych funkcji na wskazanych przedziatach i podac ich interpretacje geo-
metryczna:

a) fz) =

x

e 02

=g 02 b)) =si'e, 0l o f(x) = mrctgr, [0.V3] d) fla) =

2.3. Wykorzystujac wlasnosci catek z funkcji parzystych, nieparzystych lub okresowych uzasadnié¢ réwnoéci:

i 25— 33+ rsinx dz [ rsinzde
a)/lmdf”:‘” ")/z+cosx2‘2/m;
c)/l LEsime o, d)i($—LxJ)dm:5j(m—LxJ)dm

1—sma: ’
0 0

2.4. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:
a)y—2x—x z+y=0; b)y:a:g,y:Zx,(x>0); c)y:xz,y:%w2,y:3x;
d)4y:a:2,y:x2i+4; e)yxzzl,y:a:,y:&n; f)yw4:1,y:1,y:16.

2.5. Obliczy¢ dtugosci krzywych:

a)y:2\/ﬁ, gdzie 0 <z < 11; b) y =chx, gdzie 0 <z <1;
c)y:m, gdzie 0<x<%; d) y =Incosz, gdzie O<w<%.
2.6. Obliczy¢ objetosci bryt powstatych z obrotu podanych figur 7" wokdt wskazanych osi:
a) T:0<z<2, 0<y<2z—2a2 Ox; b) T: O<x<%, 0<y<tgax, Ox;

2

€) T:0<z<V5, 0<y < , Oy; d) T:0<z<1, 2° <y <z, Oy.

2+ 4



Lista 3

3.1. Obliczy¢ pola powierzchni powstatych z obrotu wykreséw podanych funkeji wokot wskazanych osi:

a) f(z)=vid+uz, —4<x<2, Ox; b) f(z) =cosz, 0 <z < g, Ou;
¢) f(z) =Inz, 1 <z < V3, Oy; d) f(z)=|z—1|+1, 0<z <2, Oy.

3.2. a) Punkt materialny rozpoczal ruch prostoliniowy z predkoscia poczatkowa vg = 10m/s i przyspiesze-
niem ag = 2m/s%. Po czasie t; = 10s punkt zaczal poruszaé si¢ z opéznieniem a; = —1m/s?. Znalezé jego
polozenie po czasie to = 20s.

b) Dwie czastki A i B polozone w odlegloéci d = 36 zaczynaja zblizaé sie do siebie z predko$ciami odpo-
wiednio v, (t) = 10t + 3, v, (t) = 6t, gdzie t > 0. Po jakim czasie nastapi ich zderzenie?

3.3. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznosé catek niewtasciwych pierwszego rodzaju:

a) 7d7x b) 7d7w c) 70:Esin3:d3:'
EEST ErEat ’

iy . by dx
d)O/:c(z—x)e dri o) / TERwt e T

3.4. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé¢ zbieznosé catek niewtasciwych pierwszego rodzaju:

a)7 dr b)7 dr )/ ol +1)de.
) z (VT +1) . Vo —3’ r4+x+1’

)/ )7(w+sinw)dx. f)/ f+cosa:
w4+w2+1 € a3 ’

3.5. Korzystaj@c z kryterium ilorazowego zbadac zbieZnoéc’ calek niewlasciwych pierwszego rodzaju:

+1) dx de (x+1)
J [OErD i b)/ ' )/
:L'—I—l
o1 24 e 1) d
d)/sinQ—dac; e)/ ror f) /7(6 ) dv
/ €T —sinzx’ S et — 1

3.6. a) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywsa y = oraz osig Oz.

2% +4
b) Obliczy¢ objetosé bryly powstalej z obrotu wokét osi Oz obszaru D = {(3:, y)eR?:2>0,0<y< e_x}.

1
c) Uzasadnié, ze pole powierzchni powstaltej z obrotu wykresu funkcji y = 7 dla z > 1 wokot osi Ox ma
T\/T

skonczong wartosc.



Lista 4

4.1. Wyznaczy¢ i narysowaé¢ dziedziny naturalne funkcji:

3z sin (22 + 3?) z2y
— . b — . — .
a) f(z,y) ST ) f(z,y) Zrge c) f(z,y) epe—
x2—|—y2—4 . 2 2 2
d) f(w,y)zlnm; e) f(z,y,2) =V +Vy—1+vVz—-2; f) f(éﬂ,y,Z):arcsm(:E +y 4z —2)-

4.2. Wykresy (rys. a)—c)) polaczy¢ z odpowiadajacymi im poziomicami (rys. A)—-C)) wykonanymi dla h =

4.3. Naszkicowaé wykresy funkcji:

a) f(z,y) =1—1/22 +y% b) fz,y) = \/3+2w—w2—y2; c) flz,y) = 2® — 2z +y* + 2y + 3;

d) f(z,y) =siny; e) flz,y) =a” - 1; f) flo.y)=1-|al.
4.4. Uzasadnié, ze nie istniejg granice funkcji:
2,2 2 ;2
-2
a) TTYyT ey o) lim sin” T d) . r+y

lim —_— lim —_—; 1m —_—.
(z,9)—(0,0) 24 + y* (2,9)—(0,0) % + 32 (@y)—(m0) y> (@y)—(1,1) 22 +y% — 2

4.5. Obliczy¢ granice funkcji:

. 1 — cos (22 + y?) . 7?2 . 2ty
a lim 5 b) lim ———; ) lim ———5;
(:E,y)—>(0,0) ($2 + y2) (:E,y)—>(0,0) 4+ Yy ((E,y)—>(0,0) e =Yy
2,2 4.2 _ .2 3_,3
d) lim vy A oy 4; e) lim M f lim (:E2 + y2) sin i
((E,y)—>(1,2) Y — 2x — ) + 2 (:E,y)—>(0,0) T =Y (:E,y)—>(0,0) Yy
4.6. Dobraé¢ parametr a € R tak, aby funkcje byly ciagle w punkcie (zg,y0) = (0,0):
sin zy 5171/2
dla z€eR, y=#£0, —— dla («, 0,0),
a)f(:c,y>={ y 7 ) fry) = Prgp W (WA 00
a dla z€eR, y=0; a dla (z,y) = (0,0);
22 4 o2 tg (2% + ay?)
dla (x, 0,0), ————+ dla (z, 0,0),
o) fm,y) =q VaZ+yZ+1-1 (@) #(0,0) d) f(a,y) = 22+ 22 (z,y) # (0,0)
a dla  (z,y) = (0,0); 1 dla  (z,y) = (0,0)



Lista 5

5.1. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne czastkowe rzedu pierwszego funkcji we wskazanych punktach:
z+y
a) f(:an) :3:2—3:y+1, (071); b) f(l’,y): ) (171);

TV e (n,y) £ (0,0)
C) f(x7y) - ZL'2 +y2 ’ ’ 9 (070)7
0 dia (e.y) = (0.0)

2

d) f(x7y7Z)=%a (0,1,1); e) f(w,y,Z)Zy\/g, (1,1,1).

5.2. Obliczyé¢ wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkeji:

o) Joy) = L ) S =g =

d) f(z,y,2) = 2° + xy_z + y2?; e) f(z,y,2) = m; f) f(x,y,2z) = sin(x cos(y sin 2)).
5.3. Sprawdzi¢ czy podana funkcja spelnia wskazane réwnanie:

a) f(z,y) = In (a® + 2y +1°), w%+yg—‘§=2;

b) f(z,y) = \/Esin%, :L'g—i —I—yg—g = g

5.4. Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu podanych funkcji i sprawdzié¢, czy pochodne
czastkowe mieszane sa rowne:

a) fey) =sin (2 412):  b) flay) =z ) flry) =+ 2
_ . _ 1 ) _ 2, .4, .6

d) f(x,y)—ylnacy, e) f(x7y7z)_\/Wv f) f(x,y,z)—ln(ac ty +z +1)
5.5. Obliczy¢ wskazane pochodne czastkowe funkcji:

>f . otf T+y
a) a$8y27 f(fL', y) S111 wy7 ) ay28$ay7 f(x7 y) T — y7

83f x2y3 85f

— . d — xy—i—z‘
5.6. Sprawdzi¢, ze funkcje:
a)z:arctgg; b)z:w—k\/?;
T Yy
c)z:x—l—ln(l—l—%); d)z =z + /zy
spelniaja réwnanie
0%z 0%z 0%z
2 2 _ .
x W—szy@x@y +vy 8—312 =0, gdziex,y > 0.



Lista 6

6.1. Napisa¢ rownania plaszczyzn stycznych do wykreséw podanych funkcji we wskazanych punktach wy-
kresu:

a) = :Ez VY + 17 (:EO)yO)ZO) = (1737 ZO); b) Z = ew+2y’ (3:073/07'20) = (27 —1,20);

arcsinz 1 V3

~ arccosy =\-5 5 %) dz=2" = (2,4, 20).
€) # arccosy’ (20, 30, 20) < 9’ 272())’ ) z=1aY, (%0,Y0,20) = (2,4, 20)

T
6.2. a) Na wykresie funkcji z = arc tg — wskazaé punkty, w ktérych plaszczyzna styczna jest rownolegta do
Yy

plaszczyzny x +y — z = 5.

1—=z
y) ktora jest prostopadia
Y

b) Wyznaczy¢ rownanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji z = arc ctg

t t
do prostej x = —, y = =, z = t, gdzie t € R.

2 2
6.3. Wykorzystujac rozniczke funkcji obliczyé przyblizone wartoéci wyrazen:
a) (1.02)3 - (0.997)2; b) /(2.93)% + (4.05)3 + (4.99)?;
0.05
2.97 - 00, d) 22
©) o ) 196

6.4. a) Wysokos$é i promien podstawy stozka zmierzono z doktadnosciag £1 mm. Otrzymano A = 350 mm
oraz r = 145 mm. Z jaka w przyblizeniu doktadnosciag mozna obliczyé objetosé V tego stozka?

b) Krawedzie prostopadloscianu maja dtugoéci a = 3 m, b = 4 m, ¢ = 12 m. Obliczy¢ w przyblizeniu, jak
zmieni sie dlugos$¢ przekatnej prostopadtoscianu d, jezeli dtugosci wszystkich krawedzi zwiekszymy o 2 cm.

c) Oszacowaé btad wzgledny dy objetosci prostopadlosciamu V', jezeli pomiaru jego bokéw z, y, z dokonano
z doktadnoécig odpowiednio A,, Ay, A,.

6.5. Wykorzystujac reguly rézniczkowania funkcji ztozonych obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu
wzgledem x i y podanych funkgji:

u
a) a) z = f(u,v) :lnv—

e gdzie u = xsiny, v = x cosy;

T

=’ gdzie u:ey,v:x2+y2,w:2ajy.

u
b = 5 5 = 1
) z = f(u,v,w) arcsin —



Lista 7

7.1. Sprawdzi¢ czy podane funkcje spetniajg wskazane réwnania:

0z 0z

a) = = f (22 +17), Ym 25, =
. 0z 0z =z
b) z = af (sin(z — y)), oz oz

c)z=z"f (g>, a:——i—y—zznz, gdzie n € N;
T )

2 2
¥y o= ¥ (g) 0z | p02, 02 502

7.2. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach i
kierunkach:

a) f(xmy) = 2"7:‘ + ’y‘7 (x07y0) = (070)7 U= (77 7

“|%
NN
%/

b) f(:Evy) = m7 (330,@/0) = (1,0), ¥ = <

3412>

2 —
=22+ —(-1.0.1 T
C) f(:Evyvz) x Yz, (:E(]yy(]vz(]) ( 707 )7 v <137 137 13

7.3. Obliczyé¢ pochodne kierunkowe podanych funkeji we wskazanych punktach i kierunkach:

o 12 5
a) f(ﬂf,y) = xz +y27 (‘T07y0) = (_374)7 v (E’ 1_3>;

b) f(ﬂj,y) :JE—x—y2—|—y, (:L'Ovy()) = (171)7 U= <§7_§>a

R 3
C) f(x7y7 Z) =a-— e:(:yz7 (‘T07y0720) = (_17 17 _1)7 U= (57_17 T

21 2

d) f(z,y,z) =sinyz + cosxz — sin (cos zy), (xo,y0,20) = (0,0,0), T = (5, 3’ —g)
1

7.4. a) Obliczy¢ pochodna kierunkowsa funkcji f(z,y) = y — 2% + 21In(zy). w punkcie (—5, —1) w kierunku
wersora ¥ tworzacego kat « z dodatnim zwrotem osi Ox. Dla jakiego kata a, pochodna ta ma warto$é 0, a
dla jakiego przyjmuje wartos¢ najwieksza?
b) Wyznaczy¢ wersory ¥, w kierunku ktérych funkcja f(z,y) = Ve* (3: + y2) w punkcie (0,2) ma pochodna
kierunkowsg réwna 0.



Lista 8

8.1. Znalezé ekstrema funkcji:

a) f(x,y) = 3(x — 1)* + 4(y +2)*; b) f(z,y) = 2° +y* - 3uy;
¢) f(z,y) = ® + 3xy® — 51z — 24y; d) f(z,y) = e~ (407420,
8
e) flx,y) = xy?(12 —x —y), gdzie z,y > 0; f) f(z,y) = —+£+y; gdzie x,y > 0.
r oy
8.2. Wyznaczy¢ ekstrema podanych funkcji, ktorych argumenty spelniajg wskazane warunki:
a) f(x,y) = 2>+ 4%, 32+ 2y = 6; b) f(z,y) =a*+y? —8x +10, z —y® +1 = 0;
c) f(z,y) = 2%y —Inz, 8z + 3y = 0; d) f(z,y) =2z 43y, 2> + y* = 1.

8.3. Znalez¢ najmniejsze i najwigksze warto$ci podanych funkcji na wskazanych zbiorach:

a) f(z,y) = 223 + 42? + y* — 2y, D:{(ac,y)e]Rz: x2<y<4};

b) f(z,y) = 2% + 2 — 6z + 4y, D:{(a:,y)eR2: T+y<4, 20+y<6, x>0, y>0};
9 f(e.) =a*+4%, D={(z.y €R®: Jo| + ]yl < 2J;

d) f(x,y) = zy* + 4zy — 4z, D:{(az y) e R?: —3< <3, —3<y<0};

e) f(z,y) =z* +y*, D={(z,y) e R?: 2% +y* <9};

- S

8.4. a) W tréjkacie o wierzchotkach A = (—1,5), B = (1,4), C = (2, —3) znalezé punkt M = (xg,yo), dla
ktorego suma kwadratéw jego odleglosci od wierzchotkéw jest najmniejsza.

, D =TR2

b) Jakie powinny by¢ dlugosé a, szerokos$¢ b i wysokosé h prostopadlodciennej otwartej wanny o pojemnosci
V', aby ilos¢ blachy zuzytej do jej zrobienia byta najmniejsza?

c) Znalez¢ odlegtoéé miedzy prostymi sko$nymi:

e - x+y—1 =0, P r—y+3 = 0,
] 241 = 0, ]l z—2 = 0.

d) Prostopadlocienny magazyn ma mieé objetos¢ V = 216m?. Do budowy $cian magazynu uzywane sa
plyty w cenie 30z1/m?, do budowy podlogi w cenie 40zt/m?, a sufitu w cenie 20z1/m?2. Znalezé dugoéé a,
szeroko$¢ b i wysokosé ¢ magazynu, ktérego koszt budowy bedzie najmniejszy.
f) Firma produkuje 32 i 40 calowe telewizory plazmowe w cenach zbytu odpowiednio 400 € i 600 € za
sztuke. Koszty wyprodukowania x sztuk telewizoréw 32 calowych i y 40 calowych wynosza

lznz + 22y + y? €.

K(:Evy) = 9

Ile sztuk telewizoréw 32 i 40 calowych powinna wyprodukowaé firma aby osiagnaé jak najwigkszy zysk?



Lista 9
9.1. Obliczy¢ catki podwdjne po wskazanych prostokatach:

a) // (:E + zy — x? — 2y) dxdy, gdzie R =[0,1] x [0,1]; b) // (x—l(—izidil)?” gdzie R = [0,2] x [0, 1];
R R

c) //ajsin xy dxdy, gdzie R = [0,1] x [, 27]; d) //ezx_y dzdy, gdzie R = [0,1] x [-1,0].
R R

9.2. Catke podwdjna / f(x,y) dedy zamienié na calki iterowane, jezeli obszar D ograniczony jest krzywymi

o rownaniach:

a) 2’ +y=2, > =2% b)2® +y* =4, y=2z—2°, =0 (z,y > 0);
) 22 — 4z + % + 6y — 51 = 0; d) 22 — 2 =1, 22 +4>=3(z<0).
9.3. Obliczy¢ calki iterowane:
2z 4—x2 3 y
a)/dm/ Y dy: b)/dx/ 22y =z dy; c)/dx / a: +y3) dy; d)/dy/\/y2+16dw.
0 0 0

Narysowaé obszary calkowama.

9.4. Narysowaé obszar catkowania, a nast@pnie zmieni¢ kolejno$é calkowania w catkach:

|z

a)/dw/fa:y ) dy; b)/dx / fz,y) dy; c)/dm / f(z,y) dy;

—V/1—22 Vix—2x?
\/5 % sinx e 1
o [y [ rayds e)/dm [ tewds 0 [do [ sy
V2 y2—1 cosx 1 Inz

9.5. Obliczy¢ podane catki po obszarach normalnych ograniczonych wskazanymi krzywymi:

a)//a:yzdwdy, D:y=uzy=2—z%

D

1

b)//m ydxdy, D:y= -2, Y= y=—v—ux;
c)//(xy—i—x)dwdy, D:x=0y=-1,y=3—2%(x>0);
d)//(xy+4x2) dedy, D:y=x+3,y=a>+3z+3;
e)//(23:—3y—|—2) dedy, D:y=0,y=m, x=—1, x =siny;
f)//egdwdy, D:y=+vz,z=0,y=1;

D
g)//em2dxdy, D:y=0,y=2x,z=VIn3;

D

h)//azzexydzrdy, D:y=xz,y=1,2=0.
D



Lista 10

* 10.1. Obliczy¢ podane calki podwdjne po wskazanych obszarach:

a) //min(a:,y) dxdy, gdzie D = [0, 1] x [0, 2[;
D

b) // |z +vy]| dedy, gdzie D = [0,2]x]0,2];
D

c) //|:E—y|dwdy, gdzie D = {(z,y) eR?: 2> 0,0<y <3 —2z};
D

d) //sgn (3:2 —q? +2) dzdy, gdzie D = {(z,y) € R?: 22 +y*> < 4}.
D

Uwaga. Symbol min(a, b) oznacza mniejsza sposrod liczb a, b, z kolei |u| oznacza czesé catkowita liczby w.
10.2. Obliczy¢ wartosci srednie podanych funkcji na wskazanych obszarach:

a) f(z,y) =sinzcosy, gdzie D = [0, 7] x [0, 3]7

b) f(z,y) =x+y,gdzie D: 0<y<m 0<z<siny.

10.3. Wprowadzajac wspétrzedne biegunowe obliczy¢ podane catki podwdjne po wskazanych obszarach:

a) //nydwdy, gdzie D: >0, 1 <2®>+14%2<2;
D
b) //y2ex2+y2 dzdy, gdzie D: >0, y>0, 22+ 32 < 1;
D
c) //a:2 dxdy, gdzie D : x? +y? < 2y;
D
d) //yd:vdy, gdzie D : 22 + y? < 2z;
D
e) //(3:2+y2) dzdy, gdzie D: y >0, y < 22+ < z;

D
*) //x\/ajz + y2 dzdy, gdzie D : x>0, (2% + y2)2 <4 (2% —y?).
D

Obszar D naszkicowaé we wspotrzednych kartezjanskich i biegunowych.

10.4. Obliczy¢ podane calki potréjne po wskazanych prostopadioécianach:
a) ///xdz%’ gdzie U = [1,2] x [1,e] x [1,¢€];
U
b) //(3: byt 2) dadydz, gdzie U = [1,2] x [2,3] x [3,4]:
U
c) //Sin:nsin(:n +y)sin(z + y + 2) dedydz, gdzie U = [0, 7] x [0, 7] x [0, 7];
U

d) //(3: +y)e** drdydz, gdzie U = [0,1] x [0,1] x [0, 1].
U

10



Lista 11

11.1. Calke potrdjng // f(x,y, z) dedydz zamienié¢ na calki iterowane, jezeli obszar U jest ograniczony

powierzchniami o podanych réwnaniach:

a) 2 =2\/x?2 + 4%, 2=6; b) 22 +¢y? 4+ 22 =25, 2 =4, (z > 4); c) z =2+ 9%, z=1/20— 22 -2

11.2. W podanych caltkach iterowanych zmienié¢ kolejno$é catkowania (rozwazy¢ wszystkie przypadki):

99z  3-31—3y 2 0 N
a) /d:r / dy / f(z,y,2) dz; b) /dw / dy / f(z,y,2) dz;
—2 —V4—22 —\/4—x2—y2

3 Vz—a2? V1—z2

c)/dz/dw / f(z,y,2) dy; d)/ldac / dy / (x,y,2)dz.
0

0 -z —Vz—1x2 z2+y?
11.3. Obliczy¢ catki potréjne z danych funkcji po wskazanych obszarach:
a)f(a:,y,z):ex+y+z, gdzieU 12 <0, — s <y<10<2< —x;

1
b) f(z,y,2) = (Brx+2y+2z+1)

7 gdzieU:22>0,y>0,0<z<1-2—y;

) flx,y,2) = 2% + ¢, gdzie U : 22+ 2 < 4, <z<2—ux;
<

1-—
d) f(z,y,2) =2%y% gdzieU:0<z<y<z<Ll

11.4. Wprowadzajac wspdétrzedne walcowe obliczy¢ podane catki po wskazanych obszarach:

2
a) ///($2+y2+z2) dedydz, gdzie U :2? +132<4, 0< 2<1;
U
b) ///xyZdwdde, gdzie Ut V22 + 2 < 2 < V1 — 22 — 2
U
2 /// (a2 +9?) dodydz, gdzie U : 2® + 3% + 2% < R?, 2% + ¢ + 22 < 2Rz;
U
d) ///(33+y+z)dﬂcdydz, gdzie U: 22+ 2 <1, 0<2<2—z —y.
U

11.5. Wprowadzajac wspotrzedne sferyczne obliczy¢ podane catki po wskazanych obszarach:
dxdydz
a —— = gdzieU:4< 2?2 +9y*+22<09;
) [l NeEar v
b) /// (3:2 + y2) drdydz, gdzie U : /22 + 9?2 < 2 < /1 — 22 — 2,
U
c) ///22 dzdydz, gdzie U :x? +y?+ (2 — R)? < R? (R > 0);
U

d) ///x2 drdydz, gdzie U : z? +y? + 22 < 4x.
U

11



Lista 12

12.1. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:

a)y’ =4z, z+y=3 y=0(y>0); b) 22+ —2y =0, 2%+y®—4y=0;
c)r+y=4, =z+y=8 x—-3y=0, z—3y=>5; d) 22 + 92 =2y, y= 3z

12.2. Korzystajac z catki podwdjnej, obliczy¢ objetosci bryl ograniczonych powierzchniami:

a) 2?4+ -2y =0, z=a>+y> 2=0; b) 22 + % + 2% — 22 = 0;

) (z-1)>2+@y-—12=1, z==ay, z=0; d*) 2z = 2% + 42, y+2=4.

12.3. Obliczy¢ pola platéw:
a) z=a24+19% 22+42<1;
b) 2?2 +92 +22=R? 22 +9° - Rx <0, z>0;

c) z=+/22+y?% 1<z<2

12.4. Korzystajac z catki potrdjnej, obliczy¢ objetosci obszaréw U ograniczonych podanymi powierzchniami:
a) a:2+y2:9, r+y+z=1 x+y+z=>5; b))z =-1, z=2, z:4—y2, z:2+y2;
B 1

1+ a2 +y?’
12.5. Obliczy¢ masy podanych obszaréw o wskazanych gestosciach:
a) D = {(m,y) eER?: 0<z<m 0<y< Sinﬂ;’}, gdzie o(z,y) = x;

)z 2=0, 22 +¢y* =1, d) 22 +y2 +22=2, y=1(y>1).

b) D = {(m,y) eER?: 1<a?+9°<4, y> 0}, gdzie o(z,y) = |z|;

c) U =10,a] x [0,b] x [0,¢], gdzie y(x,y,2) = x +y + z oraz a,b,c > 0;
d) U: 22 49 + 22 <09, gdzie y(x,y, 2) = 2% + 9> + 2°.

12.6. Znalez¢ polozenia srodkéw masy obszaréw jednorodnych:

a) D — trojkat rownoramienny o podstawie a 1 wysokosci h;
b)D:{(x,y)eR2: 0<xz<m, 0<y<sin2w};
c)D:{(x,y)eRQ: w2<y<1};

d)D:{(az,y)ER2: 0<z<1,0
e) U:{(x,y,z)eR?’: 0<z<l1

f) stozek o promieniu podstawy R i wysokosci H;

g) U:{(x,y,z) eR3: 22 +42 <2< \/2—m2—y2}.

12.7. Obliczy¢ momenty bezwtadnosci podanych obszaréw wzgledem wskazanych osi:
a) D — kwadrat jednorodny o boku a, przekatna kwadratu, przyjaé o(z,y) = 1;
b) D = {(:E,y) ER?: 22+ < R% y> 0}, o$ Oz, przyjaé o(z,y) = /a2 + y?;

c) D= {(a:,y) eR?:0<y<1-— x2}, o$ symetrii obszaru, przyjaé¢ o(x,y) = r?;

d) D= {(a:,y) eR?:0<z<m0<y< sinx}, o$ Oz, przyjaé o(z,y) = x.

12.8. Obliczy¢ momenty bezwtadnosci wzgledem wskazanych osi podanych obszaréw jednorodnych o masie
M:

a) walec o promieniu podstawy R i wysokoéci H, wzgledem osi walca;

b) stozek o promieniu podstawy R i wysokosci H, wzgledem osi stozka;

c) walec o promieniu podstawy R i wysokosci H, wzgledem $rednicy podstawy.

12



Lista 13

13.1. Znalez¢ sumy czeSciowe podanych szeregdw i nastepnie zbadac ich zbieznosé:
o
5 n
a) Z <6) ;
n=0

Uwaga. W przyktadzie b) przyjaé, ze S, = Z ay, gdzie n > 2.
k=2

s |
c)nz::l(2n—l)(2n+1)’ Z\/WJHF

13.2. Korzystajac z kryterium catkowego zbadaé zbiezno$¢ szeregdw:
) i 1 b) i n 0 Z lnn d) i 1
a ; —_ —_—
—n’tn —n?44 —nyn+1

13.3. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosé szeregdw:

. m
n+n—|—1 n+1 2" —1 = Stoy
a) ; b) Q) d)
Z w3 -1 Z\/T nz::l?’n—l 7251112—”
13.4. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé szeregdw:
> 3 n+1 > s
—_ sin —;
a)nz::ln2+2 )Zn2+1 C)nz::l on
o 2™ + sinn! —2cosn2 = 3+
d — ;
)nz::() 3" e)nzl z::n3"+2"

13.5. Korzystajac z kryterium d’Alemberta zbadaé¢ zbiezno$é szeregéw:
100™ =~ g . T = n!
T b) Zln sz_n’ C)Zﬁv
n= =

2" +1

(n! = g
<— ® 2 g )Zn5+1
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Lista 14

14.1. Korzystajac z kryterium Cauchy’ego zbadaé zbieznosé szeregow:

Z 2n2—|—1 )Z3n+4na )Z n27 d) Zarccosnﬁ.

n=1 n=1

14.2. Wykazaé zbiezno$é odpowiedniego szeregu i nastepnie na podstawie warunku koniecznego zbiezno$ci
szeregéw uzasadnié¢ podane réwnosci:

) lim -~ = oc; b) i Gape = O o) Jim 5 =0 )l (T

14.3. Zbadaé zbiezno$¢ szeregdéw naprzemiennych'
-1 2
b JE—
a) Z n2 +5 ) Z 2n + 3)

o nilnlnn’ ot n '
14.4. Obliczy¢ sumy przyblizone podanych szeregdéw ze wskazang doktadnoscia:

> 1
n+1 :1 —6. _1 n :1 —3'
a)Z 10n’ 0=10""% b) 7;( M ey 0=

14.5. Zbadaé zbieznos¢ oraz zbieznos$é¢ bezwzgledna szeregdw:
n+1 0 —9n n
)Z 2n+1’ c);(3n+5>7

< (o -
d)z ( 3—1) e)ngogn_i_l- f*)z —

n=0
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Lista 15

15.1. Wyznaczy¢ przedzialy zbieznoéci szeregéw potegowych:

o] n o0 3n
a);%; b)z (x —2)" C)Z(x%);

=1
e n n o o "
d)z2n+3n; e)zn2+1(:ﬂ—|—1); f)z s
n=0 n=1 n=1

15.2. Znalez¢ szeregi Maclaurina podanych funkcji i okresli¢ przedzialy ich zbieznosci:

. E —2z,
a) 52 b) 00527 c) xe
d) ﬁ; e) shz; ) sin? z.
15.3. Korzystajac z rozwinie¢ Maclaurina funkcji elementarnych obliczy¢ pochodne:
a) fP0(0), gdzie f(v) = wsinw; b) FC%9(0), gdzie f(x) = =
3
c) f@(0), gdzie f(z) = ﬁ; d) f19(0), gdzie f(x) = sin® 3z.

15.4. Wyznaczy¢ szeregi potegowe funkcji fl(x) oraz / f(t)dt, jezeli funkcja f okreslona jest wzorem:

0
1 1

a) f(z) = 57 b) f(w):m'

15.5. Stosujac twierdzenia o rézniczkowaniu i/lub catkowaniu szeregéw potegowych obliczy¢ sumy szeregdw:

= 1 (n + 1
a) ) o
) nz::o (n+1)2n ) Z
15.6. Obliczy¢ podane caltki oznaczone ze wskazang doktadnoscia:
1
a) /ex2 dr, §=0.001; /sinaz2 dr, § = 0.0001.
0

Opracowanie: dr Marian Gewert, doc. Zbigniew Skoczylas
Konsultacja: dr Jolanta Sulkowska
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